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7. DIE WELLENGLEICHUNG

7.1. Lichtkegel.

d? — A hat Symbol — 7% + |¢[?

Charakteristik
Y ={(&7)#0:|¢? =77} Lichtkegel
Yn{r >0} Vorwértslichtkegel
Yn{r <0} Riickwértslichtkegel.

7.2. Satz. Essei u € C2(R" x [0,7]) und (07 — A)u = 0. Ferner sei (zo,tp) € R™ x (0,7) und
u = Ogu = 0 auf dem Ball

B ={(z,0): |z — zo| <o}

zur Zeit t = 0 (mit festem xo € R™,0 < tg <T)

Dann ist v = 0 in dem Gebiet
Q={(x,t): 0 <t <ty |x—x0| <tg— 1t}

Insbesondere: Ist u eine Lésung der Wellengleichung, so hiangt der Wert von w in (xzg, tg) nur von
u(z,0) und dyu(x,0) fiir |x — xg| < to ab.

Beweis. OBdA w reell (sonst Realteil und Imaginérteil betrachten). Setze

={z: |z — x| <to—t}

Die Energie der Welle zur Zeit t in B, ist

1
Eit) = - |Vz7tu(x,t)|2d$

2 B,

1 ou\ 2 ou \?
-5 () *Z(az)]d‘”

somit

d ou 0% ou 0%*u

@t = /B [8156%2 Zaxjﬁx](?t] da
! / V2 uf2dS(z)

2 Jom,

(letzter Term, weil & fBr(m) f(y) fo fsl(m f(s0)s"1dSds = fS @) (y)dS(y)) und By =
By, —+(z0). Nun gilt

0 ( Ou du _%Wu +@@
Oxj \Ox; 0t ) Oxj Ox;0t dx? Ot
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Also ist

ou 0*u ou 0%*u
/Bt [E)t o T2 o Dz 8:10]815] d

ou | 0%*u 0%u . ou

=0 (Wellengleichung)

0
Cank —U<qu, v)dsS.
ap, Ot
Nun schétzen wir ab:
ou CauchyS
5 —(Vu,v) <
2ab<a?+b> 1 ou 2
< ~ = V.ul)?
R ( |+ IV

somit:

dE ou 1 9

@ _ P ) — = || Vs s < 0.
) [ (G = 519l

Nun ist E(t) > 0 und E(0) = 0 nach Annahme, folglich ist
E(t) =0 fir alle t.
Damit wiederum ist V,;u = 0 fiir alle t und somit u konstant auf 2. Wegen der Anfangswerte
ist dann u = 0. <
7.3. Das Cauchyproblem in R". Gegeben f, g, finde die Lésung von
O*u— Au=0, u(z,0)=f 0Owu(z,0)=yg.
7.4. Der Fall n = 1. Wir wissen aus 2.2, dass die Losung der Aufgabe 7.3 gegeben ist durch

T+t
uat) = 5 e+ 0+ fa=l+5 [ a)as

Beobachtung. Ist f € C? und g € C', so ist w € C? und eine Losung der Aufgabe.

7.5. Bemerkung. Sind f,g € Lloc, und definiert man v nach der obigen Formel, so kann man
zeigen, dass t — u(-,t) eine glatte Funktion mit Werten in D’(R™) ist, die die Wellengleichung
im Distributionssinn erfiillt, wobei lim; g u(t, ) = f, limy_,g Opu(+,t) = g. Details in Folland.
7.6. Das sphérische Mittel. Wir definieren
1
My(z,7) = —= /| ‘ p(y) dS(y)
T—y|=r

rn lwn

1
= — ez +ry) dS(y).
Wn Jlyl=1
Beachte: Die letzte Formel ist fiir z € R™,r € R sinnvoll!
7.7. Satz. Ist ¢ € C3(R), so gilt

-1

AgMy(x,r) = [83 + - 8,1 M, (z,r) r #0.
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Beweis. Wegen Symmetrie geniigt es, r > 0 zu betrachten. Es gilt
1

O My(z,7) = o 1<Vx<p(w +7y),y) dS(y)
n Y|=
u 1 :
Cank — divy Vap(x +ry) dy
Wn Jly|<1
ivy=rdivy 1
divy=rd — Ap(x + ry)rdy
Wn Jly|<1
1
= Ap(z + z)dz.

-1
7 Wn Sy <r

Multiplikation mit "~ und Polarkoordinaten

_ I e
O My (z,r) = / Ap(z + py)p" " dS(y)dp
Wn Jo Jy|=1
1
also 9, [r" 0, My,(z,7)] = o Ap(z +ry)r" L dS(y)
n Jlyl=1

= r"_leMcp(x, r).
Weil
n—1 n-152 , a1 —1
Op(r"=20,) =r"" 07 + 1" ——0,
r
ist, folgt die Behauptung nach Division durch ™. <

7.8. Folgerung. Es sei u = u(x,t) € C3(R™ x R) und M, (x,r,t) das sphéirische Mittel von
u(+,t). Dann ist dquivalent

(a)  w erfiillt Wellengleichung
(b) [87? + ”_1&«] My (x,rt) = OfMu(:L‘,r, t).

r

Beweis. Folgt aus Satz 7.7, weil MafuatQMu und Ma, = AM, = [8,? + ”7_187«] M,. <
7.9. Lemma. Ist k> 1, € CF1(R)
B2 (r =10, P ()]

(r' )P [ ()]
_ (Tflar)kfl(r%flgp//+2kr2k72(p )

Beweisskizze. Zeige die erste Identitét zundchst fiir p(r) = r™. Dann gilt sie auch fiir Polynome,
da die Gleichung linear ist. Nun zeigt man, dass beide Seiten fiir r = r¢ Null sind, falls ¢ eine
Nullstelle der Ordnung £+ 1 in 79 hat. Da man nach dem Satz von Taylor ¢ stets schreiben kann
als ¢(r) = p(r) + q(r), wobei p ein Polynom ist und ¢ von Ordnung k + 1 in 7y verschwindet,
folgt die Behauptung.

Die zweite Identitat ist klar. <

7.10. Definition.

Wir definieren den Operator T} durch
Thp = (r' )" 1 (PP (r)).

Nach obigem Lemma
O*Trp(r) = Ti(02 + 2kr™10,) .
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Speziell fir 2k + 1 = n sehen wir, dass fiir jede Losung v der Wellengleichung in R”™ gilt

8,«) M(x,r,t)

n—1

P M, (2, r,t) = (Tk(aer

8 Tkanu(x,t, r) = 3t2TkMu(a:,r,t).

Die Funktion Ty M, erfiillt dann fiir jedes x als Funktion von r die eindimensionale Wellenglei-
chung.

7.11. Lemma. -
Thp(r) = e/ e (r)
=0
mit geeigneten c;. Speziell fiir j = 0 (keine A]bleitung auf @) sieht manco =1-3-...-(2k —1).
7.12. Satz. Essein > 3 ungerade. Ist f € C("t3)/2(R™), g € C("D/2(R™), so liefert
u(z,t) = ! lat(t—18t)”2—3 (75”_2/ f(z+ty) dS(?/))
1-3-...-(n—2)wy, lyl=1

(') (t /| _ de+ ) ds<y>>]
e

eine Losung des Cauchyproblems.

Beweis. Bis auf einen konstanten Faktor ist der zweite Term rechts

(n

_ m=3) .
v(z,t) = (t710) = ("2 M,(z,t)) 2HzlznT,gMg(gc,t).

Dann ist (wegen 2k + 1 = n und weil A mit 0, vertauscht)
Azo(z,t) = Tip(AgMy(x,t)
PRHZNTT (92 M, + 2kt 10, M)
Y T My(x, 1)
= dFv(x,t).
Damit erfiillt v die Wellengleichung.
Analog: Die durch

(n=3)

w(t) = (¢719) T (1" M () = TiMy (e, 1)

definierte Funktion w erfiillt die Wellengleichung, somit auch dyw (beachte: f € C(ngg), und

(02 — A)oyw = 04(9? — A)w = 0). Dies ist der erste Term rechts.
Zur Anfangsbedingung: Schreibe Tpp = > cj'r’j“cp(j)(r).
Dann ist

u(z,t) = (O T My (x,t) + T My(z,t))

1

co

= Oy |tMy(z,t) + z—lt28th(x, t) + O(#)
0

+tMy(z,t) + O(t?)

co + 2c1

= My(z,t) + tO My (z,t) + tMy(z,t) + O(t?).
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Es folgt

u(z,0) = My(z,0) = f(x)
u(r,0) = DFTOT2 5 N (2,0) + M, (2, 0).

co
Da My(x,t) eine gerade Funktion von ¢ ist, ist 0;My(x,0) = 0. Daher ist dyu(x,0) = My(x,0)
9(@). <

Die Lo6sung fiir gerades n.

7.13. Satz. Essein > 2 gerade. Ist f € C("TH/2(R™), g € C("H2/2(R™), so ist

2 o =2 [z +ty)
uw(z,t) = ot o) = [t K YA
(@) 1-3-...'(n—1)wn+1[t( 2 ( yl<1 /1= |y|? y

- t
+ (t19) T <t"—1 getty) y)2 dy)]
i<t V1 =yl

eine Losung des Cauchyproblems.

Beweis. Wir betrachten f und g als Funktion auf R"*!, die in x,, 11 konstant sind. Dann definieren
wir w wie in Satz 7.12 (fiir n 4 1!).

Beachte: Da f und ¢ nun Funktionen auf R™*! sind, erhéhen sich die Differenzierbarkeitsannah-
men.

Dann erfiillt v die Wellengleichung in R"*! x R. Da u von ,, 41 gar nicht abhéingt, erfiillt « auch
die Wellengleichung in R™ x R!

Ferner ist

u(z,0) = f (betrachtet als konstante Funktion in x,41)
Owu(x,0) = g (als konstante Funktion in x,1).

Daher 16st v das Cauchyproblem.

Zu erklaren bleibt die unterschiedliche Form der Integrale und der Faktor 2. Dies ergibt sich
durch einfache Rechnung: Wir schreiben

o g~ Sym ri o g~
/ Fo +tg) dy 2 ‘*2/ flz+1ty)dy
|§]=1 in Rr+1 obere Hemisphére in R7t1

Nun schreiben wir die obere Hemisphére als Graph. Wir setzen
Y o {y <1} - RV
Dy) = (5. F(y) mit F(y) = (1 - [y
Das Oberflichenmaf ist dann gegeben durch (Analysis 3, Beispiel 26.26, 26.27)

dy
VIFIVE@)IRdy = =

Damit ergibt sich die Behauptung. <

7.14. Bemerkung.

(a) Damit ist das Cauchyproblem fiir die Wellengleichung fiir alle Dimensionen gelost.
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(b) Satz 7.2 liefert eine Eindeutigkeitsaussage: Der Wert von w in (zg,tp) héngt nur ab von
u(z,0) und dwu(zx,0) fur |x — x| < to. Genau dieser Abhéngigkeitsbereich tritt auch in
geraden Dimensionen auf.

In ungeraden Dimensionen héngt u(xg,ty9) nur von den Werten von u(z) bzw. dyu(zx,0)
fiir eine infinitesimale Umgebung von {|x — x| = to} ab.

Bekanntes Phénomen: Blitz in 3D: sofort vorbei, Wasserwelle in 2D: klingt nach.

7.15. Verallgemeinerung. Wir definieren fiir ungerade Dimension die Distributionen X},
t € R, durch

se) = — [ w(ty) ds(y)

Wn Jly|=1

Dann ist ¢ — X eine C*°-Abbildung von R nach D’ (d.h. fiir jedes ¢ € D ist t — X¥(v)) eine
C>°-Abbildung). Wir zeigen: Setzt man
1

B, — T, =2k +1
TI 3 (nra) ket TR

so ist fiir ungerades n > 3
(1) u(,t) = f* 0P+ g+ Oy

eine Losung des Cauchyproblems im Distributionssinn. Dazu erinnern wir uns, dass die Faltung
1 * T einer Funktion ¢ mit einer Distribution 7" punktweise definiert werden kann durch

(W xT)(x) = T(rp0)" = T(h(z — ).
Also ist

g5 By(x) = B, f(z — ) = ~TSy(f(z —) = —— T, / f(@+ ty)dS(y).
Co lyl=1

WnCo
Dies ist genau der zweite Term aus Satz 7.12 fiir hinreichend glattes f; analog fiir den ersten.

Fiir gerade Dimension lésst sich (1) ebenfalls anwenden mit:

1 Y(ty)
@) = ——
Wt Jiyl<t /1 — [y
1
P = T, %!
t 1-3-...(n—1) "

Fiir n = 1 verwendet man ®;(1)) = %fit@b(s) ds.

7.16. Das Cauchyproblem fiir die inhomogene Wellengleichung. Ldse

(1) Ou—Au = w(z,t)
(2) w(z,0) = f(z)
3) Opu(x,0) = g(x).

Wir wissen bereits, wie man diese Aufgabe fiir w = 0 10st, etwa durch u;. Es langt also, die
Aufgabe fiir f = g = 0 zu 16sen, etwa durch wus.

Dann ist v = u1 + us eine Losung des Problems.

Dazu
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7.17. Satz. Essei w € C[%]'H(]R” x R). Fiir s € R sei v = v(z,t,s) die Lisung von
Otv — Av =0, v(r,0,5) =0, dw(x,0,s) =w(z,s).

Dann 16st
t
u(zx,t) = / v(z,t —s,s)ds
0
die Aufgabe 7.16(1),(2) mit f =g = 0.

Beweis. Klar: u(x,0) = 0. Ferner ist
t
(Opu)(z,t) = v(:z,(),t)—i—/ O(z,t —s,s)ds

somit: (Qpu)(x,0) = 0.
Noch einmal nach t ableiten:

t
(OFu)(x,t) = atv(x,O,t)—}—/ dtv(x,t — s,5)ds
0

t
=" w(z,t) +/ Azv(z,t —s,8)ds
0

= w(z,t)+ Agu(z,t).
<

7.18. Bemerkung. Satz 7.17 ist vor allem dann interessant, wenn man die Wellengleichung
fiir ¢ > 0 betrachtet.

Physikalisch ebenfalls interessant ist es, die Losungen der Aufgabe
(1) Otu — Au = w(z,t)
zu bestimmen unter der Annahme, dass ¢t € R und

w(z,t) =0 fir t < tp.

Man sucht eine Losung u mit
(2) u(z,t) =0 fir t < to.
Dies ist jedoch leicht:
7.19. Satz. Esseiw € C[%}H(R” x R) und w(-,t) = 0 fiir t < ty. Fiir jedes s € R sei v(x,t, s)
die Loésung von
02 — Av =0, v(x,to,s) =0, Owv(z, to, s) = w(z,s)
Dann I6st die Funktion

t
u(x,t) = / v(z,t —s,s)ds

die Gleichungen
0P — Av = w, u(-,t) =0 fiirt <0.

Beweis. Zunéchst ist v(-, -, s) = 0 fiir s < ¢y, da dann v das Cauchyproblem mit Nulldaten 16st.
Dabher ist auch u(-,t) = 0 fir ¢ < . <
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Die Wellengleichung im Fourierbild.

7.20. Umformulierung. Wir betrachten das Cauchyproblem fiir die homogene Wellengleichung
OPu—Au=0, u(z,0)=f(z), Odwu(z,0)=g(x)

Anwendung der Fouriertransformation in x-Richtung

6?’11(5,75) + ’f‘ga(fvt) =0,

(¢, 0) = f(8)
dya(¢,0) = 9(&)

Die Losung ist eine Linearkombination von cos(|£|t) und sin(|£|¢), ndmlich

(&, t) = f(€) cos(|€]t) + W
Folglich ist
u(t) = [+ Wy + g Py,

wobei ¥; und ®; die inversen Fouriertransformationen der Funktion

ﬁwzﬁﬂ?) (€)= cos([€]t) = DLby(€)

sind.
Problem: Schwer zu berechnen. Aber: Wir kennen bereits die Antwort.
Fiir n > 3 ungerade ist

®, die Distribution aus 7.15, ¥; = 0,P;
Fiir n > 2 gerade ist ®; analog konstruiert.

Firn=1: ®:(p) = %fit ©(s) ds; wir kénnen dies auch direkt verifizieren:

. 1/t 1 ekt _ ikt
bi() = Q/fszZQﬂf
_sinét sin|¢]t
3 €]

Im allgemeinen Fall kénnen wir trotzdem einiges sagen:

7.21. Lemma. Definiere

bs(¢) = e b, (¢) = e—aslsin|(||€|t)
§
Dann gilt:
(i)f — b gleichméfig auf R™ fiire — 0
AISO (i)i N (i)t in S,(Rn>
und (I)i N (I)t in 8/(Rn>

7.22. Die inverse Fouriertransformierte von ®;. Es ist

—(e—it)|g] _ —(e+it)[¢] 1 e+it
A e &
Pz (¢) = . =

2l|£| 2 e—it

e—5lEl gs
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Es folgt
1 e+t ]
() = —(2m) /2 / / e ekl qeds
2i e—it n

Das innere Integral kann man berechnen, es ist

n+1l
(277)_71/2/ eixfe—8|§| dg =Cn ‘8 1 Cp = LF ( 21 )
" (52 + o)™ 2w
Diese Identitat gilt zunéchst fiir s > 0, setzt sich aber (Holomorphie) fort zu s € C,Res > 0. Es
folgt
1 e+it
2 e (2 4 [af2))
c ) s=e+it
I
21(1 - ’I’L) (S * ‘x| ) s=e—it
C . 1—n . 1—-n
(1) - 21(177172) [((z—:—i—zt)2 + 12377 — (e —it)? + |2|*) 2

Nun lassen wir € — 0 geben.

(a) Fir |z| > |t| sehen wir sofort, dass ®f(x) — 0 gleichméfig auf kompakten Teilmengen
von {|z| > |t|}. Somit hat

supp ®; € {|z| < [¢[}
b) Ist 1 < n ungerade, so ist 52 eine ganze Zahl. Wegen
2

1 1 aa— b—a
FTFT T g )

folgt, dass auch ®§(z) — 0 fir |z| < [t| gleichmé&Rig auf kompakten Teilmengen von
{lJz| < [t|}. Somit ist auch in diesem Fall

supp ®; C {|z| = |t|} ,Huygens-Prinzip“
(c) Fiir |z| < |t| gilt (e £it)? + |z|> — |z|? — |t|*> € R und zwar von {Imz > 0} fiir ,+*
von {Imt¢ < 0} fiir ./, falls t > 0 (fiir ¢ < 0 umgekehrt).
Ist n gerade, so ist 1 — n ungerade. Damit liegen (fiir kleines € > 0 )
(i) +|x)" ™" in {Im¢ = 0} (fiir ¢ > 0)
Da die Wurzel iiber dem Schnitt von C entlang R_ das Vorzeichen wechselt, addieren sich
in diesem Fall die Terme in (1) auf {|z| < |¢t|}.
Damit gilt fir |z| < |¢|

@) = (~1)3 :

t
T=n (42— 22)%

Beachte: Zum Einen wechselt das Vorzeichen mit sgn ¢; zum Anderen haben wir den Faktor
n 7 (mn o 1 — n
(—1)2, weil im Nenner Vei(n—1)7~ = e )™ = (—=1)24.
Bemerkung Wir wissen ja bereits, dass
_ 2sgnt
S 1-3---(n— Dwni

Man kann nachrechnen, dass beide Ausdriicke iibereinstimmen.

P,

(t—lat)(n—Q)/2(t2 o |$‘2)—1/2.
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7.23. Satz. Es seien f,g € L? und — mit den Bezeichnungen von 7.20 —
u(z,t) = Fea (fU; + §¢)
die (distributionelle) Losung des Cauchyproblems fiir die Wellengleichung. Dann ist
|u(-, )| 2(mny gleichméRig beschrénkt fiir t € [to, t1];

insbesondere: u € L2(R™ x [tg,1]) fiir beliebige tg,t; in R.

Beweis. Bsist || f¥|l2 < ||f]l2]|¥¢]lso < C fiir alle ¢, ebenso ||§d;||2. Damit ist ||i(-t)||2 gleichmifig
beschrankt, also nach Plancherel auch ||u(-,t)||2- <

7.24. Erinnerung. Sobolevriaume fiir £ € Ny:
H*Q) = {feL?Q):D e L*V|a| <k}
alternativ fiir @ = R" : H*(R") = {f € L*(R"): £%f(¢) € L* V|a| < k}
7.25. Satz. Essei f € H*(R"), g € H*"1(R™). Dann gilt fiir die Lésung des Cauchyproblems
uwe H¥(R™ x [to,t1]) fiir beliebige to, 1.
Beweis. Es ist )
sin([£]¢)
iy

Nach der Regel (D) (€) = £0(€) schlieRen wir (D287 u)"(€) ist eine Linearkombination von
Termen der Form

W&, t) = fxcos(|€]t) + § =

€ | €71 f # costD (€[t) + €727 g sinU2) (¢ ¢)

mit j1 + j2 = J.
Damit ist die L?-Norm von (Dg@g u)" gleichméRig in ¢ beschrinkt, falls |a| + j < k. Es folgt,
dass DYDJu € L2(R! x [t1,t2]) fiir beliebige t1, ta. <

Die Wellengleichung in beschrinkten Gebieten. Im Folgenden sei €2 beschrinktes Gebiet
in R™.

7.26. Das Cauchyproblem mit Dirichletdaten (Neumanndaten). Gesucht ist die Losung
u der Aufgabe

(1) (0 — A)u =0 in Q x (0,00)

(2) ulag = 0 auf 9Q,¢ > 0 (Oyulon = 0)
(3) ulimo = f in ©

(4) duli=0 = g in O

7.27. Losungsidee. Wir machen den Separationsansatz

u(z,t) =) F(x)G;(t),

wobei alle Summanden die Wellengleichung samt Randwerten erfiillen. Wir erhalten

AF; G )
Sy = 2L(t)=-M2€eC
Fj G, J

Finden wir also F); mit
AFj+M\F; = 0inQ
Flijoo = 0auf 0Q (bzw. 0,F; =0 auf 0Q)
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so erhalten wir die Losung

u(z,t) = Z Fj(z)(a; cos(Ajt) + bjsin(\;t))

wobei a; und b; durch die Anfangsbedingung fixiert werden.

Hier
(1) u(@,0) = ) a;Fj(a);
(2) Opu(z,0) = > AbiFy(x).

Wir wissen schon:

7.28. Satz. Es sei ) beschrdankt mit (hinreichend) glattem Rand. Dann existiert eine Or-
thonormalbasis {F;} von L?()) bestehend aus Eigenfunktionen des Dirichletproblems auf ) zu
Eigenwerten —A? mit 0 < Ay < X < ...

7.29. Losung der Wellengleichung. Es seien f,g € L%*(Q). Zur Lésung von 7.26(1)-(4)
miissen wir noch 7.27(1)/(2) lésen. Dies geschieht durch

aj = (f,F;)  bj=A"(g,F))

Dann gilt

> laf? 1fll 2 < oo;

D oIbl* < elgllze < oo
Daher konvergiert fiir jedes t € R die Summe in L?(Q2) (gleichmiiRig in ¢). Damit ist u € L*( x
[to, t1]) fur beliebige g, t1.
7.30. Beispiel. n=1,Q = [0, L]. Die Eigenfunktionen sind (wegen der Randbedingungen)

B =y 2o (57)

N2
. . 2 .
Die Eigenwerte —\5 sind — (%) .

Die obige Losung u(z,t) hat daher die Gestalt

- - ,
u(z,t) = Z <aj cos (‘?) + b sin <‘]z>> sin%

2 [t '
o = 7 ; (x) sin <‘77IT_/$> dx
2 [F j
b = — in(—1,4d
) =" g(z) sin < 7 ) x
Die Radon-Transformation. Die Radontransformation hat eine Vielzahl von Anwendungen,
am bekanntesten ist die Computertomographie.

7.31. Beobachtung. Angenommen, die Cauchydaten f und g fiir die Wellengleichung auf
R™ x (0,00) héngen nur von x; ab (nicht von zs,...,2z,). Dann kénnen wir u mit Hilfe der
eindimensionalen Formel definieren

x1+t
) =5 Fer+ 0+ fa =)+ [ glds
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Dies liefert eine Losung der Wellengleichung. Wegen der Eindeutigkeit der Losung ist dies die
Losung des Cauchyproblems fiir die Wellengleichung.

7.32. Beobachtung. Die Hyperebene in R”, die senkrecht auf dem Vektor w € S™~! steht
und den Vektor vy enthilt, ist gegeben als {z : (z — vg, w) = 0} = {z : (x,w) = (v, w)}. Die
Gesamtheit solcher Hyperebenen ist also die Menge aller

H.={zeR": (z,w) =c}, ceR.
Dabei ist ¢ ist der gerichtete Abstand zu 0 (schreibe vy = cw + w* mit w L w).

Eine Funktion, die auf jeder Hyperebene senkrecht zu w konstant ist, ist daher von der Form
f(z) = F({z,w)) mit F: R — C.

7.33. Beobachtung. Es seien die Cauchydaten f, g konstant auf jeder zu w € S"~! normalen
Hyperflache. Dann existiert F,G : R — C mit

f(@) = F({z,w)), 9(z) = G((z,w))

Wir setzen

(z,w)+t
u(z,t) = % (F((z,w) +t) + F((z,w) — 1)) + ;/( - G(s)ds

Man nennt dieses u eine ebene Welle in Richtung w.

7.34. Die Radontransformation. Es sei f € S(R"). Die Radontransformierte von f ist die
Funktion

Rf : RxS"!—cC
R)(s,w) = f(@)d
Bew) = [ s

Dabei ist dx das (n — 1)-dimensionale Lebesguemafs auf der Hyperebene {(x,w) = s}
Klar:

(a) RfeC®Rx s
(b)  Fiir jedes feste w € S"1ist (Rf)(-,w) € S(R)
(©)  (Rf)(=s,—w) = Rf(s,w)

7.35. Beziehung zur Fouriertransformation. Es seien f € S(R"),w € S"!. Mit }/%Tf
bezeichne die Fouriertransformation von s — Rf(s,w). Dann gilt

— 1 ~

(Rf)(p.w) = (2m)"7 f(pw), peR.

Insbesondere folgt mit der Inversionsformel sofort
n—l isp £
(RD)(s.w) = (2" [ f(pw) dp.

Beweis.

fow) = (2m)E / e 0) f(2) da

L[ e dyas
R J{y,w)=s

= enE [ PR s ds = 0T R (pw),

Fubini

|3

(2m)~
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7.36. Inversion der Radontransformation, Teil I. Es sei f € S. Dann ist

_ T -3 i€ f — (21 -3 > ixpw £ n—1
fla) = o [efeae=enE [ [T i)t dpdsio)
i [ [T e R ) dpds()

= (271')1_" /Snl h({z,w),w)dS(w)

h(s,w):/o eipsl/%}(p,w)pnfl dp (beachte: d).

Da h({x,w),w) iiber die gesamte Einheitssphére integriert wird, kénnen wir uns bzgl. w auf den
geraden Anteil beschridnken und erhalten dasselbe Ergebnis, d.h.

0 fla) = a0 [ (b whw) + b~ (o), ~u) dS(w)
Wegen
(2) (Rf)(p.w) = Rf (—p, ~w).
ist
%(h(s,w) + h(—s,—w))
= ;/Ooo eipsﬁ(paw)p”‘ldﬁ;/ooo e Rf(p, —w)p" " dp
00 P o __
2 ;/0 ei”SRf(p,w)p”‘ldp+;/_oo e Rf (p,w)(—p)" " dp
oo
= ;/_OO e R (p,w)|p[" " dp
also
© fla) = e [ Rf((aw)w)as(w).

7.37. Definition. Wir nennen
- 1 o 3
Rf(s,w) = 5 [ €@ Rip.wlol" " dp

die modifizierte Radontransformierte von f. Wir driicken nun Rf durch Rf aus:

Fall 1: n ungerade. Dann ist |p|"~! = p"~!

n—1

- nal [ =
(BNsw) = (055 [ o) B, w)dp
n—1 1
= —1 2 —
(-]
Fall 2: n gerade. Dann ist |p|"~! = sgn pp"~! und

OV IRf(s,w).
(Bfsw) = ()% [ (isgnp)ip) B (p.w)dp
- (—1)”7’2%Hag*13f(s,w).

Dabei ist H die Hilberttransformation:
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7.38. Definition. Wir definieren den Operator
H : L*(R") — L*(R")
durch
(Hf)"(€) = —isgn& f(€)
7.39. Inversionsformel fiir die Radontransformation. Kombination von 7.36(3) mit 7.37
liefert

f@) = 0 [ R0 ds()

_ {(ZW)I"(—l):zié g1 0P HRS)((z, w), w) dS(w) n ungerade
(2m) (1) § [gnr HOZTH(R) ({2, w), w) dS(w) n gerade.

Hier eine andere Anwendung der Radontransformation:

7.40. Losung des Cauchyproblems fiir die Wellengleichung. Es seien f,g € §. Dann gilt
fla) = 0= [ R0 ds()
g(x) = (%)ln/s - Rg((z,w),w) dS(w)

Damit erhalten wir eine (und folglich die) Losung des Cauchyproblems durch

we) = 50" [ [RE(w) + )+ R (@) =t

(z,w)+t
—i—/ Ryg(s,w)ds| dS(w)
(z,w)—t

Allgemeine hyperbolische Gleichungen. Nun sei wieder €2 ein beschrinktes Gebiet, Qp =
Q x (0,7), T >0, und der Operator L definiert durch

Lu=— Z Oz, (a?* (2, )0y, 1) + Z W (z, )0z, u + c(x, t)u.
gk J
mit /¥, 7, ¢ € C*(Qr). Dabei gelte zusitzlich
(i) ok =aM
(i) Firend>0ist 3 al®(z, )€€, > 6)¢|? fiir alle (x,€) € Qr.
Wir betrachten das Cauchy-Dirichlet-Problem

du+Lu = f inQp
u = 0 auf 92 x[0,T]
u = g auf Qx{0}
O = h auf Qx {0}

fiir f € L*(Qr), g € HY(Q), h € L*(Q).

Wir fithren nun den Begriff schwacher Losungen ein. Dazu definieren wir wie im Beweis von Satz
6.18 eine zeitabhiingige Bilinearform B auf H'(2) durch

B(u,v;t):/Zajkamkuamjvdx—i—/bkamkuvdx+/cuvda:.
S Q Q

Im Folgenden schreiben wir u(t) fir die Funktion w(t, -).
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7.41. Definition. Wir nennen eine Funktion u € L?(0,T, H}(2)) mit dyu € L?(0,T, L*(Q2)) und
O?u € L2(0,T, H-(Q)) eine schwache Lésung, falls

(1) (Opu(t),v) g1 gy + B(u,v,t) = (f(t),v)p2 12, Lil bagl ¢ fiir v € Hy(Q)
(2) u@0) = g
(3) Ou(0) = h.

7.42. Bemerkung.

(a)  Wie vorher auch ist der Begriff der schwachen Losung dadurch motiviert, dass man die
Gleichung d?u + Lu = f mit v € H&(Q) skalar multipliziert und partiell integriert.

(b) Dass in (2) und (3) die Werte u(0) und J;u(0) definiert sind, ist eine Konsequenz des
folgenden Satzes.

7.43. Satz. Ist X ein Banachraum und ist u € L*(0, T, X) (im Distributionensinn) nach t € [0, T
differenzierbar mit O,u € L*(0,T, X), so gilt

(i) weC(0,T],X) (evtl. nach Umdefinition auf einer Menge vom Mafs Null)
(i) u(t) —u(s) = [l du(r)dr

(iil)  maxo<r<r u(t)]x < Cmax{|ull 2(0,7,x): 0l 20,1, %))

(ohne Beweis, s. Evans, Theorem 2 in Section 5.9.2).

7.44. Existenz schwacher Lésungen mit dem Galerkin-Verfahren. Wir wihlen eine
ONB {w1,ws, ...} von L?(Q), bestehend aus Eigenvektoren des Laplace-Operators mit Dirichlet-
Randbedingung, die gleichzeitig eine Orthogonalbasis von H} () ist.

Fiir jedes feste m € N gehen wir nun wie folgt vor: Wir machen den Ansatz
m

(1) um(t) =) iy (t)wy.
k=1

Dabei seien die Koeffizienten d¥, (t) so gewihlt, dass

(2) (OFum (t), wi) -1 gy + Blum, wist) = (f(t),wy)

(3) d50) = (gywp), k=1,...,m

(4) odr (0) = (hywg), k=1,....m.

Damit erfiillt «™ die Projektion des Cauchy-Problems auf die lineare Hiille von {w1,...,wny}.

Nun zeigen wir zuerst, dass dieses System eindeutig losbar ist (Lemma 7.45 unten). Anschliefend
zeigen wir eine Energieabschétzung (Satz 7.46 unten. Daraus schliefen wir in Satz 7.47, dass die
Folge (u,,) eine schwach konvergente Teilfolge hat und iiberzeugen uns, dass der Grenzwert die
Aufgabe 106st.

7.45. Lemma. Fiir jedes m € N hat das System 7.44(2), (3), (4) eine eindeutige Lésung.

Beweis. Ableiten von (1) liefert
(OFu(t), wi) = BFdy, ().
Wir schreiben

Dann gilt
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Um (1) zu erfiillen, l6sen wir die inhomogen lineare Anfangswertaufgabe

Opdy, + efd, = (f,wg)
di'(0) = (g, wg)
odk (0) = (hywg), k=1,...,m

Wegen der Beschrénktheit der 82 ist dies nach Picard-Lindelof auf ganz [0, 7] moglich und liefert
C?-Funktionen d}.,, ..., dm. <

7.46. Satz: Energieabschitzungen. Es existiert eine Konstante C', die nur von €2, T" und den
Koeffizienten von L abhéngt, so dass gilt

(oA (Hum(wHHol(Q) + !!atum(t)y\LQ(Q)) 1162t | 20,7112

< (Il i@y + Iglmye + 1) m=1,2....

Der Beweis ist eine ldngere Abschitzung, s. Evans, 7.2.2, Theorem 2. <

7.47. Satz: Existenz schwacher Lésungen. Das Cauchy-Dirichlet-Problem fiir L hat eine
schwache Losung.

Beweis. Schritt 1. Aus den Energieabschiitzungen folgt, dass die Folge (u,,) in L?(0,T, Ho (Q))
beschriinkt ist, dass die Folge (Oju,,) in L?(0,7T,L?(f))) beschrinkt ist, und dass (0?u,,) in
L*(0,T,H~ (Q)) beschrénkt ist.

Da beschréinkte Folgen in Hilbertrdumen schwach konvergente Teilfolgen haben, finden wir ein
u € L20,T,H} () mit du € L20,T,L*(Q)) d?u € L*0,T,H1(2)) und eine Teilfolge,
0.B.d.A. wieder (uy,), mit

Uy —u  schwach in L?(0, T, H} (Q))
Oy = Oy schwach in L*(0, T, L*())
Oty 5 02u  schwach in L*(0,T, H~1(Q))

Schritt 2. Wir betrachten nun eine Funktion v € C*([0, 7], H}(2)) der Form

o(t) =Y oF(t)wy

k=1

mit beliebigen v* € C*([0, T]. Fiir m > N erhalten wir mit partieller Integration:
T T
) | @m0 000 + Blansv.y = [ (50,0000
0 0
Die schwache Konvergenz zeigt, dass wir zum Grenzwert iibergehen kénnen. Folglich

T T
(2) /0(8,?u(t),v(t)>+B(u,v,t)dt:/0 (f(t),(t)) dt.

Nun bilden die Funktionen der obigen Form eine dichte Teilmenge in L?(0, T, H}(Q2)). Wir schlie-
fen, dass

<8252u7U>H*1,H3 + B(u,v,t) = <f,v>H71’Hé fiir fast alle t.

Damit ist die Differentialgleichung 9?u + Lu = f im schwachen Sinn erfiillt.
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Schritt 3. Wir iiberpriifen die Anfangsbedingung: Dazu wiihle oben zusétzlich v*) mit v*(T") =
Ok (T) = 0. Mit Hilfe von partieller Integration in (2) sehen wir, dass

T T

3) / (u(t), Oo(t)) + B(u,v,t) di = / (A 0(8)) dt — (u(0), Byo(0)) + (Bru(0), 0(0)).
0 0

Ebenso liefert (1)

T T
/0 (1 (£), 020(8)) + B(utg, 0, 1) dt = /0 (), 0(8)) dt — (ta(0), Bp0(0)) + (Dyttnn(0), v(0)-

Da m > N ist, ist die rechte Seite nach Konstruktion gleich

T
/0 (f(t),v(t)) dt — (g(0), 8rv(0)) + (h(0),v(0)).

Fiir m — oo konvergiert die linke Seite gegen die linke Seite von (3). Der Vergleich der beiden
Formeln liefert

(u(0), 0rv(0)) — (9ru(0),v(0)) = (g, v(0)) — (h,v(0)).
Weil wir durch geeignete Wahl von N und den v* fiir t = 0 jedes Paar von Elemente von H ()
beliebig gut approximieren konnen, schliefen wir, dass «(0) = g und dyu(0) = h. <



