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6. DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

6.1. Problemstellung auf R™. Zu einer gegebenen Funktion f auf R™ suchen wir die Losung
u der Aufgabe

Ou—Au = 0 auf R" x (0,00);
u(z,0) = f(z).

6.2. Losung fiir f € S(R"). Wir wenden Fouriertransformation in R™ an:

~

dau(é,t) + [Efag,t) =0 a(,0) = f(¢).
Dies ist eine Anfangswertaufgabe fiir eine gewohnliche Differentialgleichung; die Losung ist
A&, t) = Fle)e .
Es folgt wegen (f * g)" = (2%)%f/g\:
u(e,t) = FH©e)

= f*Kt
wobei
K(z) = (@20 3 F e ) = @2m) 2 (2m) 2 / ¢t el ge
E=n/ V2t —n(ony-n/2 [ e/ VNP2 g _ (grp) /22
CA (2m)7"(2t) /e e dn = (4nt) €y V3
z2
(1) = (47rt)_"/26_%,

Hence: Die Funktion K = K (t,z) = K;(z) heift Gauf-Kern oder Warmeleitungskern.
6.3. Lemma.

(a) K,(z)=t3K (t 2z).
(b) [Kix)dez=1 Vt>0.

Beweis.

(a) folgt sofort aus 6.2 (1).
(b) [ Ei(z)de = 2m) 5 K,(0) = e [EPt|e_g = 1. 4
6.4. Satz. Essei f € LP(R"),1 < p < co. Dann Iést die Funktion
u(z,t) = (f * K¢)(x)
die Gleichung dyu — Au = 0 auf R" x (0, c0).
(a) Ist f stetig und beschrankt, so ist u auf R" x [0, 00) stetig fortsetzbar durch u(x,0) = f.
(b) Ist f € LP fiir ein p < 00, so konvergiert die Funktion
ug(x) = u(z,t)
gegen f fiirt — 0 in LP.

(c) Ist f stetig und f(z) < Cexp(|z|*/4AT), so existiert die Faltung f * K; ebenfalls fiir 0 <
t < T und erfiillt die Warmeleitungsgleichung. Fiir t — 0 gilt

[xKy— f

auf beschrinkten Teilmengen von R".
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Beweis. (a), (b) Da K; € L' ist, ist f * K; € LP nach Young. Ferner ist
(1) (O = A)(f x Ky) = [+ ((0r — A)K) =0
da (0, + [€[1)Ki(€) = (2m) 7% (0, + [¢[*)e " = 0.

Den Rest beweist man analog zum Beweis von 5.37, wobei man benutzt, dass f Kidx =1 und
dass fiir jedes 6 > 0 die Funktion x — Ki(z) fiir t — 01 auf {z : |z| > ¢} gleichmiifig gegen Null
konvergiert.

Im Detail: Nach 6.3(a) und dem Transformationssatz ist
ut) = (FeK) = [ f) K (w) dy
(2) = / flz — Vtz)Ki(2) dz

Insbesondere ist also wegen 6.3(b)
(3) (f * Ki)(z) = f(z) = / (f(:v—\/I?Z)—f(:v)) Ki(z)dz.
(a) TIst f stetig und beschrénkt, so folgt wegen [ K;dz =1 und K; > 0 fiir jedes z:
lu(t, ) — f(z)] < sup{|f(z + Viz) — f(2)]},

und die rechte Seite geht gegen Null, falls £ — 0 und z iiber eine kompakte Menge variiert
(gleichmaéfige Stetigkeit stetiger Funktionen auf kompakten Mengen). Damit ist f eine

stetige Fortsetzung von u auf R™ x [0, 00).
(b) Fiir f € L, gilt

lu(t,2) — f@) e = H [ute= i) - fanice)

Lp
T [ Vi) - FOl Kae) d

Da || f(- — Vtz) — f(:)|lL» — O fiir t — O (Stetigkeit im p-ten Mittel, p < oo) und
durch 2||f||L» abschétzbar ist, liefert der Satz von der dominierten Konvergenz, dass die
rechte Seite fiir ¢t — 0 gegen 0 konvergiert.

(c) Fiir 0 < ¢t < T ist der Integrand im Faltungsintegral eine L!-Funktion, daher existiert das
Integral. Wir konnen unter dem Integral differenzieren und sehen, dass f x K; die Warmelei-
tungsgleichung 16st. Ferner gilt

(FeK)@) ~f@) = ) [ (1) - f@)exp(-le — ol /ae)dy
D s [ 22— (@) x|
tj>0 0,

nach dem Satz von der dominierten Konvergenz, gleichméfig fiir  in kompakten Teilmengen
von R”, da dann

|f(z+22:V1)] < exp((C =+ 2|2|v/1)?/4T)
< Clexp((CaVit+|2°t)/T)

C" exp(c|z|?), falls |z| groR,

IN

mit geeigneten Konstanten C,C’, C”, abhéngig von z, und ¢ < 1. <

6.5. Lemma. Unter obigen Annahmen ist die Losung u = u(z,t) der Wirmeleitungsgleichung
C*® auf R" x R,..
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Beweis. Da K; € C°(R™ x Ry) ist, iibertrigt sich dies bei Faltung auf w. <

Eindeutigkeit.
6.6. Satz. FEs sei u stetig auf R™ x [0,00) und C? auf R™ x (0, 00).
Ferner gelte
Ou—Au = 0 auf R" x (0,00)

u(xz,0) = 0 fiir z € R™.

Existiert fiir jedes € > 0 ein C' > 0 mit
u(z,t)| Cesl*’
Voule,t) < Celel,

IN

so ist u = 0.

Beweis. Sind f, g C>-Funktion auf einem Gebiet in R” x R, so gilt

9(0f — Af) + F(0rg+ Ag) = > 00, (f0r,9 — 90s, ) + 0i(fg) = div F,

Jj=1

wobei F' = (f0z,9 — 90z, f,- -, [02,9 — 90x, [, [ 9)-
Wir fixieren xg € R™ und tg > 0 und wéahlen
f(z,t) =u(z,t); g(x,t) = K(x — zo,t0 — t) := Kyy—t(x — x0)

Dann gilt
of—Af = Oauf R" x Ry
Og—Ag = 0auf R" x (0,t).

Wir wenden nun den Satz von Gauf an auf das Gebiet

Q={(z,t): |z| <rya<t<b},0<a<b<tp.
Es folgt

O:/divF: (F,v) do
Q o0

= / u(x,b)K(x — xg,tg — b) dr  (denn hier sieht der Normalenvektor nur ...
|z|<r

— / u(z,a)K(x — z9,to — a)dz ...die n — Richtung, einmal +, einmal —
|z[<r

n b
0y ula, K (2, 1)) do(a)dt.
3 0 0=t 0 o

Nun lassen wir ¥ — oo gehen. Auf Grund unserer Annahmen an u geht das letzte Integral gegen
Null. Da zudem K eine gerade Funktion von z ist, sind die ersten beiden Integrale Faltungen.
Die obige Gleichung (1) liefert also im Grenzwert r — oo

0= (u(-;b) * Kio—p)(x0) = (ul:, @) * Kiy—a)(20) + 0
Nun gilt fir b — ¢¢ nach 6.4(c), dass u(-,b) — u(-,tp). Also

(u(-,b) * Kpy—p)(20) =% u(zo, to).
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Fiir a — 0 gilt ebenso

(u(+,a) * Kiy—a)(w0) = (u(,0) Ki,) (z0) = 0.
0

Somit erhalten wir u(zg,tg) = 0. <

6.7. Bemerkung. Ohne Wachstumsbedingung an « erhédlt man im Allgemeinen keine Eindeu-
tigkeit der Losung.

6.8. Definition. Wir setzen

K(x,t)={é4m) e izg

Klar: Wegen [ |K(z,t)|dx =1 ist K lokal integrierbar.

6.9. Satz. K ist eine Fundamentallosung fiir den Wérmeleitungsoperator.

Beweis. Fir € > 0 setze
K, t>c¢
K.(o1) = 4 £1(®@) .
0, sonst
Rf_ﬂ nach dem Satz von der dominierten Konver-
genz. Wir sind fertig, wenn wir zeigen, dass fiir jedes ¢ € C°(R™1) gilt

(K., (=0 — Ap)p) — ©(0,0), fiir € — 0.

Dann gilt K. — K im Distributionensinn auf

Nun ist

(Ko, (—0)— Ay)p) = /Oo K (,0) (=0 — Ay)ola, 1) da dt

RTL
part.Int. / / (0 — o), 1) dar

K(x,e)p(z,t)dx
Rn

= 0+ K(z,e)p(z,¢)dx.
R

Da K in z symmetrisch ist, konnen wir auch K(z,t) durch K(—z,¢) ersetzen. Dann stellt das
letzte Integral jedoch gerade eine Faltung dar, namlich (K. x ¢(+,¢))(0). Nun ist

(Ke # ¢(+,€))(0) = (Kz * (-, 0))(0) + (Ke * (¢(- €) — ¢(+,0))(0).

Nach Satz 6.4 konvergiert der erste Term rechts gegen ¢(0,0), wihrend der zweite nach der
Youngschen Ungleichung gegen 0 konvergiert:

1K (0(- ) = (-, 0))lloo < [ Kcllille(-€) = (-, 0)[loo — 0.
(Hier benutzen wir die gleichméfige Stetigkeit von ¢ und die Tatsachen, dass K. > 0 und
[K.dz=1.) <
6.10. Folgerung. Der Wirmeleitungsoperator ist hypoelliptisch nach 3.41, da K € C*((R"
R)\ {(0,0)}).

6.11. Satz. Ist f € L'(R® x R), so ist u = f % K fast iiberall definiert und liefert eine
Distributionslosung von (0y — A)u = f.
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Beweis. Es ist

u(x,t):/_ /f(y,s)K(x—y,t—s)dyds
o GO IEOLE

mit der Faltung auf R™. Nun ist f(-,s) € L'(R"™) fiir fast alle s und [ ||f(-,s)||1 ds < co. Ferner
ist fKt,Sdm = 1. Also ist

swp [fuw)lde < swp [ [ (78] <Kot 9)@)dods
= swp [ I« Kt = s s

IA

t
sgp/ 172 8)lh - 1ds = ||l < oo,

Daher ist u € L}, (R™1); insbesondere existiert das obige Integral fiir fast alle (z,t).
Nun folgt wie in 4.22, dass (Oyu — Au) = f.

Die Warmeleitungsgleichung in einem beschrinkten Gebiet.

6.12. Die Situation.

QCR” beschranktes Gebiet
0<t<T < Zeitintervall
u(x,0) = ug Temperaturverteilung zum Zeitpunkt t = 0

g (Vorgabe der Temperatur am Rand),
Oyu(z,t) =0  (isoliert) oder
0  (Newtonsches Abkiihlungsgesetz).

6.13. Maximumsprinzip fiir Warmeleitungsgleichung. Es sei (2 ein beschrénktes Gebiet,
0<T <oo,u:Qx[0,T] — R stetig. Auf Q x (0,7T) erfiille u die Warmeleitungsgleichung (ist
damit also C*°). Dann nimmt u sein Maximum auf € x {0} oder 92 x [0,T] an.

Beweis. Sei € > 0. Setze v (x,t) = u(x,t) + ¢|z|?. Dann ist
(1) O — Av, = —2ne.
Wihle 0 <T" < T.

(1)  Annahme: v, hat ein Maximum im Inneren von Q x [0,7”] in (zo, to).
Dann ist V, 1v.(zo,%0) = 0, also insbesondere 0yv:(x0, tg) = 0. Weil die Hesse-Matrix keine
positiven Eigenwerte hat, ist ihre Spur < 0, also

Ave(zo,t0) = Za e (x0,t0) = Tr Hess ue (g, tg) < 0.

Somit ist (Oyve — Av.) (g, tg) > 0 im Widerspruch zu (1).

(2)  Annahme: v. hat ein Maximum auf Q x {T"} in (zq, to).
Dann ist dyve(x,tp) > 0 und Z@%J,va(mo,to) < 0. Wiederum ist (9; — A)vz(zp,%0) > 0 im
Widerspruch zu (1).
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Es folgt:
(1),(2)
max u < max v = max Ve
Qx[0,7"] Qx[0,77] (Qx{0HU(O2x[0,T7])
max u + £ max || z||?
(@x{0})u(oQx[0,77]) Q
Mit e — 0 und 7" — T folgt die Behauptung. <

6.14. Folgerung. Die Aufgabe
(O —A)u = 0inQx(0,7)
uloaxjor) = 9loaxo,r)
U|Qx{o} = Qfax{o}

hat fiir eine stetige Funktion g : Q x [0, T] — C héchstens eine stetige Lésung u.
6.15. Das Cauchy-Dirichlet-Problem. Fiir f € H}(Q) betrachten wir die Gleichungen
ou—Au = 0 in Q x (0,00)
u(z,0) = f(z) inQx {0}
u(z,t) = 0 in 992 x (0, 00)
Wir machen folgenden Ansatz fiir Losung;:

u(z,t) = F(z)G(t)

Dann gilt
0=0u— Au=FG — (AF)G.
somit
G’ AF
- = = =
G F
—~— ~~~
nur von t abh. nur von x abh

Angenommen, wir finden eine Orthonormalbasis von L?(2) von Funktionen {f;} € H?(Q) mit
Afj = )\jfj, fj =0 auf 92, mit )\j < 0.
Dann I6sen wir die Aufgabe wie folgt:

Wir entwickeln f nach den Eigenfunktionen f;

F=Ycti o =(L1)
und setzen
(1) uz,t) =Y eifjla)e!
Dann gilt:

(a)  Die Fourierkoeffizienten c; liegen in £2. Die Summe fiir u konvergiert daher in L2(Q2x (0, 7))
fiir jedes T insbesondere also auch im Distributionssinn. Jede endliche Teilsumme erfiillt
die Wéarmeleitungsgleichung in € x (0,00), somit nach Satz 4.20 auch u. Nun ist der
Waérmeleitungsoperator hypoelliptisch; somit ist u dort insbesondere eine C*°-Funktion.

(b) Da f € H}(Q), gilt sogar u|sg = 0. Dazu machen wir folgende Beobachtung:
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Die Funktionen f; bilden auch eine OrthoGONALDbasis fiir Hol, denn
(i fdm = Afi b2 +(Vf5, Vi) 2
B /Afjfkd:c
= Ok — NGk = (1= Aj) k-
Ist ferner gL f; fiir jedes j in H&, so ist

p.Int

0="(f5.9)+(Vfi,Vag) = (fj,9) —/\j/fjgdHC: (1= Xj){fj,9) 2

Daher steht g auch beziiglich des L?-Skalarprodukts auf allen fj senkrecht, ist
also notwendig 0.

Mit F; = \/1%7)\] f; finden wir also eine ONB von H}(f2). Dann ist
w= Y {f ) FieNt = ST F Fy(1 - Ap)et,

J J

Diese Summe konvergiert sogar in H'(Q x (¢,T)) fiir jedes ¢ > 0, denn erstens ist
Zj< f, Fj)F; die Fourierentwicklung von f in H}, so dass die Differenzierbarkeit bzgl.
der z-Variablen gesichert ist, und zweitens ist fiir e < ¢ < T sowohl die Folge (1 — A;)eM?
als auch die Folge (1 — A\j)A;et beschriinkt, was die Differenzierbarkeit nach ¢ liefert.

Damit liegt u in H'; Auswertung am Rand liefert

ulog =Y _(f, Fj) Fjlaa(l = Aj)ed = 0.

J

Nun zu dem fehlenden Beweisteil:

6.16. Satz. Es sei ) glatt berandet und beschridnkt. Dann existiert eine Orthonormalbasis von
Eigenfunktionen zu der Aufgabe:

Au = d\u ulgn =0

Die Folge der Eigenwerte erfiillt
0> A >X>... — —0
Beweisidee: Die Negativitat der Eigenwerte folgt, weil fiir die zugehorigen Eigenfunktionen f;
gilt:
A= (Af 1) = /Afjfj = —/ijij < 0.
Nun gilt: Der Operator A : H2(Q) — L?() ist bijektiv und selbstadjungiert als unbeschrinkter
Operator auf L?(£2). Dabei ist
H§ = {u € L? : u zweimal im distr. Sinn diffbar mit allen Ableitungen in L% uls, = 0}

(Klar sind die Injektivitit (wegen der eindeutigen Losbarkeit des Dirichletproblems) und die
Symmetrie).

Andererseits ist die Einbettung HZ(Q)) — L*(Q) kompakt. Somit ist
A7V L2 — HE < L*(Q) kompakt und selbstadjungiert.

Damit hat A~! eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren mit Eigenwerten p; — 0, und A die

entsprechenden Eigenfunktionen zu Eigenwerten \; = uj_l. <

6.17. Bemerkung. Analog fiir Cauchy-Neumannproblem.
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6.18. Satz. Nun sei Qr = Q x (0,T") und der Operator L definiert durch
Lu=— Z 5‘$j(ajk(x, )0, u) + Z Y (2,1)0p,u + c(z, t)u.
gk J
mit a’* b7 c € C([0,T], L(Q)). Dabei gelte zusétzlich
(i) a’k = gki
(i) Fiireind>0ist >, al* €&, > 6|¢)2
Dann hat fiir jede Wahl von Daten f € C([0,T],L?*(Q)) und g € L*(Q) das Cauchy-Dirichlet-
Problem
O+ Lu = f in QT;
u = 0 aufoQx(0,T);
u = g aufQx{t=0}

eine eindeutige Distributions- (oder schwache) Losung.

Bemerkung. Dass u die Gleichung im Distributionssinn 16st (oder eine schwache Losung ist),
heiRt, dass u € L2((0,T), H3 (Q)), dyu € L2((0,T), H~1(2)) (als distributionelle Ableitung) und
dass fiir jedes v € H}(Q) gilt

(i) (Owu(t,-),v) + B(u,v;t) = (f(t,-),v) fast iiberall auf [0, T].
() u(0,) =g

Beweisidee, mehr Details bei Evans, S.353ff (Galerkinverfahren). Wir definieren eine zeitabhén-
gige Bilinearform B auf H'(Q) durch

B(u,v;t):AZajkaxkuﬁxjvdx+/Qbk&rkuvdx—l—/chvdx
ik

Nun wihlen wir eine Orthonormalbasis {wy} von L?(Q), die gleichzeitig eine Orthogonalbasis
fiir H}(€2) ist (z.B. kénnen wir eine Onrthonormalbasis aus Eigenwerten des Dirichletproblems
wahlen. Fiir jedes feste m € N gehen wir nun wie folgt vor: Wir machen den Ansatz

w™(t) = i (t)wy.
k=1

Dabei seien die Koeflizienten dj*(t) so gewéhlt, dass

(2) di'(0) = (g,wr), k=1,....m.
Damit erfiillt «™ die Projektion des Cauchy-Problems auf die lineare Hiille von {w1,...,wn}.

Wie erhalt man «™? Wir schreiben
ei/, = B(wj,wg;t), k,l=1,...,m.

Dann gilt
m
Bu™, wy;t) = Zeid}”.
I=1
Um (1) zu erfiillen, l6sen wir das inhomogen lineare System von Anfangswertaufgaben

O + > epdi = (f,wg)
ar0) = (g,w), k=1,...,m
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Da die Funktionen e} und (f(-,t), w) stetig von ¢ abhéingen und das System linear ist (und daher
eine Lipschitzbedingung erfiillt), erhalten wir ein auf ganz [0, 7] definierte eindeutige Losung.

In einem néchsten Schritt zeigt man (mit langerer Rechnung) die sogenannte Energie-Abschéitzung
Satz (Evans, Theorem 7.1.2)

(nax lu™ 20 + W™ 20,1y, 12 02)) + 19w | L20,7), 151 (2))

< C(Iflezo,m),220)) + N9l @) -
Damit ist die Folge (u™) beschrinkt in dem Hilbertraum L2((0,7), H}(2)), und (dpum,) ist
beschrinkt in L2((0,7), H=1(2)). Die Folgen (u™) und d;u™ haben also (Funktionalanalysis)

schwach konvergente Teilfolgen (0BdA die Folgen selbst), d.h. es gibt ein u € L2((0,t), H3(2))
mit

u™ — u schwach in L*((0,T), Hy(S2))
du™ — Oy schwach in L?((0,T), H1(Q))
Aus den Energieabschétzungen sieht man sofort, dass die Losung, sofern sie existiert, eindeutig
ist.

Man zeigt noch: u 16st die Gleichung im Distributionssinn. Dazu benutzt man u.a. den unten
stehenden Satz 6.19.

6.19. Satz. Fiir jedes m sei up, € L?((0,T), H}(2)) im Distributionensinn nach t differenzierbar,
und es sei (up,) schwach konvergent gegen u in L*(0,T, H}(Q)) und (8¢u,,) schwach konvergent
gegen v in L?(0, T, H='(Q)). Dann ist u im Distributionensinn differenzierbar und dyu = v.

Bemerkung. Eine Funktion u € L'(0,T, X), X Banachraum, heift im Distributionensinn dif-
ferenzierbar (oder schwach differenzierbar) nach t € (0,7, falls ein v € L'(0,T, X) existiert
mit
T T
| utwaewie=- [ e ¢ ecx1),
0 0
Man nennt v die (schwache) Ableitung von w.

Beweis. Wihle ¢ € C2°(0,T) und w € H}(2). Dann gilt wegen der L?-Konvergenz:
T T
/ (u(t), Orp(t)w)y dt = 1im/ (um(t), Orp(t)w) dt
0 0
T T
~ _lm / (Ot (£, p(E)w) dt = — / Byu(t), p(t)w) dt.
0 0
Da dies fiir jedes w € H}(Q) gilt, folgt

T T
/ w(t)drp(t) dt = — / o) dt, € C2(0,T)
0 0

und somit v = Gsu. <



