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5. DAS DIRICHLETPROBLEM UND DAS NEUMANNPROBLEM

Im Folgenden sei 2 C R™ offen und beschrankt mit glattem Rand.
5.1. Definition. Das Dirichlet-Problem.

Gegeben sei eine Funktion f auf (2 und eine Funktion g auf 02; gesucht ist eine Funktion u auf
Q mit
Au = f auf Q, ulag = g.

Das Neumann-Problem. Gegeben ist eine Funktion f auf © und eine Funktion g auf 9.
Gesucht ist eine Funktion u auf 2 mit

Ay = f auf Q, dyulan = g.

(Dies ist eine rein formale Definition ohne Glattheitsannahmen)
5.2. Bemerkung.

(a)  Wenn das Dirichlet-Problem eine Losung hat und diese in C(§) ist, so ist sie eindeutig
nach dem Identitéatssatz (beachte: €2 ist kompakt.

(b) Ist u eine Losung des Neumann-Problems, so auch u + ¢ fiir jedes ¢ € C.

(¢) Ist u € C*(Q) eine Lésung des Neumannproblems, so ist [, f = [5,, ¢ nach 4.5, d.h. das
Neumannproblem ist keinesfalls fiir beliebige f, g 16sbar.

5.3. Bemerkung.

(a) Die Losung des Dirichletproblems lésst sich auf die Losung zweier semihomogener Dirich-
letprobleme zuriickfiihren: Es gentigt offensichtlich, folgende beiden Aufgaben zu l6sen:

(1) Av = fauf Q@ und v =0 auf 0Q;
(2) Aw =0auf Q und w = g auf 9.

(b) Die Losung der Aufgaben (1) und (2) ist weitgehend dquivalent. Exemplarisch machen wir
dazu folgende Bemerkungen:

(i)  Konnen wir (1) Iosen fiir jedes f € C(2), so kénnen wir (2) Iésen fiir jedes g, das
Einschriankung einer Funktion § € C?(9) ist:
Lose dazu:
Av = Ag auf Q; v =0 auf 09Q.
Setze u := g —v. Dann ist Au= Ag— Av = 0,ulspq = gloa = ¢.
(ii) Umgekehrt sei Q kompakt und (2) lésbar fiir jedes stetige g. Ist dann f € C(Q)

gegeben, so kénnen wir f zu einer stetigen Funktion f mit kompaktem Tréger auf
R™ fortsetzen. Wir setzen v/ = f x N. Dies ist eine stetige Funktion auf R™, und es

gilt nach 4.22, dass Av' = f.

Wir 16sen nun
Aw = 0 auf Q w = v auf 9.
Mit v := v' — w erhalten wir eine Losung von (1).
(¢) Die Losung des Neumannproblems reduziert sich auf die Losung der homogenen Probleme
(3) Av = f auf Q d,v = 0 auf 9Q;
(4) Aw = 0 auf dyw = g auf 0Q.
(

d) Wiederum ist die Losbarkeit von (3) in etwa dquivalent zu der von (4). Exemplarisch dazu:
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(i) Konnen wir (3) fiir jedes f € C(Q) l6sen, so auch (4) fiir jedes g, fiir das wir ein
g € C%(Q) finden mit 0,9 = g auf 9Q. Wir 16sen

Av = Ag auf ), d,v = 0 auf 092

und setzen w = g — v. Dies 16st (4).

(ii) Umgekehrt sei ) kompakt und (4) l6sbar fiir jedes g € C(Q). Ist dann f € C1(€), so
withlen wir eine Fortsetzung zu einer C}(Q)-Funktion f und setzen v’ = N * f. Nun
16sen wir

Aw =0 auf Q; O,w = 0,0 auf 90
und setzen v = v' — w. Dies 16st (3).
Abstrakte Losung des Dirichletproblems. () sei offen und beschrankt mit glattem Rand.

5.4. Definition. Wir definieren auf C*(Q) eine Sesquilinearform D durch

D(u,v) = / VuVo dx.
Q
D(u,v) heifst Dirichlet-Integral von u.
Physikalisch: D(u,v) ist potentielle Energie des Feldes —Vu.
5.5. Lemma.

(a) uw~ D(u, u)% ist eine Halbnorm auf C*(Q).
(b) D(u,u) =0 <= u konstant auf jeder Komponente.

Beweis. Klar.

5.6. Definition. H'(Q) := Vervollstindigung von C*(Q) bzgl. der Norm

1/2
lull g = (lul22 + D(u,w)) .

5.7. Bemerkung.
(a)  Allgemeiner kann man definieren:
H*(R") = {u e 8" : (1+[¢%)*2a() € L*} mit [lulls = (1 + I€[*)*/%al 2
und
H*(Q) = {u|q :u e H*(R")}.

Da €2 beschrénkt ist und glattem Rand hat, stimmen beide Definitionen {iberein. Allge-
mein ist H*(Q) fiir s € N der Raum aller Funktionen aus L?(f2), deren distributionelle
Ableitungen bis zur Ordnung s in L? sind.

(b)  HY(Q) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(u,v) g1 = /uvdaz—i—D(u, v).
5.8. Satz. Es gibt ein C' > 0 derart, dass

/ WPdo <l we @)
oN
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Beweis. Wir setzen das Einheitsnormalenfeld v von 9 fort zu einem glatten Vektorfeld auf €.
Nach Gauf-Stokes

ul?do = / ul?v,v dor G2 /896‘ ul?v;
/m| [ () DY AR

3 /Q [14(D, @) + [(Da, w)rs| + 210, 1]
1

IN

Setzt man C’ = sup Y (|v;] + [0z, v4]), so folgt

[ wlds < ¢ [ [judnal + fuos,ul + o]
o0 Q
C.S. , 9
<O @Y ull 2 9s,ul 2 + nllull3)
2ab<a®+ 82— < O (S (lula + 19e,ula) + nllul?:)
< @nlluls + D(w,w).

<

5.9. Folgerung. Die Restriktionsabbildung u +— u|pq lésst sich stetig fortsetzen zu einer
Abbildung ~o : H'(Q) — L?(09).

5.10. Bemerkung. Die ‘richtige’ (und nicht viel schwieriger zu beweisende) Version dieses
Satzes ist:

Ist  beschrankt mit glattem Rand, so definiert die Einschrankung auf den Rand eine surjektive
stetige lineare Abbildung

Yo u - ulgg : H(Q) — HY2(0Q), s> 1/2.
Dabei ist H*~1/2(9Q) iiber Karten aus H*(R"™1) definiert.
Diese Abbildung hat eine stetige Rechtsinverse, d.h. es gibt eine stetige lineare Abbildung
K : HY2(0Q) — H*(Q)
mit v K = id.
5.11. Definition. H{ () := Abschluss von C2°(€2) in H(€).

Bemerkung: Klar: Ist u € C2°(Q), so ist u|gn = 0. Also gilt u|sgq = 0 auch fiir u € H}(Q).
Umgekehrt gilt ebenso (hier nicht bewiesen): Aus u € HY(Q) und ulsq = 0 folgt u € HE(Q).

5.12. Ausblick. Wir machen uns nun an die Loésung des Dirichletproblems:
Au=0in Q ulon = g.
Allerdings formulieren wir es um: Wir nehmen an, dass § = g|aq fiir ein ¢ € H'(Q) (dies heifit
bei glattem Rand genau, dass g € H%(GQ)) Statt u|pg = g verlangen wir, dass
u—g € Hy().
Unsere Aufgabe lautet also: Gegeben g € H'(), finde v € H'(Q) mit
Au =01in Q, u—g e Hy Q).
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Im Prinzip werden wir also zeigen: Ist § € H'/2(£2), so existiert ein eindeutiges u € H'(Q2) (au-
tomatisch sogar u € C* im Inneren) mit Au =0, u|spq = g. Mit etwas mehr Funktionalanalysis
kann man zeigen: Der Operator

(A 70) : HHQ) — HHQ) & HY*(Q)
ist ein topologischer Isomorphismus.
5.13. Satz. Essei w € H'(Q). Dann ist w harmonisch genau dann, wenn

D(w,v) =0 fiir alle v € H}().

Insbesondere bilden die harmonischen Funktionen einen abgeschlossenen Unterraum von H'((2).
Beweis. Ist w € C(2) und v € C°(Q), so ist nach Green (4.5(1))

0= /w@,,v do = /wAv + VwViodx
also im Distributionssinn

Aw(v) = w(Av) = —D(v, w).

Ist nun w € HY() und (wi) € C?(Q) eine Folge mit w, — w in HY(R), so folgt zunichst
wy — w in D'(Q) und wegen der Stetigkeit von D : H! x H! — C
(Aw)(v) = w(AD) = limw, (Av) = lim D(wy,,v) = D(w,v).

Also folgt Aw = 0 (im distributionellen Sinn) <= D(w,v) =0 Vv € C§° <= D(w,v) =
0 Yo € HE(Q). Zur letzten Aquivalenz: Fiir jedes v € H} ist w + D(w,v) eine stetige lineare
Abbildung von H'(2) nach C, ihr Kern also abgeschlossen. <

5.14. Poincaré-Ungleichung. Es sei ) ein beschrinktes Gebiet, 1 < p < oo.
(a) Variante 1. Dann existiert eine nur von € abhéngige Konstante C, so dass fiir
[ull Loy < ClIVull Loy fiir alle u € Hy?(9).

Dabei ist Hol’p(Q) der Abschluss von C2°(R2) in der Norm von H'P(R") = {u € LP : Vu €
LP}. Insbesondere ist also H&’Q = H{}.

(b)  Variante 2. Q habe zusétzlich C'-Rand. Dann existiert eine Konstante C' mit der Eigen-
schaft, dass fiir alle w € H"P(Q) = {Ujq : U € H"P(R™)} gilt:

lu = wall e < C|[Vul|Ls

1

der Mittelwert von u tiber Q). Hier ist auch p = oo moéglich.

Dabei ist

Beweis. (a) Fir diesen Beweis langt es sogar, dass € in einer Richtung beschrankt ist.

Es sei z.B. Q C {|z1] < R}. Durch partielle Integration erhalten wir fiir ¢ € C°(9):
Il = [ le@Pide == [ o (p@l)e da

(1) < pR/Ql%w(w)Hw(x)lp_ldxSpRII(?zlw(Jf)IILPII (@) P o

Nun ist p’ = p/(p — 1), also
(r—=1)/p
— —1)-P_ —
P~ L = ([ Tl 550) " <o
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Wir erhalten aus (1)
lellr < pRIOzyplle < PRIV @l| Lo
Da C2°(Q) dicht ist in H&’p(Q), folgt die Behauptung.
(b) ohne Beweis. <

5.15. Folgerung. FEs sei u € HY(Q) und D(u,u) = 0. Dann ist u lokal konstant. Insbesondere
ist w harmonisch.

Beweis. Da u € HY(Q) ist, wissen wir: Vu € L? (Vu Ableitung im distributionellen Sinn), vgl.
5.7. Ist D(u,u) = 0, so ist Vu = 0 in L?. Aus der Poincaré-Ungleichung 5.14(b) folgt, dass u
lokal konstant ist.

<

5.16. Folgerung. H{(Q) mit D(-,-) als Skalarprodukt ist ein Hilbertraum: Die Definitheit von
D folgt aus Lemma 5.15, die Vollstandigkeit aus der Poincaré-Ungleichung 5.15(a).

5.17. Satz. (Dirichlet-Prinzip) Wir betrachten nun reellwertige Funktionen. Es sei ) offen
und beschrinkt mit glattem Rand und g € H'(Q) fest. Folgendes ist édquivalent:

(i) Au=0undu—ge€ H}Q)

(i) D(u,¢) =0 fiir alle ¢ € H(Q) und u — g € H(Q)

(iii) D(u,u) ist minimal unter der Nebenbedingung u — g € H}(S2).

Alle Aufgaben haben eine eindeutige — und zwar dieselbe — Lésung.

Insbesondere ist die Losung des Dirichlet-Problems die Lésung einer Minimierungsaufgabe mit
Nebenbedingung. — Variationsrechnung.

Beweis. (i) < (ii) folgt aus Satz 5.13.

(ii) = (iii). Sind w1 und ug zwei Kandidaten fiir Minima, so folgt wegen u; — g € Hg und
Uy — g € H&, dass u; —ug € H&. Nun ist fiir p € H&

D(u+ p,u+ @) = D(u,u) + 2D (u, ) + D(p, ¢).
Ist D(u, @) =0, so ist D(u,u) offensichtlich minimal.
(iii) = (ii). Analog zu oben ist fiir jedes feste ¢ € H} und —1 <t < 1:
D(u,u) < D(u+ to,u+ tp) = D(u,u) + 2tD(u, ) + t*D(p, ),
d.h. die Funktion hat in ¢ = 0 ein Minimum. Ableiten nach ¢ liefert D(u,¢) = 0.
Zur Losbarkeit: Setze v = u — g € Hi. Dann ist (wegen u = g + v)
D(u,u) = D(v,v) +2D(g,v) + D(g,9)-

und die Aufgabe, D(u,u) unter der Nebenbedingung v — g € Hg zu minimieren, ist (weil D(g, g)
konstant ist) dquivalent dazu

(1) D(v,v) + 2D(g,v) unter der Nebenbedingung v € H} zu minimieren.
Nun ist H}(Q) mit D ein Hilbertraum und v + —D(v, g) wegen | D (v, g)| < D(v,v)/2D(g, g)"/? <

CHU||H6H9HH1 eine stetige Linearform auf H{(Q). Nach dem Satz von Riesz existiert ein w €
H(Q) mit

(2) D(p,w) = —D(p,g) fiir alle ¢ € HI ().
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Damit hat die Minimierungsaufgabe (1) dieselbe Losung wie die Aufgaben, D(v,v) — 2D (v, w)
bzw. D(v,v)—2D(v,w)+ D(w,w) zu minimieren unter allen v € H}. Nun ist der letzte Ausdruck
gleich D(v — w,v — w), und das Minimum wird (genau) fiir v = w angenommen.

Damit hat (iii) die (eindeutige) Losung u = g+w. Wegen (2) ist D(u, ¢) = D(g,¢)+D(w,p) =0
fiir alle ¢ € HJ () ist. Somit hat auch (ii) (und damit (i)) eine Losung.

Die Lésung von (ii) ist ebenfalls eindeutig: Ist @ eine weitere, so ist u—i = (u—g)—(i—g) € H} ()
und D(u—1, @) = 0 fiir alle p € H}(2), somit u = 4. Auch (i) kann keine weitere Lésung haben;
sie wiirde auch (ii) erfiillen. <4

Exkurs: Losbarkeit allgemeinerer Randwertaufgaben mit dem Satz von Lax und
Milgram.

5.18. Satz. Es sei H ein (nicht notwendig) komplexer Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und
B : H x H — C sesquilinear.

(a) Folgende Bedingungen sind dquivalent
(i) B ist stetig
(ii) B ist partiell stetig, d.h. x — B(x,y) ist stetig fiir alle y € H und y — B(x,y) ist
stetig fiir alle x
(ili) Es existiert ein C' > 0 mit |B(z,y) < Cllz| |ly]|.
(b)  Falls B stetig ist, so existiert ein T' € L(H) mit B(z,y) = (Tx,y).
| >

(c)  Existiert zudem ein m > 0 mit |B(x,z)| > m||z||? (in diesem Fall heifit B koerziv), so ist

T invertierbar, und |T~1|| < m.

(d) (Satz von Lax-Milgram) Ist B stetig und koerziv, und ist | : H — C eine stetige
Linearform, so existiert genau ein u € H mit

B(z,u) = l(z) fiir alle x.
Bemerkung. Ist | konjugiert-linear, so erhilt man genau ein u mit B(u,x) = [(x).
Beweis. (a) Klar ist (iii) = (i) = (i1). Wir zeigen (i7) = (¢i7) mit dem Satz von Banach-
Steinhaus.

Zunéchst sei x fest. Dann ist y — B;(y) = B(z,y) stetig mit B;(0) = 0. Daher existiert ein
e(z) > 0 mit |Bg(y)| <1 fiir ||y|| < e(x). Folglich ist wegen der konjugierten Linearitét

|B(x,y)| = |Bx(y)| <e(x)~" fiir [yl <1.

Nun bilden fiir ||y|| < 1 die Abbildungen x — BY(x) = B(x,y) eine Familie von (nach Annahme
stetigen) linearen Abbildungen von H nach C mit

|BY(z)| < e(x)™! fiir alle ||y < 1.
Nach Banach-Steinhaus existiert ein C' mit ||BY|| < C, falls ||y|| < 1. Dies liefert (iii).

(b) Wir fixieren x und betrachten die Abbildung y — B(x,y) (komplexe Konjugation). Sie ist
linear und stetig. Nach dem Satz von Riesz existiert ein w € H mit

B(z,y) = (y,w) bzw. B(z,y) = (w,y).

Wir setzen T'x = w. Dann gilt (T'z,y) = B(z,y). Man sieht leicht, dass dies eine lineare Abbil-
dung T auf H definiert. Ferner ist

[Tz, y)| = |B(z,y)| < Clll[lyl]
und damit ||T|| < C.
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(c) Wegen |B(x,x) > c||x||? ist der in (b) konstruierte Operator injektiv. Er hat auch abgeschlos-
senes Bild: Ist (yx) = (T'zx) eine Folge in Bild T mit y;, — y € H, so ist wegen

(1) cl|z|* = e(w,z) < |B(w,2)| = (Ta,z)| < || Ta|l||=|

die Folge (z}) eine Cauchy-Folge in H. Sie hat also einen Grenzwert z. Auf Grund der Stetigkeit
von T folgt y =Tx € Bild T

Um zu zeigen, dass T surjektiv ist, wéhlen wir y L BildT". Aus (1) folgt sofort y = 0.

(d) Zu [ existiert nach dem Satz von Riesz ein w € H mit I(z) = (x,w) alle x € H. Setze
B(z,y) = B(y,z). Dann erfiillt B die Voraussetzungen von Satz 5.18, induziert somit einen
invertierbaren beschrinkten Operator T': H — H. Insbesondere existiert ein u mit Tu = w.

Also ist dann I(z) = (z,Tu) = (Tu,z) = B(u,z) = B(x,u).

Gibt es ein weiteres Element v’ mit B(z,u’) = l(z), so folgt B(z,u—u') = 0 fiir alle 2 und somit
u=1u <

5.19. Standardannahmen. Im Folgenden sei

(1) Lu= =Y 0, (a90pu) + > b0y u+ clz)u
=1

ij=1
(L in ‘Divergenzform’). Ferner gelte
(i) a¥,b,ce L=, R)
(i) a¥=a’ i,7=1,...,n,dh a=(a¥) is symmetrisch.
(

iii) L ist gleichméfig stark elliptisch mit Elliptizitatskonstante 6, d.h.

n
> algig; > 0lg?, € eR™
ij=1
5.20. Schwache Lésungen. Wir nennen u € H eine schwache Losung, falls fiir alle v € C°(€)
gilt

(1) / Z aijﬁxiuaxjv + Zbiamiuv + c(z)uvdr = / fvdz.
Q Q

ij=1 i=1
Dabei wurde im ersten Term partiell integriert, so dass nur noch Ableitungen erster Ordnung
auf v fallen. Die Randbedingung vou = 0 steckt in der Annahme, dass u € H&(Q) liegt.

Da die Koeffizienten reell sind, ist es sinnvoll, auch nach reellen Lésungen u zu suchen. Wir
konnen daher annehmen, dass v reell ist. Damit stimmt die rechte Seite mit dem Skalarprodukt
(f,v) tiberein.

Beachte. Das obige Integral ist auch dann noch sinnvoll, wenn man annimmt, dass v € H} ()
liegt (approximiere durch C2°(Q)-Funktionen).

5.21. Definition. Wir definieren die Bilinearform B auf H}(Q2) durch

(1) B(u,v) = / Z aijaziuaxjv + Z b0, uv + c(x)uv d.
Q2 i=1

Z7j:]‘

Eine schwache Lésung unserer Randwertaufgabe ist also eine Funktion u € H} () mit B(u,v) =
(u,v) fiir reellwertige u, v.

Wir werden nun versuchen, Abschédtzungen a la Lax-Milgram fiir B zu zeigen, was i.Allg. nicht
ganz gelingen wird.
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5.22. Satz: Energie-Abschitzungen. Fiir geeignete o, 5 > 0 und v > 0 ist
(1) |B(u, v)| < aljul| gpl[v] gz und

(2) BllullZy < Blu,w) +yllulze.
Beweis. Zu (1): Es ist

Bl < Y ||a“||Loo/Wu||wx+Z Hb@'nm/\w o] da

Hiellz [ Julloldz
Q
< allullglloll .
wobei sich « aus den L>°-Normen von a*, b* und ¢ ergibt.

Zu (2): Die Annahme der gleichméfigen Elliptizitat liefert (zunéchst fiir u € C2°(£2) mit Fou-

riertransformation:
n
9/9 |V u|?de < /Q Z a" Oz, u0y; u.

1,j=1
Also ist

9/ |V u|®de < B(u,u) — / Zbiaxiuu—kc(a:)uQ dx
Q Qi1

< Bluu)+ Y ]l / |V ul Jul da + ||c]| o~ / fuf? da.
i Q

Nun wenden wir auf den mittleren Term die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in Verbindung
mit der elementaren Abschéatzung

b= (2)"/? b < 2+ﬁ
ab = (2¢)"/“a 20172 <ea =

an, wobei € so gewahlt sei, dass

e Iz < 0/2.

Es folgt

3 |1V uP < Bl + (- + lello ) e
Verwenden wir
lullfry = 1V ullzs + ullz:,
so erhalten wir (2) mit 5 =6/2 und v = 1/(4e) + ||c| L~ + /2.
Bemerkung. Alternativ kann man hier die Poincaré-Ungleichung 5.14 einsetzen:
ull2 < Cl[ V2.

5.23. Existenzsatz fiir schwache Losungen. Es sei v die in Satz 5.22 bestimmte Konstante.
Dann existiert zu jedem p > v und jedem f € L?(Q) eine eindeutige schwache Lésung u € H{ ()
der Aufgabe

(1) Lu+pu=f
(2) You = 0.
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Beweis. Definiere die Bilinearform B,,(u,v) = B(u,v) 4 p(u, v) mit dem obigen B. Sie entspricht
dem Operator L 4+ pul und erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Lax und Milgram. Ferner
setzen wir I(u) = (u, f). Dann ist [ eine stetige Linearform auf H = H} (), und der Satz von
Lax-Milgram liefert ein eindeutig bestimmtes u € H mit B,,(u,v) = I(v) fiir alle v € H. Dies ist
gerade die Behauptung. <

5.24. Bemerkung. Sind die b; alle Null und ist ¢ > 0 (das ist z.B. das Dirichlet-Problem der
Fall), so konnen wir die Konstante v aus Satz 5.22 als Null wéhlen:

nca:

ij 9 9 Poincaré
B(u,u) :Z a? g ubp udz + [ cudr = 0| Vul” = nllullgg

fiir ein geeignetes n > 0. Damit erhélt man die Losbarkeit auch fiir 4 = 0, also eine schwache
Losung.

Die Greensche Funktion.

5.25. Definition. Die Greensche Funktion G fiir eine offene Teilmenge €2 des R™ ist eine Funktion
G = G(z,y) auf  x Q mit folgenden Eigenschaften (im Folgenden ist N das Newton-Potential):

(a)  G(w,-) — N(z,-) ist stetig auf Q und harmonisch auf €
(b)  G(z,y) =0 falls x € Q und y € 9N.

5.26. Lemma. Fliir ein beschrinktes Gebiet gibt es hichstens eine Greensche Funktion.

Beweis. Fiir jedes feste z € Q ist v(y) = G(x,y) — N(x,y) die Losung des Dirichletproblems
Au = 0,u|pg = —N(z,-). Diese ist eindeutig. <

5.27. Satz. Ist ) beschrinktes Gebiet mit glattem Rand, so existiert eine Greensche Funktion
fiir Q. Fir jedes z € Q gilt G(x,-) € C*(Q\ {z}).

Diesen Satz koénnen wir nicht beweisen'. Die Beweisidee von Green:

0f) sei geerdet, €2 leer. Bringe nun eine ,Probeladung® §, in ). Es stellt sich ein Potential U, ein.
Es 16st (Maxwell)

AU, = 6,in

Uzlso = O(Erdung)
Setze nun G(z,y) = U (y). <
5.28. Lemma. G(z,y) = G(y,z), =,y € .

Beweis. Fixiere x,y. Setze G* = G — N + N¢:
u(z) = G(x,z)
vi(z) = G(y,2)
Dann gilt, weil G — N harmonisch ist,

Au® = AN(z,-) = 0y
Av® = ANS(y,:) = 0y

1Einige Spezialfille s.u.
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Die Greensche Formel liefert

Gla.9) = Glu.) = lim [ Glr.2) AN“(y.2) ~Gl,2) AN“(z2) ds
T T
—6y —8z

= lim G(z,2)0,,N°(y,2) — G*(y,2)0,, N (x, 2) do(z)
o
= 0, da G(z,2) = G(y,2z) =0 fiir z € 00

5.29. Folgerung.

(a)  Man setzt daher oft G fort auf Q x Q durch G(z,y) = 0 fiir x € 9Q oder y € 9.
(b)  G(-,y) — N(-,y) ist stetig auf  und harmonisch in  fiir jedes y € €.

5.30. Satz. Es sei Q) beschrénkt mit glattem Rand, f € L'(().

- / Gle.y) () dy
Q

Av = f in v]gn = 0.

Dann I6st die Funktion

das Dirichlet-Problem

Beweis. Klar: v|gq = 0, da G(z,2) = 0, falls x € 9Q (5.28). Wir denken uns f fortgesetzt durch
0 zu einer Funktion f° € L'(R™). Dann hat f° kompakten Triger.

/Ga;y

existiert fiir jedes x, beachte: G(x,-) € C*°(Q2\ {z}) und G(z,-) hat in = dieselbe Singularitét
wie N in 0. Diese ist integrierbar. Also

o(x) = /Q G, y) f(y) dy = / Vo =) () v + /Q (G(z.y) — Nz — ) [(v) dy

cCc(Q)

Um zu sehen, dass das Integral

= (JO%N)@) + / (Gle.y) - Nz — ) f(y) dy

Nun ist A(fO* N) = fO = f in Q, wihrend das zweite Integral eine harmonische Funktion
definiert:

ist nach 5.28(b) harmonisch. <

5.31. Satz. Es sei Q beschriankt mit glattem Rand, g € C(92). Dann ist durch
v(x) :/ 9(y)0,,G(x,y) do(y) ,,Poisson-Formel
o

eine stetige Funktion v auf ) definiert. Sie hat eine stetige Fortsetzung auf 0f).

Sie 16st das Dirichletproblem Av = 0 in Q,v|pq = g. Die Funktion 0,,G auf € x 0Q heifst
Poisson-Kern.

Beweis. Dass Av = 0 in €2 gilt, ist klar, weil G (-, y) fiir y # 2 harmonisch ist, also auch 9, G(-, ).

Die restliche Aussage beweisen wir nicht. <
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Das Dirichletproblem im Halbraum ]Rfrl.

5.32. Notation. Wir schreiben
R = {(x,t):2 € R",t> 0}
A = A +0F

Wir bestimmen die Greensche Funktion.

Physikalische Intuition: Man bringt eine Ladung in (z,t) an, eine entgegengesetzte in (z, —t).
Das induzierte Potential ist dann Null auf OR"* = {(z,t) : t = 0}

5.33. Satz. Die Greensche Funktion des Halbraums R+ ist gegeben durch
G(ZU,t;y,S) = N(‘T—yvt_ S) —N(.’E—y,—t—S)
(Nicht eindeutig, s.u.).

Bewets. Es gilt:

(i) G(x,t;y,8) = N(z —y,t —s) = —N(z — y, —t — s) ist harmonisch auf R/,

(i) G(z,t;y,0) = N(x —y,t) — N(x —y,—t) =0

Daher ist G eine Greensche Funktion. <
5.34. Bemerkung. Nicht eindeutig: Auch G + cs erfiillt (i) und (ii)

5.35. Satz. Essei f € L“(R?fl) mit kompaktem Tréger (gilt allgemeiner).

Dann hat das Dirichletproblem
Agu+ 0%u = f auf R"H u(z,0) =0

die Losung

)= [ [ Gt T s) s

Beweis. Wegen G € L] . existiert das Integral fiir jedes z,t. Ferner ist (weil N(z —y, —t — s)
harmonisch auf R ist)

Au(z,t) = A/OOO/N(x—y,t—s)f(y,s)dde
AN« f)=f

Fiir t = 0 ist G(«x,0;y,t) = 0, daher ist v = 0 auf dem Rand. <
5.36. Vorbereitung der Losung des dualen Dirichletproblems. Satz 5.31 suggeriert die
Losung des dualen Dirichletproblems
Agu(x,t) =0 u(z,0) =g
durch
u(z,t) = /g(y)ayy,sG(-%‘,t; y,0) dy
anzusetzen. Wir berechnen also 9,G. Weil Normalenrichtung —0; ist, ist der Poissonkern

0
_%(
1 2t

= = P —
wni1 (|lz — y[2 + £2)(n+D/2 t(z —y)

0
_7G(x7 t;x, y)‘SZO

95 N(z—y,t—s) = N(x—y,—t—5))[s=0
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1 2t

. . +1 N
(Poissonkern fiir RY™) Pi(z) = onr1 (2P T )72

(1) Pi(z) =t"P(t7'x),t >0 (klar)
(2) / Pi(z)dz =1
Die zweite Identitat haben wir bereits in 4.19 bewiesen.

5.37. Satz. Essei g € L,(R") fiir ein p € [1,00]. Dann ist

g u(e.t) = [ o) Pile ) dy =g Pia)
eine harmonische Funktion auf R"*1.

a) Ist g stetig und beschrankt, so ist u stetig auf R fortsetzbar und u z,0) = g(z).
+
(b) Ist g € L,(R™) fiir ein p < oo, so gilt u(-,t) — g in L, fiir t — 0.

Daher I6st u das duale Dirichletproblem. Die Lésung ist nie eindeutig.

Beweis. Es ist P, € L'NL®>, folglich P; € L, fiir alle ¢ € [1, 00]. Nach der Youngschen Ungleichung
ist das Integral (1) absolut konvergent fiir alle (¢, z), ¢ > 0. Dasselbe gilt fiir die Ableitungen A, P,
bzw. 8t2Pt.

Fir (z,t) # (y,s) ist (z,t) — G(z,t;y,s) harmonisch, daher ist fiir jedes t > 0 die Abbildung
(x,t) — Pi(z) = —0sG(x,t;y,0) harmonisch.

Es folgt Ay ju(z,t) = Ay (9% Py) = g * (Ag+P;) = 0. Ferner ist nach 5.36(1)
—n T —
wra) = [t e (5 ay

(2) = /g(x —tz)Pi(z)dz

Ist g stetig und beschrankt, so folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz die stetige

Fortsetzbarkeit von u auf R, Ferner sieht man aus (2) sofort, dass

u(t,x) — g(z) fur t — 0.

Fiir g € L, gilt nach 5.36(2) mit der Minkowski-Ungleichung fiir Integrale (|| [ f(z,y)dy|| . <
L1l dy)

o) gy, = | [l - gopri)a:

Ly
Minkowski
< gt =) = gOllg i)

Da [|g(- — tz) — g()|[z» —> 0 fiir ¢ — 0 (stetig im p-ten Mittel, p < oo) und durch 2|/g||z»
abschétzbar ist, liefert der Satz von der dominierten Konvergenz, dass die rechte Seite fiir t — 0
gegen 0 konvergiert.

Zum Schlusssatz: Ist u eine Losung, so auch v(z,t) := u(x,t) + ct,c € C. <

Es gilt jedoch folgender Satz (ohne Beweis)



50

5.38. Satz. Es sei g stetig auf R™ und verschwinde im Unendlichen (g(x) — 0,|z| — o).
Dann ist auch die Funktion u, definiert durch u(x,t) = (g * P;)(x) stetig und verschwindet im
Unendlichen.

Ferner ist u die einzige Lésung des dualen Dirichletproblems mit dieser Eigenschaft.

5.39. Folgerung. Fiir s > 0 ist u(t,z) = Psy(x) stetig auf RTFI und verschwindet im Un-
endlichen. Ferner ist u harmonisch und u(x,0) = Ps(z). Daher I6st u das duale Dirichletproblem
mit g(z) = Ps(x). Wegen des Eindeutigkeitssatzes 5.38 folgt, dass

Ps*Pt :Ps+t-

Die Funktionen P; : t > 0 bilden also eine Halbgruppe bzgl. der Faltung, die sogenannte Poisson-
Halbgruppe. Dies ist sogar eine Kontraktionshalbgruppe, da nach Young gilt

lg = Pellpy < llgllpllPells = llgllp-
Nach 5.37 ist sie stark stetig auf L, fiir 1 < p < oo.

Das Dirichletproblem fiir die Einheitskugel.
5.40. Ausblick. Wir l6sen das Dirichletproblem fiir die Einheitskugel
B = B(0,1) mit 0B = S(0,1) =: S

Die Resultate iibertragen sich durch Schiebung und Streckung auf beliebige Kugeln in R™.

Idee zur Bestimmung der Greenschen Funktion: Die Einheitsladung in « wird neutralisiert durch
eine (skalierte) Ladung im ,Spiegelpunkt® z/|x|?. Dazu
5.41. Lemma. Es seien z,y € R™, x # 0, |y| = 1. Dann ist

|z —y| = |lz| 2 — |2ly| .

. ly|=1 2
Beweis. |z — yl? = [of? = 2(z,5) + 1 "= ay2 - 2 (&, lely) + || = | — loly| - <

5.42. Satz. (n > 3). Die (eindeutig bestimmte) Greensche Funktion fiir B ist gegeben durch

1) Gla.9) = M) = N (5~ loly)

S S S N

) (2_mWnb P = [ tel ]
(3) = N(z —y) — |z[* "N (L;Z - y> , falls x # 0
(4) G(0,y) = = n)on [ly[>™ — 1]

Beachte: Fiir jedes = ist G(z,:) € C®(B \ {z}): Fir « # 0 folgte aus ﬁ — |z|ly = 0 der
Widerspruch, dass y = x/|z|? ¢ B. Fiir z = 0 ist die Glattheit klar.

Beuweis. (3) zeigt, dass G(x,-) — N(z,-) fiir # # 0 harmonisch auf R™\ {z/|x|?} ist, insbesondere
also harmonisch auf B und stetig auf B. Fiir z = 0 sicht man aus (4), dass y — G(0,3) — N(0,y)
harmonisch in B und stetig auf B ist.

Fiir |y| = 1 folgt aus (1) mit Lemma 5.41, dass G(z,y) = 0 ist.

Aus (2) folgt, dass (4) die stetige Fortsetzung von (3) nach z = 0 ist. Hier ist G(0,-) — N(0,-)

*m sogar konstant.

Al
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Ebenso erhalt man
5.43. Satz. Fiir n = 2 ist die Greensche Funktion

1 oyl — x
m@w—{?“g” yl—log|g —lzly|  w#0
ﬂlog|y| z=0

Wieder: G(z,-) € C*(B \ {z}).
5.44. Bemerkung. Die Kugel B(0, p) ist die Greensche Funktion

_ x Yy
G,(z,y) = p* "G (,) .
’ p’p
Beweis. Fir n > 2 ist

2—n
n>2 o_n r vy r—vY n—
Gp(x,y) = N(z,y) "= p? <G (p, p) - ’(2 — n’)w p 2)

= 2 (G <‘T’ y> _N (x} y)) harmonisch;
plp pp

fir n = 2 ist

Ty 1
Goly,z) — N(z,y) = <p7p> —gln]x—y]
1 _
= <x7 y> — —In|Z y' — — In p harmonisch.
p p 27 P 27
- Ja — N et Y| — . z Y\ —
Ferner: Ist |y| = p, so ist ‘p‘ =1, also G <p, p) =0. 4

5.45. Der Poissonkern. Fiirz € Bund y € S setzen wir P(z,y) = 0,,G(x,y) = (y, V,G(z,y)).
Dann gilt fiir n > 2

1 |y, @—y) [l (ﬁ - !l’\y>> wi=1 1 |22

Pl = = | e sl | el
" ’m—my "
5.46. Bemerkung. Fiir beliebigen Radius p ist
Y .y
Py(xz,y) = (0,,G,)(z,y) ==V [G(,)]
p(7,y) (O, Gp)(2,y) oV > p
Yy 27n1 Ty 1-n ry
= =p7 "= (VG <,>=p yVyG ()
) p( ey > (WVyG) >
= pl_”P<x,y>
p’p
— pl—n 1_p_2|$|2

Wp~ "o — y[?
1 p* —|zf?
pwnlz —y™

5.47. Satz. Es sei f € L*(S). Setze

zmﬂ—APWwvadw7 veB
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(Poissonsche Integralformel)

Dann ist u harmonisch auf B. Ist f stetig, so hat u eine stetige Fortsetzung auf B mit u|s = f.
Ist f € LP(S),p € [1,00), so gilt u, — f in LP(S) fiir r — 1. Dabei ist

up(x) =u(re), x€S.

Beweis. Fiir jedes x € B ist P(x,y) beschrankt auf S, daher existiert das Integral. Ferner ist P
harmonisch in x (da G harmonisch ist), also auch u. Nun zwei Beobachtungen

(1) JsP(z,y)do(y) =1,  =x€ B;

(2) Fiir jedes yp € S und jede Umgebung V von yg in S gilt
lim P(ryo,y) do(y) = 0.
r—1 S\V

(2) sieht man leicht: |ryp — y|™™ ist gleichméafkig beschrankt fiir 0 < r < 1 und y € S\ V, ferner
gilt 1 — |ryl2=1—-1r%2 —0

(1) Weil x — P(x,y) fir y € S harmonisch ist, folgt aus der MWE fiir beliebiges y € S, r > 0:
5.45 ! !
1 0, P0) = [ Pl doty).
Nun ist P(ry’,y) = P(ry,y’) (weil |ry’ —y| = |ry —¢/| fiir y,y’ € ), und es folgt (1) fiir z = ry.

Ist f stetig, so auch gleichméRig stetig, da S kompakt ist. Zu e > 0 wihle § > 0 mit | f(z)—f(y)| <
e falls |z —y| < 0. Setze V, = {y € S : |z —y| < §}. Dann gilt fir x € S und r < 1

@) —u(ra)] & /ﬂ (f(z) - F()P(r, ) do(y)

—~
~

IA

[ Prag) o) + 21 /S | P o)

Nach (1) ist der erste Summand rechts < e, der zweite geht gegen Null wegen (2), falls r — 1.
Es folgt, dass

llur — fllsup — O fiir r — 1.
Dies wiederum erzwingt die Stetigkeit von u auf B und u|g = f.

Ist f € LP(S), so wihle zu € > 0 ein g € C(S) mit ||g — f||, < §. Setze

v(z) = /P(x,y)g(y) do(y).

Dann gilt
If— UTHp <I|f- g”p +lg — UTHP + [Jvr — ur“p'

£

Der erste Term ist < % Fir r nahe an 1 ist auch der zweite < 5, s.0. Der dritte Term ist von

der Form ||T'(f — g)||p, wobei der lineare Operator
T Ly(s) — Ly(S)
definiert ist durch
Tu(a) = [ Plro.yuty) dy

Man kann relativ leicht zeigen, dass || T|| < 1 ist (Lemma von Schur). Dies liefert die Behauptung.
<
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5.48. Lemma. Es sei X ein Mafraum und k = k(z,y) : X — C messbar und
/ |k(z,y)|dx < C fiir alle y und / |k(z,y)| dy < C fiir alle x
X b's

Dann wird durch
Kf(a) = [ ke ) dy

FEin stetiger linearer Operator K : LP(X) — LP(X) mit Norm || K || < C definiert.

Beweis. Es sei ¢ der konjugierte Exponent, d.h. 1/p 4+ 1/¢ = 1. Dann gilt
K@l < [ kil

Halder / )1/q< / >1/p
< (/X kepay) ([ kP

. 1/p
< oV ( /. rk<x,y>|rf<y>rpdy)
Wir schliefsen, dass

s, < o[ ([ weolrora)e)”
Fugl[1i cl/a </X|k(3«",y)|d:v>1/p (/X|f(y)|pdy> 1/p

< CYICYP|f||p.



