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4. DER LAPLACE-OPERATOR

In diesem Kapitel sei n > 2. Wieso spielt der Laplace-Operator in der Natur so eine wichtige
Rolle?

4.1. Satz. Es sei L ein linearer partieller Differentialoperator auf R™. Dann gilt: L kommutiert
genau dann mit allen Translationen und Rotationen, wenn L ein Polynom in A ist, d.h. L. =

>t a;jA,a; € C.

Beweis. Leicht zu sehen: Ein Differentialoperator L. kommutiert mit allen Translationen genau
dann, wenn er konstante Koeffizienten hat. In diesem Falle gilt fiir das Symbol [ von L

(Lu)(€) = [(©)i(€), ues.
Da die Fouriertransformation mit Rotationen kommutiert, folgt

L vertauscht mit Rotationen
= (§)u(RE) = F(LRu)(§) = RFLu(§) = I(RE)u(RE)
<= I(R¢) =1(¢) fir alle R € O(n), d.h. [ ist radial.

Ist also L = Y a;AJ, so ist [ radial mit konstanten Koeffizienten. L vertauscht dann mit Trans-
lationen und Rotationen.

Hat L umgekehrt diese Eigenschaft, so ist [ radial. Damit ist auch jede homogene Komponente
lj = Z|a\=j ao&” von [ radial. Damit héngt jedes I; nur von [£| ab. Da [; homogen vom Grad j
ist, ist also [;(€) = a;|¢]’. Da andererseits [ ein Polynom ist, ist a; = 0 fiir ungerades j. Damit
ist 1(€) = > ag;|€[% und L = 3" anj A, <

4.2. Laplace-Operator auf radialem Feld. Es sei f eine radiale Funktion, d.h. f(z) = ¢(r)
fir x € R",r = |z| mit einer Funktion ¢ auf R;. Dann gilt: A f héngt nur von r ab, und

(Af) (@) = ¢"(r) + ¢'(r)

n—1

. or T
Beweis. Es ist — = =L also
.’Ej T

n

Af(z) = Z@gjap(r) = Z&c]- <<P/(7’)%>
j=1 J=1

n x2 1 x2
= > (@”(7“)75 +¢/(r) -~ @’(ﬂé)
=1

= ) gl — )

4.3. Definition. Eine Distribution u € D'(Q) heikt harmonisch auf Q, falls Au = 0.
4.4. Lemma. Ist f = f(x) = ¢(r) radial und harmonisch auf R" \ {0}, so ist ¢ von der Form

{a+br2_” n # 2

wlr) = a+blnr n=2

mit a,b € C. Umgekehrt ist jedes solches ¢ harmonisch auf R™ \ {0}.



31

Beweis. Nach 4.2 heifst Af =0, dass

¢'(r) _1-n

plr)y
bzw.

N 1—n

(In')'(r) =
r
Es folgt
Ing'(r) =(1—n)lnr+1Inc

also

o' (r) = crt™m,
Integration liefert Behauptung. <

4.5. Die Greenschen Formeln. 2 sei beschrinktes Gebiet in R" mit glattem Rand, u,v €
C?(Q). Ferner sei v der Einheitsnormalenvektor nach aulen auf 92 =: S; do sei das Oberflichen-
mafl auf S. Dann gilt

(1) / vO,udo = / vAu + VoVudz
S Q
(2) /(v&,u —ud,v)do = / vAu — uAv dz.
S Q

Beweis. (1) Wende Gauf-Stokes an auf das Vektorfeld vVu. Beachte
(vVu,v) =vdyu, divoVu = (Vov, Vu) + vAu.
(2) folgt aus (1). Rollen von w und v vertauschen, subtrahieren.

4.6. Folgerung. Ist u € C%(Q) harmonisch auf (2, so ist

/ O,udo = 0.
S

(Wéhle in 4.5(1) v=1).
4.7. Definition.
S(x,r) ={y e R": [y — x| =r}

Wn = VOIn—l(‘S(O: 1)) =

Die Gamma-Funktion lésst sich hier berechnen aus I'(3) = /7, I'(1) = 1,T(s + 1) = sI'(s).

4.8. Satz. Mittelwerteigenschaft auf Sphiren. Es sei u harmonisch auf Q,x € Q und r > 0
so, dass B(x,r) C Q. Dann gilt:

1 1
u() = —— /S ot = o /S oy M) do)

—1
r—tw, Wn,

Beweis. Die zweite Identitat folgt aus der ersten durch y — x + ry. Also ist nur die erste zu
beweisen. Durch Komposition mit Translation konnen wir x = 0 annehmen. Wir wenden nun

4.5(2) an mit
2=n n>2
o) =417
In |y| n=2
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und = B(0,r) \ B(0,¢) fiir 0 < ¢ < r. Nach Lemma 4.4 ist v harmonisch auf R™ \ {0}. Ferner
ist auf B(0,r)

(@—n) =z 2y = @2—n)r",  n>2
dv = (Vu, =)= 2 2
Y ' |z (rLTy n=2.
EIENE !

Auf B(0,¢€) zeigt v nach 0 hin, daher ist dort

av_{—(Z—n)al_” n>2

—e1 n=2.

Die zweite Greensche Formel (Gleichung 4.5(2)) liefert fiir n > 2:

0 = / vO,u — ud,vdo — / vO,u — ud,v do
5(0,) 5(0,e)

= p2n / dyudo + &2 " / o, udo
5(0,r) S(0.e)

—(2— n)rln/ udo + (2 — n)aln/ udo.
S(0,r) S(0,e)

(fiir n = 2 analog).

Die beiden ersten Terme fallen nach 4.6 weg (u harmonisch). Es folgt

1 1
— / udo = — / udo.
Wi JS(0,r) €7 "Wn JS(0,)

Weil u eine stetige Funktion ist, konvergiert die rechte Seite fiir ¢ — 0 gegen u(0). Dies liefert
die Behauptung. <

4.9. Folgerung. Mittelwerteigenschaft auf Kugeln. Mit obigen Bezeichnungen ist

n n

u(z) = e /B o) u(y) dy = o /B o u(z + ry) dy.

Beweis. Multipliziere beide Seiten der Gleichung

1
u() = — /S o Mt oty

Wn

mit p" ! dp, integriere von 0 bis 1. <

4.10. Satz. Es sei u stetig auf der offenen Menge ), und fiir alle Kugeln B(x,r) C Q gelte die
Mittelwerteigenschaft
1
u(zr) = — u(z + ry) do(y).
Wn J5(0,1)

Dann ist v € C° und harmonisch.

Beweis. Wihle ¢ € C°(B(0,1)) mit [ ¢ =1 und ¢(z) = ¥(|z|) fir ein ¢ € C°(R). Fiir e > 0
setze - (x) = e "p(x/e) und

Q. ={ze€Q:B(zx,e) CQ}.
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Ist x € Q, so hat die Funktion y — ¢.(z — y) Tréger in Q, und

weoes) = [ uw—yp(Y)<
= [ e dy
B(0,1)

— //01 u(z — rey)Y(r) v do(y)dr
MEE - oz /¢ rtdr

= u() /0 /S oy S dotyar

= u(z) /B(O ) e(y)dy

= u(x).
Nun ist u * p. € C®(€), also u € C*(€).). Da ¢ beliebig war, ist u € C*(12).
Wieso harmonisch? Es sei z € .. Dann ist der Mittelwert von u auf S(x,r) unabhéngig von r
flir 0 < r < e. Also folgt

d
0 = — u(z + ry) do(y
o RCRRLLC)

— / (Vu(z +ry),y) do(y)
S(0,1)

= T‘ln/ Oyu(z) do(z)
S(z,r)

Green, 4.5(1) = T‘ln/ Au(z)dz.
B(z,r)

mit v =1

Daraus folgt Au = 0. <
4.11. Folgerung. Ist u(€ C?) harmonisch auf (2, so ist u € C*°().

4.12. Folgerung. Ist u; eine Folge harmonischer Funktionen auf ), die auf jeder kompakten
Teilmenge von ) gleichmafig gegen eine Funktion u konvergiert, so ist u harmonisch: Da jedes
Folgenglied die MWE hat, hat sie auch u.

4.13. Satz. (Maximumsprinzip) 2 sei offen und zusammenhéngend in R™. Ist u harmonisch
und reellwertig auf Q und sup,cqu(r) = A < 00, so ist entweder u(xz) < A fiir alle v € Q oder
u(x) = A.

Beweis. Die Menge Q4 = {z € Q : u(x) = A} ist (relativ) abgeschlossen in . Ist zy € Q4,
so folgt aus der MWE, dass auf jeder Kugel B(zg,r), deren Abschluss in Q liegt, u(y) = A ist
(sonst wére der Mittelwert < A). Also ist die Menge Q4 auch offen in 2. Damit ist entweder
Q4 = oder Q = 0. <

4.14. Folgerung. Ist zusitzlich u stetig auf Q und nimmt u sein Maximum auf Q an (z.B.
wenn 2 kompakt ist), so wird es am Rand erreicht.

Beweis. Wird das Maximum an einem inneren Punkt angenommen, so ist nach 4.13 v = A.
Damit wird A auch am Rand erreicht. <
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4.15. Bemerkung. Aussage 4.14 gilt auch fiir |u| bei komplexwertigem wu.

[Hat nédmlich fiir ein komplexwertiges harmonisches u die Funktion |u] in 2o € € ein lokales
Maximum, so existiert ein ¢ € C mit |¢] = 1 und |u(zg)| = cu(zg). Wir betrachten dann
v(xz) = Recu(x). Dies ist eine reellwertige harmonische Funktion, die in z( ein lokales Maximum
annimmt. Damit ist sie (und dann auch |u|) lokal konstant.|

4.16. Identititssatz. Es sei 2 kompakt; die Funktionen ui,us seien harmonisch auf Q und

stetig auf Q. Gilt uy(x) = ua(x) auf 9Q, so ist u; = ug auf €.

Beweis. Betraghte Realteil und Imaginérteil von u; — us und ug — ug. Beide sind harmonisch auf
Q, stetig auf €. Sie nehmen ihr Maximum auf 92 an. Dort sind beide gleich Null, also sind sie
iiberall gleich Null. S

4.17. Bemerkung. Maximumsprinzip gilt fiir grofsere Klassen von partiellen Differentialglei-
chungen, z.B. fiir Operatoren der Form L = ij a;,050, + Zj b;0; mit stetigen aj; und b;,
sofern die Matrix (a;j) positiv definit ist.

4.18. Satz. (Liouville) Ist u harmonisch und beschrinkt auf R™, so ist u konstant.

Beweis. Fiir jedes x € R" und R > |z| gilt nach 4.9:

/ u(y) dy — / u(y) dy
B(z,R) B(0,R)

n
< RnwnHUHsup/Ddya

wobei D die symmetrische Differenz von B(x, R) und B(0, R) ist. Nun ist D in {y : R — |z| <
ly| < R+ |z|} enthalten. Daher ist

n

u(e) ~u(0)] =

”Hn/ d
(] Y
Rnwn P R—|z|<|y|<R+|z|

R+|z|
n _
= o ‘uHsup/ r"Ldr

u(z) —u(0)] <

R—|z|
R n_(R— n
il BV R
weil sich im Zahler die R"-Potenzen wegheben. Also: u(z) = u(0). <

4.19. Satz. Folgende Funktion ist eine Fundamentallésung von A auf R"™.
In|z|
27
‘$|27n
(2 —n)wy

n =2

N(z) =

n > 2.
N heiflit Newton-Potential.

Zum Beweis benétigen wir folgenden Satz:

4.20. Satz. Esseien T; € D'(2),j € N, und es existiere fiir jedes ¢ € C°(Q2) der Grenzwert
lim Tjp =:Typ € C.
j—o0

Dann ist T € D'(Q) und
(1) D*T; — DT € D'(Q).
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Beweis. Rudin, Functional Analysis, Thm. 6.17: Fiir jedes kompakte K C € ist
T: DK — C
stetig nach Banach-Steinhaus (Dg ist vollstdndiger metrischer Raum). Damit ist 7' : D — C

stetig. Dann folgt (1) sofort. <4

Beweis von 4.19: Wir betrachten den Fall n > 2, der Beweis fiir n = 2 ist analog. Setze

2-n)
(Jzf* +¢%) =
No(z) =2 *Tc) *
() (2 —n)wy
Dann gilt
(1) N:(xz) — N(z) fur ¢ — 0 fiir jedes feste z;
9 _
(2) [N-(2)] < IN(@)] € Ligo(R"), da = 5> on,

Nach 4.20 konvergiert also N. — N in D'(R™) (dominierte Konvergenz!). Da folglich auch
AN, — AN konvergiert, langt es zu zeigen, dass

AN:(p) — () = »(0).

Dazu rechnet man nach, dass

AN, = 352(|x|2 +52)_(”+2)/2 = (e )
wobei (z) = ANl(x):wi(|x|2+1)—<n+2>/2.
[Dazu:
Ouy (2 + A2 = L2 = m)(|af + <27 2
2,() = @=n)(=3) (af +eH) 2/ 202 ¢
(2 —n)(|zf? +£2) /2
Damit ist
ALY = —@—m)n(al? +e3) 7T e + (2 - n)n(jz? +2) 7% (|22 +€2)
= (2-n)n(af +2) 7 <
]
Damit ist
(3) (AN)(p) = / AN, (2)p(x) da
= /6_"w(5_1x)g0(x)dm
- / (o) plex) d



36

Nun ist mit Polarkoordinaten

/¢(x) dx = n/OOO(TQ—i-l)_Tr"_l dr

2 1
_ r 2rdr n n—2
<m1ts=r2+1undds:(r2+1)2also> = 2/032 ds=1

Fertig! <

4.21. Folgerung. A ist hypoelliptisch nach 3.41 (Erinnerung: u € D', Au € C®(Q) = u €
C>(Q)). Insbesondere ist jede distributionelle Losung von Au = 0 automatisch eine C°°-
Funktion.

4.22. Satz. (Lésung der inhomogenen Laplace-Gleichung) Es sei f € L'(R™) und
/\f(y) log |y|| dy < oo, fallsn = 2.

Dann ist f « N definiert als lokal integrierbare Funktion und A(f « N) = f.

Beweis. (nur n > 2). Es sei y, die charakteristische Funktion von B(0,r). Dann ist x,.N € L!(R")

und (1 — x,)N € L®(R") (Sogar x,N € LP fiir p < -5 und (1 — x,)N € LP fiir p > -15).
Nach Young:
f*(x-N)e L' und f*(1—x,)N € L™,

Damit ist f * N definiert. Ferner gilt x,.f — f in L' fiir r — oo. Also nach Young

(xrf)* (x1N) — fxx1N in L

(xrf)* (1 =x1)N) — f=*(1—x1)N in L.
Insbesondere
x-f — finD'(R")
(xrf)* N — fxNinD'(R").

Da x,f kompakten Triger hat, stimmt die Faltung y,f * N mit der distributionellen Faltung
iiberein, und nach 4.20 folgt

A(f*«N)=lmA(x,f * N) =lim(x,f xd) =limx, f = f.

4.23. Definition. Im Folgenden schreiben wir hdufig: N(z,y) = N(z — y).

4.24. Satz. (Darstellung durch Randintegral) 2 sei beschrinktes Gebiet mit C'-Rand. Ist
u € C1(Q) und harmonisch in 2, so gilt fiir x €

0 uw) = [ a0, Nlz.) = du(n)N .y doty)

Beweis. Es sei Ne(z,y) = N:(z —y) wie im Beweis von 4.19. Da Au = 0 ist, liefert die Greensche
Formel fiir z €

@) | AN g dy = [ w0, Nela) = D) N 9) o)

Fiir e — 0 konvergiert die rechte Seite gegen die rechte Seite von (1) (beachte: N(z,y) hat
keine Singularitit, da z € Q,y € 9, und 0;; N-(x,y) — O, N(x,y) punktweise, + dominierte
Konvergenz).

Andererseits ist die linke Seite von (2) gerade (u* AN, )(z), weil AyN(z —y) = Ay N(z —y).
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Behauptung: (u+ AyN;)(z) — u(x).

Dazu: Wie im Beweis von 4.19(3)
(WA N@) = [ ANe - gulw)dy
= /8%(61(% —uly)dy w=e"(x—y)
= v —cwyaw ST

Yy=1x—cw

4.25. Bemerkung. Man koénnte den Eindruck gewinnen, es sei moglich, die Aufgabe

(1) Au =0 auf O ulpgo = f dyulo =g
zu l6sen, indem man
(2) u(z) = ; fW)0y,N(z,y) — g(y)N(z,y) do(y)

Q

setzt. Dies geht jedoch nicht: Wir wissen, dass u bereits durch Au = 0in , u|gq = f bestimmt ist
(Identitatssatz), Also kann eine Losung zu (1) nur dann existieren, wenn g die Normalableitung
dieser Funktion ist. Formel (2) liefert offensichtlich eine harmonische Funktion (da fiir z € R,y €
00 die Funktion N(x,y) harmonisch ist); das Randverhalten stimmt jedoch im Allgemeinen
nicht.

Zwei Regularitatsresultate ohne Beweis:

4.26. Satz.

(a) Ist f analytisch auf Q und wu distributionelle Losung von Lu = f, so ist u analytisch.
Insbesondere sind harmonische Funktionen sogar analytisch.

(b) Ist f € CH(Q),k € No,0 < a < 1 und ist u distributionelle Losung von Au = f, so ist
u € Cht2e,



