16

3. DISTRIBUTIONEN, FOURIERTRANSFORMATION, FUNDAMENTALLOSUNG

3.1. Der Schwartz-Raum. S(R") ist der Vektorraum aller f € C>°(R",C), fiir die gilt:

(1)

Vo, B € NB3CopVa € R™ : |22 D2 f(x)| < Cugp;

S(R™) heift auch der Raum der schnell fallenden Funktionen, da aus (1) folgt (und dazu dqui-
valent ist), dass

(2)

V3 € Nf VN € N3Csy > 0Vz € R™ : |DE f(x)| < Can(1 + |z) ™

Eigenschaften:

(a)
(b)
()
(d)

(e)

(f)

feSMR) = DA f € S(R™) fiir alle o, 3 € Ny

f,9€ S(R") = fg e S(R").

feSR") = fe LP(R") fiir 1 <p < 0.

S(R™) ist ein vollstdndiger metrischer Raum. Die Metrik wird durch die abzdhlbare Folge
von Halbnormen (= beste Konstanten) aus (1) oder (2) definiert.

Eine Folge (fn)nen konvergiert in S gegen f, falls

lim [|2°D2(fn — f)lloo =0 fiir alle a, 3 € NE.
n—oo

Eine lineare Abbildung 7" : S(R") — S(R™) ist genau dann stetig, falls es zu jeder Wahl
von «a, # € Njj endlich viele Multi-Indizes a1, ..., ak, 51,..., 08k € Nj und ein C' > 0 gibt
mit

o ks B,
1z D (T f) oo < C max ||z 7D floo

Beweis.

(a)
(b)
()

Leibniz-Regel

Leibniz-Regel

Genau dann ist [p, (1 + |z[)™“dz < oo, wenn L > n. Zu 1 < p < oo wihle N € N mit
pN > n. Nach (2) gibt es ein C > 0, so dass |f(z)| < C(1 + |z|)~N. Also ist

5= [ I de<cr [ @ele) i < o

n

Funktionalanalysis. Zu einem Punkte trennenden System von abzéhlbar vielen Halbnormen
|| - ||; definiert man eine Metrik d durch

IS = gllj
g—j_ W Il
Z L+ f =gl

Eine Folge konvergiert in der obigen Metrik, falls sie in jeder Halbnorm konvergiert.

Eine lineare Abbildung 7" : Vi — V5 zwischen zwei metrischen Rdumen mit Metrik von
obigem Typ ist genau dann stetig, wenn jede Halbnorm |Tv|; von Tv in V5 durch ein
(konstantes) Vielfaches von endlich vielen der Halbnormen von v in V; abgeschétzt werden
kann. <

3.2. C° und Distributionen.

(a)

Es sei Q C R"™ offen. C°(Q2) ist der Vektorraum aller Funktionen f € C*>°(2,C), deren
Tréager eine kompakte Teilmenge von 2 ist. Dabei ist der Trdger von f die Menge

supp f ={x € Q: f(z) #0} C Q.
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Statt C2°(€2) schreibt man auch D(€2). Man konnte auf C°(€2) die Metrik einfiihren,
die durch Konvergenz in allen Ableitungen entsteht. Dann ist jedoch der Tréger der
Grenzfunktion nicht notwendig kompakt. Man versieht daher C2°(£2) mit der indukti-
ven Topologie, die dadurch entsteht, dass man den (induktiven) Limes iiber die Rdume
CR() = {u € C(2) : suppu C K} bildet, wobei K alle kompakten Teilmengen von
2 durchlduft. Dabei tragt C(£2) die Topologie der gleichméfigen Konvergenz in allen
Ableitungen. Details zur Topologie von C2° finden sich z.B. bei Rudin [6, Chapter 6]. Es
gilt:

Eine Folge (¢)nen in C2°(Q2) ist konvergent gegen ¢ € C2°(12), falls ein kompaktes

K C Q existiert mit supp ¢,, C K fiir alle n und ¢,, = ¢ in allen Ableitungen.
D'(Q) ist der Raum aller stetigen linearen Abbildungen von D(Q) = C2°(€2) nach C. Dabei
folgt aus der Definition der induktiven Topologie, dass T': D(§2) — C genau dann stetig
ist, wenn

on — @ in D(Q) = T, — Ty in C.

Statt Ty schreibt man oft (T, ¢). Die Elemente von D’(Q) nennt man Distributionen.

Eine temperierte Distribution ist eine stetige lineare Abbildung 7' : S(R") — C. Wir
schreiben 7' € §'(R™). Beachte: 2 = R".

3.3. Einfache Eigenschaften. Es seien 2,1, Qs offen in R™.

(a)

D'(Q) ist ein Vektorraum. In natiirlicher Weise ist
D(Ql) Q D(Qg), falls Ql g QQ
also D'(2) D D'(Q9), falls Q1 C Q.

Konvergiert eine Folge in D(R™), so auch in S(R™). Ist also T" stetig auf S(R™), so auch
auf D(R"™). Es folgt

S'(R") C D'(RY),
d.h. jede temperierte Distribution ist eine Distribution.
Nach Definition der Topologie ist T' : D(2) — C genau dann stetig, wenn es zu jeder
kompakten Teilmenge K von 2 ein C > 0 und ein N € Ny gibt mit

Tel < C max [[D%llsup, ¢ € D(K)
lo|<N

3.4. Lemma. Es sei ¢ : R® — R definiert durch

Y(x) = { exp (~fe) . el <1

0, lz| > 1

Dann ist 1) € C°(R™).

Beweis. Alle Ableitungen verschwinden von beliebig hoher Ordnung bei {|z| = 1}. <

3.5. Faltung. Fiir f,g € L'(R") definiert man die Faltung f * g von f und g durch

(fxg)(z) = /f(y)g(x —y)dy = /f(x —y)g(y) dy.

Es gilt:

(a)
(b)
()
(d)

frge L', und [|f + gl < [If]l1llgll-

frg=gx*f.

Ist f € CK(R"), so ist f* g € CK(R™).

Ist supp f CV und suppg C W, soist supp fxg C{x+y:z€V,ye W}
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(e)  Verallgemeinerung von (a): Ist f € LP(R™), g € LP(R"), so ist fx¢g € LP(R™) und
1 #glly < | flollgllin 1 < p < oo (Youngsche Ungleichung).

Beweis. (a) Fubini, (b) klar, (c): Differenzieren unter dem Integral (d) klar, (e) weglassen. <

3.6. Lemma. C.(R") ist dicht in LP(R™) fiir 1 < p < oc.

Beweis. Analysis 3, Satz 22.18. <
3.7. Satz. CZ° ist dicht in LP(R") fiir 1 <p < oo.

Beweis. Es sei f € LP und (nach Lemma 3.6) 0.B.d.A. in C.. Es sei ¢ die Funktion aus Lemma 3.4

(oder eine beliebige andere nichtnegative C*°-Funktion ¢ mit Tréager in B(0,1) und ¥ (0) = 1).
Fiir 0 < £ < 1 definiere . durch

VYe(z) = "cp(x/e), c= (/wd:p)—l.

Dann hat v, Trager in {|z| < e} und
(1) /1/18(x)da: =1 fiir alle ¢.

Die Funktion

(2) Je=texf
ist C*° nach Lemma 3.5(c) und hat kompakten Tréger nach 3.5(d). Ferner ist nach (1)

f@) — fola) = / (F(2) - Flo - u))e(y) dy
= ¢ / (f(2) — (& — cu))p(u) du
.y / (F(2) — —eud (2) () d

Dabei bezeichnen wir fiir y € R™ mit 7, f die um y verschobene Funktion, definiert durch
(ryf)(@) = f(z+y).
Da das Integral nur iiber B(0, 1) genommen werden muss, ist fiir jedes feste x:

[f(z) = fe(@)| < sup  [f(z) = Tcuf ()| C/%b(U) du=sup |f(z) = T cuf(2)].

u€B(0,1) u€B(0,1)

Wir finden nun eine kompakte Menge K, die den Triager aller Funktionen 7.,, 0 < ¢ < 1,
u € B(0,1), enthalt. Damit verschwindet die rechte Seite fiir # auferhalb K, und wegen der
gleichméfigen Stetigkeit von f konvergiert sie fiir ¢ — 0 auf K gleichméfig gegen Null, auch in

der p-ten Potenz. Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt, dass ||f — fz||[, = 0. <

3.8. Folgerung. | f — f.|l, — 0 gilt auch fiir das urspriingliche f. Ist ndmlich f die stetige
Hilfsfunktion, so gilt nach (2) oben und der Youngschen Ungleichung

If = Fells < IF = Fllp + 1 = Fellp + 1z = fellp

< = Fllp U elln) + 1LF = Fellp.

Bei geschickter Wahl von f konvergiert die rechte Seite gegen 0 fiir € — 0.

3.9. Definition. L. (Q2) ist die Menge aller messbaren Abbildungen f : Q — C, fiir die

loc

[ |f(@)] dz < oo fiir jedes kompakte K C Q (“lokal integrierbare Funktionen”).
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3.10. Satz. Es sei 2 C R" offen, f € L () und [ f(y)¢(y) dy = 0 fiir jedes ¢ € C2°(S2). Dann
ist f(z) =0 fii..

Beweis. Da das Resultat lokal ist, konnen wir annehmen, dass f kompakten Tréger hat, also
L'-Funktion auf R" ist. Wir wissen nach Folgerung 3.8, dass f * ¢, — f in L'. Andererseits ist
fiir festes = die durch ¢(y) = 1 (x — y) definierte Funktion ein Element von C2°, und somit nach
Annahme (f x¢:)(x) = 0 fiir jedes x. Es folgt f = 0. <

3.11. Beispiele.
(a)  Wir definieren zu f € L{ (f2) ein Element Ty € D'(Q2) durch

loc
Toi= | f@)e@)do
(Wegen des Satzes iiber die dominierte Konvergenz ist T tatséchlich stetig auf D(£).)
Aus Satz 3.10 folgt:
Ty =Ty, <= f1 = fo fast iiberall in Q.

Somit kann man also die Distribution T mit der Funktion f identifizieren und Distribu-
tionen als ,yerallgemeinerte Funktionen* betrachten.

Distributionen der Form T heifen reguldr und f heift auch Dichte von T';. Meist macht
man keinen Unterschied zwischen der Funktion f und der Distribution T7.

(b)  Es sei zg € Q. Wir definieren
5;180 : CCOO(Q) — C, 5;18090 - SO(wO)‘

Diese Abbildung ist stetig, sowohl auf D(f2) als auch auf S(R™). Also ist d5, € D'(2) und
dzo € S'(R™). 0y, heifst Delta-Distribution (,Delta-Funktion“) in xg. Statt dg schreibt man
oft 4.

3.12. Lemma. Es gibt keine lokal integrierbare Funktion f auf R™ mit § = Ty. Die Distribution
0 ist also nicht reguldr, und Distributionen verallgemeinern die Funktionen daher wirklich.

Beweis. Da 6(p) = 0 fiir jedes ¢ € C°(R™ \ {0}) wire [ f(z)p(z)dz =0 fiir jedes ¢ € C°(R™ \
{0}) nach Lemma 3.10. Damit wére f(z) = 0 f.i. auf R” \ {0}, somit f =0 Widerspruch. <

3.13. Definition. Wir versehen D’'(2) mit der schwach-*-Topologie. Eine Folge (T} )ken in D'(£2)
konvergiert damit genau dann gegen 7' € D’'(£2), wenn sie punktweise konvergiert, d.h.

T — Ty fir alle p € D(Q).

3.14. Operationen mit Distributionen. Man mdéchte fiir Distributionen Operationen wie die
Multiplikation mit glatten Funktionen, Differentiation, Fourier-Transformation oder Faltung so
definieren, dass sich die iiblichen Operationen ergeben, falls die Distribution regulér (d.h. von
der Form Ty fiir eine Funktion f € LL (€2)) ist.

(a)  Multiplikation mit C'*°-Funktion y.
Ist T'= T, so soll xT gerade T); sein. Wegen
Tys(p) = /xfso = /fxso =Tr(xe)
definiert man allgemein fiir 7' € D'(Q2), x € C*(Q)
(XT)(p) = T(xp)-
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Differentiation. Fiir T' = T soll DT gerade T'pay sein. Wegen

Tpey = /(Daf |a/f (D%
= (~)FIT(D%p)
fiir hinreichend glattes f definiert man
(DT)(p) = (~1)IT(D).
Ist P =3, <k @a(z)Dg mit Koeffizienten aq € C°°, so ist
(PT)(9) = Y (~1IIT(DS (aap))-
la|<k

Translation. Es sei y € R"™. Auf Funktionen auf R" ist der Translationsoperator 7, definiert
durch (7yp)(x) = ¢(x +y). Wegen

T5(0) = [ f@+)ote) s = [ f@)ota - ) = Ty(ry0)

definiert man
(ryT)(p) = T(1—y$p), p € C°(R")

Reflektion. Fiur Funktionen definiert man

() = f(-x)

also definiert man fiir Distributionen

TY(p) = T(¢").
Faltung. Ist 1) € C2°(R™), so gilt fiir f € C®(R™),p € C(R™):

Jws o= [[via =@ dsdy

— [ 1w v )ay
also setzt man fiir ' € D'(R"™)
W xT)(p) =T * )
Eine Alternative dazu: Wir beobachten, dass fiir ¢ = 7,9 gilt g(y) = ¥(x + y), also
9'(y) = ¢(z — y). Somit ist
0) = [ F) ) ) dy = Ty
Man definiert daher fiir 7' € D'(R™) die Faltung als Funktion (!) ¢ * T punktweise durch
(¥ * T)(w) = T((1a1))").

Das Resultat ist sogar eine stetige Funktion. Man zeigt leicht: Diese beiden Definitionen
stimmen iiberein.

Dazu: Sei ¢ € C2°. Zunéchst gilt offensichtlich

(o x4V (y) = / (@) (rat)) ¥ (y) de

Analoge Formeln erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen Dj. Wéhle eine
kompakte Menge K so, dass

supp (1.¢)" C K fiir alle x € supp o,



3.15.

(a)

(d)
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und wahle N entsprechend zu 3.3(c) zu T'. Wegen ¢ € C2° finden wir Riemannsche
Zwischensummen

hily) = ) o)) ()" (y) Az
l’jEPk
derart, dass
hy — @ x Y
gleichméfig in allen Ableitungen der Ordnung < N. Wegen der Stetigkeit von
z = T(1,0)" ist auch [T(73%)Y¢(x)dx als Grenzwert einer Riemann-Summe

darstellbar.
Es folgt: Ist ¢ * T als Funktion definiert, so wirkt diese auf ¢ € C° durch

(*T)(p) = / (6 T)(2)p(a) da

PO . _ . v . .
Gilt fiir jede Verfeinerung = klgrolo Z T(ij¢) gp(l‘j)Al‘]
T EPy
T linear = lim T (ijw)v‘P(xj)A$j
k—o0
hi
Glm. Konvergenz von hj, in N _ T(¢V « 80)-

Ableitungen gegen " * ¢
Letzteres ist die Wirkung im Sinne der ersten Definition.
Was ist 9%(¢p * T')? Nach Definition

PWxT)(p) = (~DIIT(Y x8%p) = (~1)lelT( / e —y)dy

= T((0%Y)" *p) = (0" = T)()
Also ist 0%(¢ * T') = 0% = T ebenfalls eine stetige Funktion. Damit ist ¢« T" € C*°.

Definition.

Wir sagen, dass die Distributionen 77 und Ty aus D'(Q2) auf der offenen Menge U C Q
tibereinstimmen, falls 71 = Thy fiir ¢ € C°(U). Insbesondere sagt man, dass T € D'(Q)
auf U mit der C*°-Funktion f iibereinstimme, falls T'p = Ty fiir p € C°(U).
Der Trager einer Distribution ist das Komplement der grofsten offenen Menge, auf der die
Distribution mit der Nullfunktion {ibereinstimmt. Bezeichnung supp 7.
Der singulére Trager ist das Komplement der grofsten offenen Menge, auf der sie mit einer
C*°-Funktion iibereinstimmt. Bezeichnung sing supp T

Achtung. Bekanntlich ist Ty = Ty, falls fund g auferhalb einer Nullmenge iibereinstim-
men. Dass Ty auf U gleich einer C*°-Funktion ist, heifit also nur, dass f fast {iberall mit
einer C*°-Funktion iibereinstimmt.

E'() CD'(Q) ist die Menge aller Distributionen mit kompaktem Tréger in €.

3.16. Beispiel. ¢y stimmt auf jeder offenen Teilmenge von R™ \ {0} mit der Nullfunktion
iiberein. Daher ist supp dg = {0}. Da &y keine C*°-Funktion ist, ist auch sing supp dp = {0}.

3.17. Faltung (Fortsetzung). Ist 7' € £ ,¢ € C2°, so ist (analog zu 3.14) ¢ * T' € C2° und

(W T,0) PE* (T 4" %) = (T, (1 = ")(—))
= (TV,0" %) = (o*T",9)
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Die rechte Seite ist auch definiert, falls 1 € D’ ist. Fiir T' € £',v € D’ konnen wir daher v *x T’
definieren durch

(v T)(p) =v(p*T").
Damit ist v+« T € D'.

Ebenso kénnen wir T * v definieren. Es gelten folgende Regeln (vgl. Rudin, FA, Kap. 6, speziell
6.37)

(i) Txv=vxT

(ii))  suppT xv C supp T + supp v

(iii) 0% = (0%9) x v = v x (040)

(iv) 0T *v) = (0*T) *v =T * (0%).

Zu (iii) (v*6)(¢) = v(p*dY). Nun ist §¥ =4, und (¢ x §)(¢)) = 6(¢" x¥) = [ @y, also
pro=¢

somit v(p * §Y) = v(p).

3.18. Fouriertransformation. Fiir f € L!(R") definiert man die Fouriertransformation JF f
bzw. f als Funktion auf R™ durch

FNEO) =& = @m)8 [ @) de iR
Abkiirzung: dz = (27) 2 dx
3.19. Wichtige Regeln. Sei f € L!'(R")
(a) Fiir g(z) = f(x + a), h(x) = e f(x) mit a € R™ ist
§(6) = €S f(€),h(&) = f(¢ —a)

(b) Ist T: R™ — R" eine invertierbare lineare Transformation, so ist nach dem Transformati-

onssatz
/ e f(Ta) do = / e T (3| det T | du,
und somit .
(foT)M(&) = [det T|7'f (T71)*¢)
Insbesondere:

o Istg(a) = f(A2),0 £ X € R, so st (6) = |\ f(5)
e Ist T orthogonal (d.h. T* = Tfl) soist (foT)"=foT

(c) Fiir f,g e LY(R") ist F(f *g) = (2n)2 f

/ it / F(e — y)g(y) dyde = / / ~i@=VE (3 — e~ g(y) dyda

3.20. Satz von Riemann-Lebesgue. Fiir f € L}(R") ist f cine stetige Funktion mit Hﬂ]sup <
(2m)~™2||f|l1 und limg| o f(€) = 0. Wir schreiben f € Co(R™).

Beweis. Die Stetigkeit von ffolgt sofort aus dem Satz von der dominierten Konvergenz, und die
erste Abschétzung ist klar. Zur zweiten:

Ist zusitzlich f € C2(R"), so ist wegen (1 — A)e™ ¢ = (1 + |£]?)e~ M,

n . 1 _ —izg part.Int. 1 —iz€(q
Fl6) = s [ (1= M) da ™ g [ - A) () da
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Folglich ist in diesem Fall f € Co(R™).
Im allgemeinen Fall finden wir zu f € L' eine Folge fi € C° mit ||fx — f|l1 — 0. Damit ist

Jim (@)1 Jim |F©)]+supfi(e) = (@) < s~ S1h = 0

3.21. Lemma. Fiir f € S(R") und a € Ny gilt

(D P)NE) = € f(€) @ )" (&) = (~1)PIDA f(¢)

Insbesondere folgt, dass die Fouriertransformation S auf S abbildet.

Beweis. Direkte Rechnung zeigt die beiden Identitéten.

Es folgt, dass §C“D§ f(€) = (=1)IBI(D2 (2P £))M(€). Nach 3.1(a), (c) ist Dy(2zPf) € LY(R™), also
die rechte Seite beschrinkt nach 3.20. Die Stetigkeit folgt mit 3.1(d). <

3.22. Satz. Fir f,g € S(R") ist
f(2)g(x) de = f()()
R

Bewets. Mit dem Satz von Fubini folgt
/ { [ dy} o= [[ 1we g asdy = [ 1o { [ gt) da:} dy.

3.23. Lemma. Setze ¢(z) := (27) 2 exp (7 |;H2> € S(R™). Dann ist

Beweis. Wegen

/e_mé (z) dz = 1T} 1/e_ix15ju(xj)d$j

geniigt es, die Aussage fiir n = 1 zu zeigen.
In diesem Fall erfiillt ¢ die gewohnliche Differentialgleichung ¢'(z) = —z(x).

Fiir die Fouriertransformierte gilt dies ebenfalls, denn

“ _ 7_[_ -1/2 fmﬁ v = —-1/2 —iz 67'[:135 ) dr
51/1(&) - /a r)dz = (2r) /( e~y (z) d
2 (gr)1/2 / e~ (2) dz = —£0(€).

Ferner gilt ¢(0) = (2r)~1/2 = ¥(0). Nach dem Satz von Picard-Lindelf stimmen die beiden
Funktionen iiberein. <

3.24. Inversionsformel. Fiir f € S(R") ist f(x) = f(—x), = € R". Insbesondere ist F* = Id.
Also ist F : S(R") — S(R™) bijektiv und F~! = F3, also

Fp@ = [ e a
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Beweis. Es sei ¢(x) := (2m)" 2 exp(

setzen wir

o ) Dann ist ¢ € S(R™) und |||, = 1. Fire > 0

o (T
Ye(z) =€ w(g).
Mit Lemma 3.23 und 3.19(b) folgt

Wegen 1(0) = (27r)~"/? ergibt sich:

f(x) = @)~ / e feyde T / e F(€) (e6) de

a,_/
=(f(==))

2 [GENO -0 de = [w(©1(€—0)d = (e x (=)o)
Nach Folgerung 3.8 gilt:

e—0

(e * f(=)) = f(=) in L'(R").
Nun hat bekanntlich jede in L' konvergente Folge eine punktweise fast {iberall konvergente
Teilfolge. Es gibt also eine Folge e — 0 mit (¢, * f(—))(z) pmis f(—x) fi. auf R™. Also
F(2) = f(~x) £ii. und somit fiberall auf R", da f und f stetig sind. 4

3.25. Folgerung. Fiir f,g € S(R") ist

[ f@i@ds = [ rwygia) da.

Insbesondere ist || f| 2y = || Il 2 (n)-

Beweis. Setze h = §. Dann ist

o) = [ gty do = [ eyt d = 5(-y).

Folglich ist h = (§(—-))" 521 g, und die Behauptung folgt aus 3.22. N

3.26. Satz von Plancherel. Die Fourier-Transformation ldsst sich zu einem Isomorphismus
F : L?(R") — L?(R") fortsetzen. Es gilt

<~Ff7 fg)LQ(R") = <f7 g>L2(]Rn)7 fvg € (Rn)
Insbesondere ist F eine Isometrie, d.h. || Ff|/z2 = || f||z2 fiir alle f € L?(R™).

Beweis. Zu f € L?*(R") wihle f, € S(R) mit f;, — f in L?(R"). Nach 3.25 ist (fk)keN eine
Cauchy-Folge in L?(R"™), also konvergent, da L%(R") vollstindig. Setze f = limp_ye0 fn. <

3.27 5 Fouriertransformation von Distributionen. Fiir 7' € &’ motiviert 3.22 die Definition
von T' € &’ durch

T(p) =T(p)
3.28. Beispiel. 4(u) = §(a) = 4(0) = (2m)"2 [ e *Ou(x)dz. Somit ist ¢ ist die konstante

n

Funktion (27)~ 2
3.29. Lemma. Fiir T € &' gilt:

(a) uT €8, falls u € C* und samt allen Ableitungen nur polynomial wéchst.
(by DT eS
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(¢) (D°T)" = &*T (Produkt im Sinne von (a))

Beweis.
(a) Es seien v,,v € S,v, — v in S. Dann gilt uv,, — wv in S und (uT)(vy,) = T (uv,) —
T(uv) = (uT')(v). Somit ist uT stetig auf S.
(b) analog.
(c) (DT)Mu) = (D*T)(a) = (-=1)T(D*a) = (=1)IT((~=€)*a).
<

3.30. Definition. Essei L =3}, ., ca(z)D" ein linearer Differentialoperator der Ordnung m
mit C*°-Koeffizienten auf R".

(a) Man nennt die Funktion
op(@,€) = Y cal2)E”
la|<m
das (volle) Symbol von L und
)= Y cala)e”
laj=m
das Hauptsymbol.
Man nennt (xo, §o) nicht-charakteristisch, falls o7*(zg, &) # 0.
Die Menge char L = {(x,&) : £ # 0,07 (z,£) = 0} heift die Charakteristik von L.
L heift elliptisch, falls char L = ().

Man nennt L lokal lGsbar nahe x, falls es eine Umgebung €2 von xg gibt mit der Eigenschaft,
dass zu jedem f € C°(Q) ein u € D'(Q) existiert mir Lu = f.

> aa =
el -

Nicht jeder Differentialoperator ist lokal 16sbar:
3.31. Beispiel. (Hans Lewy) Auf R? mit Koordinaten (x,y,t) betrachte den Operator
L = 0, + 10y — 2i(x + iy) 0.

Ist f = f(t) stetig und reellwertig, so hat die Gleichung Lu = f in einer Umgebung von (0, 0, 0)
nur dann eine C'-Losung, wenn f in einer Umgebung von ¢ = 0 analytisch ist, d.h. mit seiner
Potenzreihe iibereinstimmt.

Beweis. Schreibe z = x + ¢y und betrachte die Abbildung
Vi{r<elx{t|]<1} —C

Vir,t) :/|| u(z,t)dz

Nach dem Satz von Stokes ist

o ven-ff duene [] (s 2 asnu
@ = o (i 55 ) 220
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In Polarkoordinaten ist

roop2T
Vir,t) = z/ / (Ozu + i0yu)(pcos b, psinb, t) p dpdb
0o Jo

2w
und somit 0,V (r,t) = 1/ (Opu + i0yu)(r cos B, rsiné, t) rdb
0
. dz
= (Opu + i0yu)(z,y,t) r—.
|z|=r
Es folgt mit r(s) = /s:

oV oV or ov 1 1 . dz
E(r(s),t) = E(T(S)ﬁ%(s) = E(?’(S),t) () 2 /|z=r(s)(8xu + zayu)7

Gilt Lu = f, so folgt O,u + i0yu = 2iz0;u + f, also
ov . 1 d oV
aS:z/z|:r8,gu(z,t)dz—i—2 f(t)—zzza—kmf(t).

|z[=r o

Setzen wir also F(t) = fot f(0)do und U(s,t) =V (s,t) +nF(t), so folgt

Ot ds

Damit erfiillt U die Cauchy-Riemannsche Differentialgleichung in dem Gebiet
{t+is:0<s<e?|t] <e}
ist dort also holomorph. Ferner ist U stetig bis an s = 0 heran; es gilt
U(0,t) =0+nF(t) e R da f reellwertig.
Nach dem Schwarzschen Spiegelungsprinzip kénnen wir U fortsetzen auf
{t+is:|s| <2 |t] < e}
Insbesondere ist mF(t) = U(0,t) analytisch in ¢. Somit ist auch f = F’ analytisch. <

Wie die folgenden Sétze zeigen, ist die Situation fiir Operatoren mit konstanten Koeffizienten
besser.

3.32. Satz. Fin linearer Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten ist auf R™ lokal
I6sbar.

Beweisskizze. Da f kompakten Trager hat, konnen wir annehmen, dass u aufterhalb einer kom-
pakten Menge verschwindet. Insbesondere ist dann v € S'(R™). Es sei L = Z| al<m GaD®,

1(€) = an&® und f € C(R™).

Naiv:
= 1(©)a(€) =£(¢)
= a(€) ={((§))
! u(z) =(2r) "2 em&@
L (@) =(2m) 72 [ e

Das geht tatsdchlich gut, wenn [ von Null weg beschrankt ist. Im Allgemeinen ist aber f /1 nicht
einmal lokal integrierbar, wenn [ Nullstellen hat. Wir machen folgende Beobachtungen:
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e f hat eine Fortsetzung zu einer ganzen Funktion (f € H(C"))

e Da das Hauptsymbol # 0 ist, konnen wir (ggf. nach Koordinatentransformation) anneh-
men, dass der Vektor (0,...,0,1) nichtcharakteristisch ist. Wir konnen dann den Koeffi-
zienten von &' abdividieren. O.B.d.A. hat also [ die Form [(§) = &'+ Terme niedrigerer
Ordnung in &,.

e Wir betrachten, fiir festes & € R*~!, [(¢/,&,) als Polynom in &,. Mit A1(&'), ..., Am (&)
bezeichnen wir seine Nullstellen. Wir ordnen sie so, dass fiir j < k gilt Im A; < Im Ay
und Re A\j < Re A, falls Im \; = Im A,

e Da die Nullstellen eines Polynoms stetig von den Koeffizienten abhéngen, ist die Funktion
¢ — Im\;(¢) ist stetig.

Nun braucht man Lemmata:

3.33. Lemma. Es gibt eine messbare Funktion ¢ : R"™! —s [—m — 1,m + 1] derart, dass fiir
alle ¢ € R gilt:

min {J(¢) — Im ()]} > 1

Beweis. Fiir festes ¢ enthalt die Menge {Im\;(¢’),5 = 1,...,m} hochstens m verschiedene
Elemente. Von den m + 1 Intervallen [2k —m — 1,2k —m + 1),k = 0,...,m, enthélt also eines
keines davon, und wir setzen

Ve ={¢ :Tm)\(&)€2k—m—1,2k—m+1):j=1,...,m}

Die Mengen Vp, ..., Vj, iiberdecken also R"~!. Sie sind messbar, da ¢ — Im X (&) stetig ist. Wir

setzen
k—1

o(z) =2k —m, fallsa:GVk\UVm kE=0,...,m.
0
<

3.34. Lemma. Das Polynom g habe Grad m, Héchstkoeffizient 1, Nullstellen A1, ..., \,,, alle
# 0. Setze d :=min{|\;| : j=1,...,m}.

Dann ist |g(0)| > d™.

Beweis. Klar, weil g(z) = (z — A1) -+ (2 — \p)- <
3.35. Lemma. Es sei f € C°(R™). Dann ist f fortsetzbar zu einer ganzen Funktion. Variiert
Im & nur iiber eine beschrinkte Menge, so ist f(§) (gleichméfbig) schnellfallend fiir |Re§| — oc.

Beweis. Schreibe & = p +in, p,n € R™.
flo) = @n) 2 [ et gy do = 2y [t [0 @)] da
——

ecee

Damit schliefen wir den Beweis von 3.32 ab. Wir setzen
u(x) = (277)_"/2/ / eixf@ dg,d¢’
Rr—1 JIm &,=¢(¢') l(é)

mit ¢ aus 3.33. Nach Lemma 3.34 (angewandt auf g(z) = (', {,,+2)) wissen wir, dass [(£/,§,) > 1
auf {Im¢&, = ¢(¢’)} gilt (Beachte: die Nullstellen von g sind die Werte A;(§') — &, diese haben

o~

auf {Im &, = p(¢')} Betrag > 1). Aus Lemma 3.35 wissen wir, dass f(£)/1(¢) fiir {Im¢&,, = (&)}
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(beschrankt!) schnellfallend in Re (¢/,&,) ist. Das obige Integral existiert also. Wir kénnen unter
dem Integral differenzieren und erhalten

Lu(z) = (2m) 2 /R /I O dae
n=1 JIm €p=p (¢’

Da der Integrand holomorph ist und schnell f&llt, ist nach Cauchy

/ ...dgn:/...dgn
Imgn:Sa(g,)

und somit Lu = f. <

3.36. Definition. Eine Fundamentallosung fiir einen linearen Differentialoperator L mit kon-
stanten Koeffizienten ist eine Distribution K € D/(R™) mit LK = 4.

3.37. Lemma. Hat L eine Fundamentallésung K € D, so ist L lokal I6sbar.

Beweis. Es sei f € C°. Setze u := K * f. Dann gilt u € C°°(R") und
Iu=LK+«f)=LK+f=5xf=F
nach 3.17. <

3.38. Satz. (Malgrange-Ehrenpreis). Jeder lineare Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten hat eine Fundamentallésung.

Beweis. Definiere K auf C2° durch (Bezeichnungen wie beim Beweis von 3.32)

(2) /2 / / )d‘gndg
Rn— 1 mgn g/

Man sieht leicht, dass K stetig ist: Wahle k so grofs, dass 2k > n ist. Das Integral ist dann
beschréankt durch

sup (14 [€%)*|F(©)] /(1 + e ag < N = A fll < I =AY fllsup

|Im &n| <k

wobei ¢’ nur vom Triager von f abhingt. Also ist K € D’. Ferner ist

LK( P EKLS), wobei L' = 3 aa(~
Dabei ist (L' f)(€) = (=€) f(€). Es folgt
LE(f) = (2m)"/? / / —6)de = (2m) "2 [ f(&)dE = f(0) = b(f).
Rr—1 JImé, = Rn
Also ist LK = 6. <

3.39. Bemerkung. Es ist nicht moglich, K € £ zu finden: Dann wére némlich K e H(CM)
und o, (§)K(§) = 5= (27r)~™2 Widerspruch.

3.40. Definition. Ein Differentialoperator mit C*°-Koeffizienten heifit hypoelliptisch auf 2 C
R™, falls die Glattheit von L die von u erzwingt: Lu € C*(§2) = u € C*(1).

Bemerkung. Wir werden spéter sehen: Jeder elliptische Operator ist hypoelliptisch.
3.41. Satz. Fiir einen Differentialoperator L mit konstanten Koeffizienten ist dquivalent:

(i) L ist hypoelliptisch
(ii)  Jede Fundamentallésung ist C*° auf R™ \ {0}
(iii) Eine Fundamentallosung ist C*>° auf R™ \ {0}.
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Fiir den Beweis benotigen wir folgendes Lemma

3.42. Lemma. EsseiT € D'(R")NC>®(R™\ {0}) und E € &'(R™). Dann ist T x E € C*°(R™ \
supp E).

Beweis. Sei x € supp E und € > 0 so, dass B(z,¢) Nsupp £ = (. Wéhle ¢ € C°(B(0, §)) mit
¢ =1 nahe 0. Dann ist
T«E=¢T*E+(1—¢)T+E

Nun ist (vgl. 3.17)

supp (¢T * E) C supp ¢ + supp E disjunkt zu B(z, %),
also T * E = 0 auf B(z,e/2). Nahe z ist also T« E = (1 — ¢)T x E. Andererseits ist (1 — )T
durch eine C*°-Funktion gegeben, also ist auch (1 — ¢)T" % E durch C*°-Funktion gegeben. <

Beweis von Satz 3.41:

(i) = (ii): Sei K eine Fundamentallgsung. Dann ist LK = ¢ € C>*°(R™ \ {0}), also wegen der
Hypoelliptizitat K € C*(R™\ {0}).

(ii) = (iii): Trivial.
(ili) = (i): Es sei K € C*°(R™\ {0}) eine Fundamentallosung, u € D', Lu € C*(Q).
Zeige: Zu jedem x € Q existiert ein € > 0 mit u € C*°(B(x,¢)).
Zu x € Q wahle € > 0 so klein, dass B(x,2¢) C ; wihle ¢ € C°(B(z,2¢)) mit ¢ = 1 auf
B(xz,e). Wir schreiben
L(pu)) = pLu + v;

dabei ist v = 0 auf B(x,¢), weil dort ¢ = 1 und somit L(pu) = Lu = ¢Lu.
Es folgt

ou=0d*pu= LK % ou= L(K % pu) ?g?K*Lgou:K*goLu—i—K*v.

Nun ist pLu € C°, also ist K x ¢Lu € C*(§2) wihrend K x v € C>°(R" \ suppv) glatt ist nahe
x, vgl. Lemma 3.42. <



