2. QUASILINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN ERSTER ORDNUNG

Motivation: Transportgleichung und Wellengleichung.

2.1. Transportgleichung. du + cO,u = 0 mit t,z € R,0 # ¢ € R. Wegen d,u = (Vu,v)
besagt die Differentialgleichung, dass die Richtungsableitung von u in der (¢, z)-Ebene in Rich-
tung (1,c¢) Null ist, d.h., u ist in Richtung (1, c) konstant. Wir betrachten daher fiir £ € R die
Differentialgleichung auf der Geraden g¢ = {(t,€ + ct) € R? : t € R}. M.a.W.: Wir betrachten
die Funktion

ve(t) = u(t, & + ct).
Dann ist (Kettenregel)
Ve(t) = Opu(t, & + ct) + cOpu(t, &+ ct) =0,
d.h. v¢ = const = f(§) fiir eine Funktion f. Mit der Riicksubstitution £ 4 ¢t = = erhalten wir
u(t,x) = f(x — ct)
fiir eine geeignete Funktion f. Umgekehrt ist jede solche Funktion mit differenzierbarem f eine
Losung.

2.2. Die eindimensionale Wellengleichung.
(1) Otu — 20Pu=0 z,t € R,ce R\ {0}.
Bei Anwendung auf eine C2-Funktion v kénnen wir schreiben
(02 — 20*)u = (9 + ¢0,)(0; — cOp)u.
Wir zerlegen damit (1) in eine System von zwei partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung
(O — cOp)u=v
(O + cOz)v = 0.

Nach 2.1 ist v(z,t) = f(z — ct) fiir beliebiges f € C!; folglich ist
(0 — cOz)u = f(z — ct).

Nun schreiben wir = £ — ¢t und betrachten die Funktion weg(t) = u(t,& — ct). Dann ist
we(t) = Ou(t, & — ct) — coyu(t, & —ct) = v(t, & — ct) = f(§ — 2ct).

Diese gewohnliche Differentialgleichung kénnen wir leicht 16sen: Es sei F' eine Stammfunktion zu
—if, d.h.

1

F =——Ff

20f

Dann gilt:

d
SR (€~ 20t) = f(€ — 2et)

also

we(t) = F(§ — 2ct) + G(),
wobei G(&) eine geeignete, von & abhéangige Konstante ist. Riicksubstitution liefert
(2) u(t,z) = F(z — ct) + G(x + ct).

Beachte: Da f eine C'-Funktion ist, ist F' eine C2-Funktion. Ist also u € C?, so auch G. Umgekehrt
zeigt eine kurze Rechnung, dass jede Funktion von der Form (2) mit F, G € C? die Wellengleichung
lost.

Oft schreibt man fiir die Wellengleichung die Werte
u(0,z) = up(z) und 0,u(0,z) = uy(z)
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vor. Dann folgt
F(x) 4+ G(x) = up(z) und — cF'(z) + cG'(z) = ui(x).

Somit ist

F'+G =uy und — F'(z) +G'(z) = _ul(az)?
c
so dass
1 1 [
F(z) = = <u0(:1:) + / u1(3)> + C4
2 C 0

) = 5 <u0(x) _ i/oxul(s)) + 0

mit Konstanten C7, Cy. Dabei gilt C; +Cy = 0, da F(z) + G(x) = up(x). Insgesamt erhalten wir
als Losung der Wellengleichung mit Anfangswerten ug und wu;:

T+ct
u(t,z) = % (uo(z + ct) + up(x — ct)) + % / uy(s)ds.

—ct

2.3. Bemerkung. Dieses Verfahren funktioniert nicht in héheren Dimensionen, da dann 67 — A
nicht so leicht faktorisierbar ist.

Die quasilineare Gleichung. Wir wollen nun auf einem Gebiet U C R” die quasilineare
partielle Differentialgleichung

Zaj(x,u)ﬁxju =b(z,u),xz €U,

16sen. So wie fiir gewohnlichen Differentialgleichungen die Angabe ,,z:(tg) = z¢* die Losung fest-
legt, schreiben wir nun die Werte auf einer Hyperflache vor. Allerdings darf diese nicht ungiinstig
liegen: Stichwort ,nicht-charakteristisch®.

2.4. Hyperflaichen. Hyperflichen sind (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeiten in R™.
Wir erinnern uns: Eine Hyperflache S ist lokal gegeben als Nullstellenmenge.

Zu jedem s € S existieren eine offene Umgebung V' von s in R™ und eine Abbil-
dung ® : V — R mit grad ®(z) # 0 fiir alle x € V und
VNS ={x: ) =0}=>10).
Alternativ haben wir die Parameterdarstellung
Zu jedem s € S existieren T C R™ !, eine Umgebung V von s in S und eine
Abbildung g : T'— R™ mit Rang ¢'(t) =n — 1 auf T und
g(T)=5SnV.
Ein Vektor v € R"™ heifst tangential an die Hyperfliche S in x € S, falls eine differenzierbare
Abbildung
a:(—ee)—= 8
existiert, mit a(0) = z und o/(0) = v.
Der Tangentialraum an S in z,T,S, ist die Menge aller Tangentialvektoren in xz. Wir wissen:

T.S ist (n — 1)-dimensionaler Vektorraum.

Die Kotangentialvektoren sind die stetigen Linearformen auf 73S. Bezeichnung T;S. Wir wis-
sen: dim7;S = n — 1. Speziell: v € R" heilt normal zur Hyperflache S in z, falls v zu allen
Tangentialvektoren normal steht:

v(v) =0 fiir alle v € T, S.



Die Normalenvektoren in z bilden einen eindimensionalen Vektorraum in R™.

2.5. Beispiel. Die Sphire S = S"~! C R™. Wir definieren ® : R™\ {0} — R

®(z) =1~ [af?
Dann ist ® differenzierbar und grad ®(z) = —2z # 0 fiir x € S und
sm1 = o710).

2.6. Bemerkung. Ist S lokal von der Form ®~!(c), so ist grad ® ein Normalenvektor an S, da
der Gradient auf der Niveaufliche {x : ®(z) = ¢} senkrecht steht.

9g

BT den Tan-

Ist S lokal gegeben als Bild der Funktion g = (g1,...,9n), SO spannen (%ql,.
gentialraum auf.

2.7. Beispiel. Es sei U C R"” ein Gebiet und S eine Hyperfliche in U. Gesucht ist die Lésung
der quasilinearen Gleichung

Lu(z) = Zaj(:c,u)&cju =b(z,u), v €U, uls =
j=1

Wir setzen a := (ay,...,ay,). Fiir festes s € S ist
> a;(s,(5))0n,u = {als, ¢(s)), Vu(s))
j=1

eine Richtungsableitung von w.

Ist der Vektor a(s) tangential an S, so bringt uns dies in Schwierigkeiten, da wir u = ¢ auf S
vorgegeben haben, somit auch die Richtungsableitung.

Wir werden also fordern, dass a(x) nirgends tangential an S ist. Man nennt dann S nicht-
charakteristisch fir L. (Eigentlich definiert man dies in anderer, aber dquivalenter Form.)

2.8. Vektorfelder und Fliisse. Es sei V ein Vektorfeld auf U C R". Wir suchen zu V einen
Fluss, d.h. fiir jedes ¢ suchen wir eine Funktion ®(¢;z¢) mit der Eigenschaft, dass
d

%@(t; zo) = V(®(t;m0)), @(0;70) = 0.

Dies ist gerade die Losung der Anfangswertaufgabe
z=V(x),z(0) = xo,

Wegen der Differenzierbarkeit von V' garantiert uns der Satz von Picard und Lindel6f eine Lésung
auf einem Intervall J,, um ¢ = 0. Variiert z( {iber eine kompakte Menge, so erhalten wir sogar
ein gleichméafkiges Existenzintervall.

Man nennt ®(-; ) auch eine Integralkurve des Vektorfelds.

2.9. Satz. Es sei S eine Hyperfliche in R™ und V ein Vektorfeld, das in einer Umgebung von S
definiert und nirgends tangential an S ist.

Fiir jedes xo in S bilden wir die Funktion ®(t;xo) fiir t € Jg,. Dann liefert die Abbildung
(t,z0) — @(t;20)

einen Diffeomorphismus von einer Umgebung von {0} x S in R x S auf eine offene Umgebung
von S.

Man sagt eine Umgebung von S werde von Integralkurven des Vektorfelds abgedeckt.
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Beweis. Wir schreiben S lokal als Graph von ¢ : T C R ! — R" und wenden den Satz von
der inversen Funktion an. Die Ableitung der Funktion (¢,s) — ®(¢;g(s)) in (0,¢g(s)) ist wegen

®(0,9(s)) = g(s)

(0:2(0; 9(5)), 05, 2(03 9(5)), - - - 05,1 2(0: g(5))) = (V(9(5)), 05,9(5), - - - 0s,,_,9(5)) -
Diese Matrix ist invertierbar, falls V' nicht tangential an S ist. Damit ist die Abbildung (t, s) —
®(t; s) lokal ein Diffeomorphismus. Indem wir S mit Koordinatenumgebungen iiberdecken er-

halten wir eine surjektive differenzierbare Abbildung. Durch Restriktion auf eine méglicherweise
kleinere Umgebung von {0} x S erhalten wir Injektivitét. <

2.10. Die quasilineare Gleichung 1. Ordnung. Es sei U C R" ein Gebiet, ay,...,a,,b €
CH(U x R), S eine C'-Hyperfliiche und ¢ € C1(S). Wir betrachten die Gleichung

Zaj(x,u)axju(x) =b(z,u), xze€U
j=1

mit der Randbedingung
uls = .
Wir machen zuerst folgende Beobachtung: Es sei u eine differenzierbare Funktion auf R™ und

Craphu = {(z,y) € R"™ : y = u(z)}

ihr Graph. Der Tangentialraum an den Graphen in (z,u(x)) wird nach Bemerkung 2.6 aufge-
spannt durch die Vektoren

(1,0,...,0,85,%) ..., (0,0,...,1,8, u).
Die Normale an den Graphen in (z,u(z)) ist daher die Menge der Vielfachen des Vektors
(0p,u(x), ..., 0, u(x),—1).

Die geometrische Interpretation der obigen partiellen Differentialgleichung ist also folgende: Das
Vektorfeld

A(l‘) ?/) = (a1($7 y)) B an(J:? y)7 b(I7 y))
hat Skalarprodukt Null mit der Normale; es ist also tangential an den Graphen von u in (x,y).

Uber S kennen wir den Graphen von u, da u|s = ¢. Man erhilt also in einer Umgebung von S
eine Losung der partiellen Differentialgleichung, indem man dem Fluss des Vektorfelds A folgt,
wobei die Anfangswerte die Werte von u(= ¢) iiber S sind.

Damit das gut geht, darf das Vektorfeld a = (ay, ..., ay) nicht tangential an .S sein, da ansonsten
Z ai(z, u)axzu — b(z, u)

bereits bestimmt ware.

Wir kénnen daher den folgenden Satz formulieren:

2.11. Satz. Essei S eine C'-Hyperfliche in dem Gebiet U C R", a;, b reellwertige C'-Funktionen
auf U x R und ¢ € CY(S) reellwertig. Fiir x € S sei der Vektor

a(a;) = (CLl(JI, QD(‘T)% EERE) an(‘r? So(x))
nicht tangential an S.

Dann gibt es in einer hinreichend kleinen Umgebung von S genau eine Lisung u der quasilinearen
Gleichung

Z aj(x,u)0p,u(r) = b(z,u).
j=1
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Der folgende Beweis enthélt die expliziten Losungsschritte:

Wir schreiben lokal S = {g(s) : s € T C R"} und 16sen die Flussgleichung fiir 4, d.h. das von
dem Parameter s € T abhéngige Gleichungssystem

(1) i(t;s) = a(ax(t;s),y(t;s),  @(0;s) =g(s),

(2) gts) = bla(t;s),y(ts),  y(0;s) =p(g(s))

durch C'-Funktionen z,7. Dies geht nach Picard und Lindel6f; die Losung hingt C' ab von s.
Wir definieren dann u implizit als Funktion von (¢, s):

3) u(z(t; s)) == y(t; s).

Dies liefert die Losung.

Ausfiithrlich:
S as(a(t; ) ula(tss) L gltss) = ba(t s), y(t: )
j=1

u(g(s)) = u(xz(0;5)) = y(0;5) = »(g(s))

d.h. die implizit gegebene Funktion u 16st die Differentialgleichung. In einer Umgebung von S
kann dann der Koordinatenwechsel (¢, s) — x durchgefiihrt werden.

Eindeutigkeit: Wir wissen, dass die Flusslinien von A = A(z,y) aus 2.10 tangential an den
Graphen von u sind. Daher miissen die Differentialgleichungen (1)/(2) gelten. IThre Losung ist
nach Picard-Lindel6f eindeutig. <

2.12. Beispiel. Wir losen u0y,u + 0z,u = 1 auf der Hyperfliche
S = {(1‘1,332) =29 0< xr1,To < 1}

mit den Anfangsbedingungen
1
u(ry, 1) = 51 (x1,21) € S.
Wir stellen S parametrisch dar: S = {g(s)} mit g : (0,1) — R?, g(s) = (s, s). Ferner

1
a=(u,1), b=1, ¢(s,s)= 35

Nicht-Tangentialitit erfordert

0 det (G(5) alglo)plalol)) = et (| 5 ) =1- s

dies ist fiir 0 < s < 1 erfillt.

Wir 16sen das System gewohnlicher Differentialgleichungen

(1) t1(t;5) = ar(x(t;5),y(t;8)) = y(t; 8), r1(0;8) = g1(s) = 55
(2) Ta(t; 5) = aa(x(t;s),y(t;s)) = 1, 12(0; 5) = ga(s) = s;
Q i(t:) = bla(t:5),u(t; ) = 1, (0:5) = plg(s)) = 5.

Aus (2) und (3) folgt sofort

ylt;s) = t+ s
xo(t;s) = t+s.
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Damit lautet (1)

. 1
T = t+§s, x1(0;8) = s.
Damit ist
1, 1 1
zi(t;s) = it +§st+s:§t(t+s)+s
Wir 16sen auf nach s und ¢:
t+s = xI9
1
§t(t+s)—|—s =
t
¢§a:2+(a;2—t) = I
jt(ﬁ—l> = 1 — T2
2
T — T2
=t =
%—1
_ 2(.%'1—1’2)
x2—2
=85 = xo—1
_ x%—2x2—2x1+2x2
N 332*2
_ r3 — 211
N 1‘2—2 '
Dies liefert
s 4xy —4xo + 23 — 21
t;s) = ylt;s)=t+- =
_ 2x1+x372x2
2(x92 — 2)

2.13. Satz. Die allgemeine Gleichung 1. Ordnung F(x,u,V,u) = 0 fiir x in einer offenen
Teilmenge U von R™ mit der Vorgabe u|s = ¢ auf der Hyperfliche S in U ist nahe S eindeutig
Iésbar, sofern F € C?, ¢ € C' und die folgende Bedingung erfiillt ist:

Schreibe F = F(x,y,2), v € R", y € R, 2 € R", und S Iokal als S = {g(s) : s € T c R"1}.
Dann hat das System von n Gleichungen

Gl = Y0 2 1 <j<n

F(g(s),(g(s)),2(0;5)) =0
eine C'-Losung 2(0; g(s)), und V. F(g(s),¢(g(s)), 2(0; s)) ist nicht-tangential an S.

Beweis. Wie im quasilinearen Fall versuchen wir eine Losung - sofern sie existiert - iiber ein
System gewohnlicher Differentialgleichungen fir z(t), y(t) = u(z(t)) und 2(t) = Vyu(z(t)) zu
bestimmen. Der Idee eines Kartenwechsels nahe S folgend, setzen wir

(1) £(t) = Vo F(x(t), y(t), 2(1)).

Aus y(t) = u(x(t)) folgt

(2) i = Vau(e(t)(t) 2 2(t)V.F(a(t),y(b), =(1)).



13

Schlieflich ist

zj(t)

u " 5% " 92w
ZCZ(;J@(ﬂ)):Z O al0)inlt) = 3 5 @lt) 5 (w(0) (1), 2(0)

OTRT O0xLT;
=1 ki =1 ki

Die rechte Seite kennen wir nicht. Differenziert man die Gleichung F'(z, u(x), Vu(x)) = 0 nach z;,
so erhalt man sie jedoch (mit Satz von Schwarz) als dritten Summanden der folgenden Identitét:

0= ngj(x,u(x), Vu(z)) + E(;};(ar,u(x), Vu(a:));?](w) + 2 gi(a:, u(x), Vu(x))a(z] ((98;;) x).
Einsetzen in die obige Gleichung liefert
(3) 2(t) = =V F(x(t), y(t), 2(t)) — ?;(w(t)vy(t)aZ(t))Z(t)-

Gleichungen (1), (2) und (3) liefern ein System von 2n + 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen.
Als Anfangswerte setzen wir

(4) z(0;8) = g(s),
(5) y(0;5) = p(g(s)).

Wir brauchen nun noch Anfangswerte fiir Vu. Dazu betrachten wir ¢ auf S. Dort ist

) Fee(a(s) "5 S o) B LY 01 2

1 <j <n—1. Ferner gilt
(7) F(g(s),(g(s)), 2(0;5)) = 0.
Nach Annahme haben die n Gleichungen (6) und (7) fiir z1(0; g(s)), ..., 2,(0; g(s)) eine Losung.

Aus dieser Anfangswertaufgabe ldsst sich auch « in einer Umgebung von S als Losung von
u(x(t)) = y(t) bestimmen, sofern

D : (s,t) — (g(s),z(t;s))

einen Diffeomorphismus von einer offenen Umgebung von 7' x {0} auf eine offene Umgebung von
S liefert. Dazu wenden wir den Satz von der inversen Funktion an und berechnen

¥s,0) = (%), 29 9 R (g(s), ol9(6)),2055))).

Da V.F(g(s),¢(g(s)),z(0;s)) nicht tangential an S ist, ist ®’ invertierbar.

Eindeutigkeit folgt wieder mit dem Satz Picard-Lindelof. <

Die Entwicklung von Singularitdten und schwache Loésungen.

2.14. Beispiel. Wir 16sen auf R? die Gleichung

(1) Uz + vty = 0 mit u(0,y0) = h(yo), yo € R.
Die Flussgleichungen (mit a = (1,u), A = (1,u,0)):

z = 1; z(0)=0;

g o= 2z y0)=uy;

z = 0, 2z(0)=h(yo).

liefern:
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und u als Losung von
u (t, h(yo)t +yo) = h(yo)-
Damit hat u den konstanten Wert h(yo) auf der Geraden durch (0, yp) mit Steigung h(yo).

Wir wissen, dass die Abbildung (¢,y0) — (x,y) lokal ein Diffeomorphismus ist. Dies liefert die
implizite Gleichung (x = t,y = h(yo)t + yo):

u(z,y) = h(yo) = h(y — h(yo)z) = h(y — u(z,y)z) .
bzw. kurz
u(z,y) = h(y — uz).
Global bekommen wir aber ein Problem, da sich fiir unterschiedliche Steigungen die Geraden

schneiden. Konkret: Die Geraden {(t,yo + h(yo)t) : t € R} und {(s,y1 + h(y1)s) : s € R}
schneiden sich fiir

_ Y=

h(yo) = h(y1)

Gilt also h(yo) # h(y1) und existiert die Losung, so miisste sie in diesem Punkt die unterschied-
lichen Werte h(yo) und h(y1) annehmen.

S:t:—

Nehmen wir an, dass h € C°(R),h # 0. Dann tritt dieses Szenario ein und w hort irgendwo
entlang einer Geraden durch (0, o) auf zu existieren.

Wie? Wegen u(z,y) = h(y — ux) ist
uy (@, y) = W' (y — ur)(1 — uyz) = '(yo) (1 — uy(z, y)x).
Dies liefert

M)
M= T e

Ist z.B. h/(yo) < 0, so wird u, fiir £ = —1/h/(yo) unendlich. Wahlen wir fiir yo den Punkt ymin,
in dem A’ sein Minimum annimmt, so folgt, dass es keine C'-Losung fiir & > —1/h'(ymin) gibt.
Dieses sog. blow-up-Verhalten ist typisch fiir nichtlineare partielle Differentialgleichungen.

2.15. Schwache Loésungen. Wir betrachten wieder das obige Beispiel. Es gibt verallgemeinerte
Losungen von 2.14(1), die fiir grokere Zeiten existieren, jedoch nicht C! sind.

Dazu formuliert man 2.14(1) um in Divergenzform:

) SR (ue,) + 5 S(u(e.y) =0,

wobei R(u), S(u) beliebige C'-Funktionen sind mit S’(u) = uR'(u) und R'(u) # 0 fiir alle u.
Beachte: (1) liefert R'(u)u, + 5" (u)uy = R'(u)(uz + uuy) = 0.

Aus (1) leitet man folgendes Erhaltungsgesetz ab: Fiir alle a,b,z € R ist wegen (1) und Diffe-
rentiation unter dem Integral

b
@) % / Rlu(z, ) dy + S(u(z,b)) — S(u(z, a)) = 0.

Umgekehrt folgt fiir jede C'-Funktion u = u(z,y), die die Eigenschaft (2) fiir alle x, a, b besitzt,
dass (1) gilt und somit u, + uu, = 0 ist — dazu einfach nach b ableiten.

Gleichung (2) hat jedoch den Vorteil, dass sie fiir grofere Klassen von u definiert ist und also
auch weitere ,schwache Losungen” besitzt.

Betrachten wir beispielsweise den Fall, dass € ein Gebiet in R? ist, das durch eine differenzierbare
Kurve y = £(z) in zwei Gebiete Q4 und Q_ zerlegt wird. Auf Q4 und Q_ existiere jeweils
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eine klassische Losung u von (1). Auf der Kurve y = £(x) habe u einen Sprung. Wir setzen
ut(z) = u(z, &(z)*).
Falls a < £(x) < b fiir alle z, folgt

d 3
@ =0 = Slue.d) - So0)+ 7 ([ R+ [ R @)
= — S(u(w,a)) + (@) R(u”(2)) — €' (x) R(u" (z))
< / / ) y))dy (weil auf den Stiicken u € C, also (1) gilt
= &(2) (R () - (u+($))) = S(u”(2)) + S(u'(x))

Unter der Annahme, dass R(u~) # R(u™) ist, ist letzteres dquivalent dazu, dass fiir die Ortskurve
des Sprunges gilt:

b

S(u”(x)) = S(u"(z))

,Schock-Relation*
R(u~(z)) — R(u*(z))

¢(z) =

Sind also R, S vorgegeben, so lasst sich zumindest lokal £ so bestimmen, dass man eine Losung
erhilt, vorausgesetzt fiir ein ¢ ist R(u™(z)) — R(u™(z)) # 0.

Beachte: Diese Losung héngt dann von der Wahl von R und S ab.



