1. GRUNDLAGEN

Notation. Fir a e Nj sei [a| =a1+ ...+ ap, ol =gl - ... oyl
Fiir 2 € R” sei 2% = 28 -...--- 2%, und fiir eine Funktion f € Cl°l setzen wir (Schwarz!)
0“f o oo
Yo% _ _ o (0% [677%
00 f(x) = o (x) = 92T Pl f(x), oder 0F =05 ...05

Wie iiblich setzen wir D, = %8%, und Dg = Dg!...Dgn. Der Faktor % ist durch die Fourier-
Transformation motiviert, wie spater klar wird.
Beispiel. n = 3,a = (3,1,2). Damit ist |a| = 6,a! = 12,2% = z}z923. Fiir 8 € Nj schreiben wir
a > f, falls o > B; fiiralle j =1,...,n.
Beispiel. Die Leibnizregel: Sind f, g € Cl?, so ist
02(f9) =D can (921) (9577%)
Bl

fiir geeignete c,3 € Ng. Man kann leicht zeigen:

(o) al
Col = <6> " Bla—p)

1.1. Definition. Eine partielle Differentialgleichung fiir eine gesuchte Funktion u : Q@ C R" — C
ist eine Gleichung
F(z,00u(x):0<|a| <m)=0.

Hierbei ist F' = F(z,y4 : 0 < |a| < m) eine gegebene Funktion in den Variablen z € R"™ und
Yo € C; fur letztere wird 0fu(x) eingesetzt. Héangt F' fiir wenigstens ein o mit |a] = m von y,
ab, so heiftt m Ordnung der Differentialgleichung.

Allgemeine Fragestellungen im Zusammenhang mit partiellen Differentialgleichungen:

(a) Existenz von Losungen: Fiir partielle Differentialgleichungen gibt es kein so einfaches Kri-
terium wie z.B. den Satz von Peano. Es gibt sogar sehr “schone” Dgl, die keine Losung
haben.

(b)  Eindeutigkeit von Losungen: Im allgemeinen haben Dgl viele Losungen. Zusatzbedingungen
(z.B. Bedingungen auf dem Rand von Q) konnen oft Eindeutigkeit garantieren.

(¢) Qualitatives Verhalten: Regularitidt, Asymptotik, Abhéngigkeit von Parametern.

Beispiele.
(1) Au(z) = f(z) Laplace-Gleichung mit dem Laplace-Operator
A=02 +...+02

Aus naheliegenden Griinden verwendet man oft statt der z-Variablen die Variablengruppe (z,t)
(x “Ort”, t “Zeit”). Nach ungeschriebenem Gesetz wird A in solchen Zusammenstellungen nur
auf die Orts-(z-) Variable angewendet.

(2) Opu(x,t) — Au(z,t) =0 Wiérmeleitungsgleichung.
(3) OPu(x,t) — Au(z,t) =0 Wellengleichung.
Dabeiist t € J C R und € 2 C R”. Die drei Gleichungen haben Ordnung zwei und sind linear,

d.h. F'ist von der Form
F= an(x)ya — f(2)
Die Gleichungen (2) und (3) sind weiterhin homogen, d.h. f = 0.
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Zwei Typen nichtlinearer Gleichungen:
Man nennt die Gleichung semilinear, falls
F= Z ca(w)ya - f($7ya : |Oé| < m)
la|=m

und quasilinear, falls

F = Z CalT, Yo & o] <M)ya — f(x,ya : |af <m).
|al=m

Ein Beispiel fiir eine nichtlineare Gleichung ist die Korteweg-de Vries-Gleichung in R; x R,:
(nichtlineare Form der Wellengleichung)

Oru — 6udyu + Bgu =0
Man schreibt dann auch

U — 6uly + Ugpr = 0
1.2. Definition. Eine Funktion wu heifit klassische Losung der Dgl F(z,0%u(x) : 0 < |a| <
m) =0, falls u € C"™ und F(z,0%(z)) = 0 fir alle x.

Das Gegenstiick zur klassischen Losung ist die schwache oder Distributionslosung. Man sollte
deshalb stets angeben, wo man eine Lésung sucht.



