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9. DER SATZ VON STOKES

Integration von Formen.

9.1. Definition. Es sei w = fdxz! A ... A dz™ eine n-Form auf der offenen Menge U in R™. Wir
definieren — sofern das Integral rechts existiert:

/Uw:/Uf(x)dm.

9.2. Definition. Es seien U,V offen und zusammenhingend in R” und x : U — V ein C'-
Diffeomorphismus. Wir nennen x orientierungstreu, falls det x’(x) > 0 fiir alle z, und orientie-
rungsumkehrend, falls det x/(z) < 0 fiir alle x.

Beachte: Da det x’ nirgends Null ist und U zusammenhéngend ist, tritt stets einer dieser Fille
auf.

9.3. Lemma. Es seien U,V,x wie oben und w = fdz' A ... A dx" eine n—Form auf V. Dann
gilt:
(a)  x'w(y) = (fox)(y) detx'(y)dy' A... Ndy".
(b)
/ w==+ / X'w + / — falls x orientierungstreu/-umkehrend.
x(U) U

Beweis. (a) Es ist nach 8.16
X'w=(fox)Ax*dzt A... A x*dz"
und nach 8.15(2): x*dz! = > Ajidy’ mit (4;;) = (X' (y))T. Dann liefert 8.7 die Behauptung.

(b) Folgt sofort aus dem Transformationssatz (beachte: Betrag der Determinante!)

/ f(x)dz = / (f 0 X)) det X' (3)] dy.
x(U) U

Orientierbarkeit.

9.4. Definition. Als einen Atlas fiir eine Mannigfaltigkeit M bezeichnet man eine Menge {y; :
J € J} von lokalen Parametrisierungen ¢; : T; — V; mit T; C R™, V; C M (oder auch die Menge
der entsprechenden Umkehrabbildungen x; = gp}l : V; = T}), fiir die offenen Mengen V; eine
Uberdeckung von M bilden.

Wir nennen eine Mannigfaltigkeit M orientierbar, falls es einen Atlas mit Parametrisierun-
gen/Karten gibt, fiir den alle Kartenwechsel orientierungstreu sind. In diesem Fall nennen wir
M mit diesem Atlas orientiert.

9.5. Bemerkung. Man sieht leicht: Ist M iiber einen gegebenen Atlas orientiert, so existiert
ein weiterer Atlas mit mit der entgegengesetzten Orientierung (ersetze etwa ;(t1,...,t,) durch
@;(—t1,...,ty,) fiir alle j). Dann sind alle Kartenwechsel fiir Karten aus demselben Atlas orientie-
rungserhaltend, diejenigen fiir Karten aus unterschiedlichen Atlanten orientierungsumkehrend.

Jede weitere Karte (zu einer zusammenhéngenden Menge) kann dann zu einem der beiden At-
lanten hinzugefiigt werden. Es gibt also nicht mehr als zwei verschiedene Orientierungen.

9.6. Beispiel. Jede Mannigfaltigkeit, die durch eine einzige Karte beschrieben werden kann,
ist orientierbar, denn man braucht gar keine Kartenwechsel. Insbesondere ist also jede offene
Teilmenge des R™ eine orientierbare n-dimensionale Mannigfaltigkeit.
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9.7. Beispiel. Die Einheitskreislinie S* = {(z,y) € R? : 2 + y?> = 1} ist orientierbar: Wir
betrachten die zwei Karten ¢ : ]0,27[ — S\ {1} und @3 : | —m,7[ — S'\ {1}, ¢1(t) =
w2(t) = (cos b, sin@). Dann ist die Kartenwechselabbildung die Abbildung

X :]0,w[U]m, 27 =] — 7w, 0[U]0, 7|

gegeben durch x(¢t) =t fir 0 < ¢t < 7 und x(t) =t — 2« fiir 7 < t < 27. Beide Male ist die
Ableitung positiv. Wie erhélt man die umgekehrte Orientierung?

9.8. Integration von Formen auf orientierten Mannigfaltigkeiten. Es sei M eine kompak-
te orientierte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und w eine n-Form (Formen héherer Ordnung sind
automatisch = 0, solche niedrigerer Ordnung kann man nicht integrieren — manchmal definiert
man deren Integral einfach als Null).

Ist w im Bild einer Karte ¢ : T'— M getragen, so definiert man

/w:/go*w.
M T

Das ist sinnvoll, denn die rechte Seite ist nach 9.3 von der Wahl der Karte unabhéngig.

Eine allgemeine Form zerlegt man zunichst mit Hilfe einer C'*°-Zerlegung der Eins, die dem
Atlas untergeordnet ist, in Formen, die in jeweils einer Karte getragen sind, und benutzt dann
obige Formel.

Achtung. Geht man zur entgegengesetzten Orientierung iiber, so kehrt sich das Vorzeichen um.

9.9. Orientierung der Tangentialrdume. Eine geordnete Basis (vi,...,v,) von R™ heift
positiv orientiert, falls die Determinante der aus den v; gebildeten n x n-Matrix positiv ist.

Nun sei M mit einem festen Atlas orientiert und ¢ : T — M eine damit vertrigliche Karte.
Ferner sei tgp € T und p = ¢(tg). Nach 7.2 ist ¢'(tp) ein Isomorphismus von R™ nach T,M. Wir
nennen eine geordnete Basis von T}, M positiv orientiert, falls ihr Urbild unter ¢’(¢o) in R™ positiv
orientiert ist.

0 0
Ot1? " 7 Oty

Waéhlen wir eine andere, mit dem Atlas vertrigliche Karte, so erhalten wir denselben Orientie-
rungsbegriff, da die Kartenwechselabbildung positive Determinante haben.

Insbesondere ist also ( ) positiv orientiert.

9.10. Orientierung von Hyperflichen. Es sei M Hyperfliche im R"*!. Ein Einheitsnorma-
lenfeld ist eine stetige Abbildung v : M — R™*! mit folgenden Eigenschaften:

1) (vl =1 fir alle p;
(i) wv(p) L T,M.

Ist M orientiert, so nennt man ein Einheitsnormalenfeld positiv orientiert, falls fiir jede positiv

orientierte geordnete Basis (v1,...,v,) von T,M die Menge
(1) (v(p),v1,...,v,) positiv orientierte Basis von R™™?
ist.

9.11. Satz. Es sei M Hyperfliche in R*™, n > 1.

(a)  Zu jeder Orientierung gibt es genau ein positiv orientiertes Einheitsnormalenfeld.

(b) M besitze ein Einheitsnormalenfeld. Dann gibt es genau eine Orientierung von M, beziig-
lich derer v positiv orientiert ist. Insbesondere ist M orientierbar.

Beweis. (a) Klar ist, dass es hochstens ein positiv orientiertes Einheitsnormalenfeld gibt, da
codim M =1 ist, und hochstens in einer Richtung 9.10(1) erfiillt ist.



66

Existenz. Da M orientiert ist, existiert an jedem Punkt p € M ein eindeutiger Einheitsnorma-
lenvektor v(p) mit 9.10(1). Frage: Ist p — v(p) stetig?

Da M eine Hyperfliche in R™*! ist, existiert zu jedem p € M eine Umgebung V C R™*! und
eine stetig differenzierbare Funktion f :V — R mit grad f(x) # 0 fiir alle z € V' und

MOV ={zeV:f(z)=0}

Dann ist
d
p(x):M7 zeMNYV,
lgrad f(z)]|
ein stetiges Feld von Einheitsnormalenvektoren. In p ist ((p),v1,...,v,) entweder positiv oder

negativ orientiert. Da die Determinante eine stetige Funktion ist und o stetig ist, gilt dies auch
in einer Umgebung von p. Damit gilt also in einer Umgebung von p entweder v(z) = v(z) oder
v(z) = —v(x). In jedem Fall ist die Abbildung v stetig.

(b) Klar ist die Eindeutigkeit. Zur Existenz: Es sei v : M — R"*! ein stetiges Einheitsnor-
malenfeld. Wir parametrisieren M mit Abbildungen ¢ : T — M, wobei T" C R" offen und

Bgt(f) ey %“OT?) hat also kon-
stantes Vorzeichen auf 7. Indem man evtl. die Transformation (t1,...,t,) — (—ti,t2,...,ty)
vorschaltet, kann man annehmen, dass D > 0 auf T. Gehen wir in allen Karten so vor, so ist fiir

je zwei Karten die Determinante der Kartenwechsel-Ableitung positiv: Es seien ¥ : S — M eine

weitere Parametrisierung und y = ¢~ 't die Kartenwechselabbildung. Wir schreiben v = %
J

zusammenhéngend ist. Die stetige Funktion D(t) = det (l/(gp(t)),

und 9; = §&. Dann ist fiir # € (Bild ¢) N (Bild¢) nach 8.6:

n

h= ‘ZX" (¥ ()i Ts.

i=1 %

Nun ist nach Konstruktion

0 < det(v(z),v1,...,0)
= det(x (91 (@) det (v(z), o, . ),
wobei die letzte Determinante ebenfalls positiv ist. Daher ist auch det(x/(x¥~1(z))) > 0. <

9.12. Beispiel. Es sei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann ist der Rand eine
Hyperfliche in R™ und es gibt eine stetige dufere Normale. Folglich ist A orientierbar.

9.13. Beispiel. Die Zweisphére als Rand der dreidimensionalen Einheitskugel hat eine Orien-
tierung iiber die dufere Normale, und die &ufiere Normale in z ist der Vektor x. Die Standard-
parametrisierung ist gegeben durch

D (p,0) = (cosfcosp,cosfsing,sinf), 0<¢< 277,—% << g

Wie verhélt sie sich zur Orientierung? Wir betrachten die Determinante (mit v(p,0) = ®(p,0))
cosfcosp —cosfsingp —sinfcosp
det (@(90,9), g—i(go,ﬂ), %—3(@,9)) =det | cosfsing cosfcosey —sinfcose | = cosh.

sin 6 0 cos

Sie ist positiv orientiert, also mit der Orientierung vertréglich.
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Der Satz von Stokes.

9.14. Umformulierung der rechten Seite der Gaufs-Formel. Es sei U C R" offen. Fiir
i =1,...,n die bilden die (n — 1)—Formen

wi = (—1)i71dx1/\.../\c@/\.../\dm";
(vegl. 8.14(b)) an jedem Punkt p eine Basis fiir T;U.

Nun sei M eine Hyperflache in U mit einem Einheitsnormalenfeld v und der dadurch induzierten
Orientierung. Ist K C M kompakt und f: M — R” stetig, so gilt fir w = )" fiw;

fo- s

Beweis. Indem wir ggf. mit einer Zerlegung der Eins arbeiten, kénnen wir annehmen, dass der
Trager von w in einer Menge liegt, in der M der Graph einer Funktion von n — 1 Variablen ist:
M = {(2',2,): 2’ € T,z = g(2')} mit T C R"! offen. Wir haben dann die Kartenabbildung
p: T — M, oft)=(tg(t).
Ein Normaleneinheitsvektor in (¢, g(t)) ist bekanntlich
__(—gradg(t),1)
V1 llgrad g(1)]7

Ist er mit der durch ¢ induzierten Orientierung positiv oder negativ orientiert? Man rechnet
nach:

[¢)
—ay 1
( dp O > 1 : i
det (v, —, ..., = o
" Oty V1+legradg(®)? | 1
1 O O
8t1 T 8tn71

= ()" V1 + [lgrad g()]-

Wir wahlen also fiir ungerades n den Vektor v, fiir gerades n dagegen —v. Weil der Tréager von
w in ¢(T') enthalten ist, gilt nach Definition

fom o

Wir berechnen ¢*w : Wegen z = (¢, g(t)) = ¢(t) und der Regel ¢* (o An) = ¢ o A p*n) ist

(1) P (wi) = (“1)7 N AL AdE AT A dg(t)
(—U"%dtl AL AdETY =1, 0 -1,

und

(2) O (wy) = (D" dtP AL AdETE

Folglich ist

prw= (-1t <_Z(fi o )g + fao go) N

/w—/<pw_ (—1)"! /TF(t)dt

Somit erhalten wir
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wobel

n—1
9g(t)
F(t) == file(t)) =5 — + fale(t)).
i=1 !
Andererseits gilt nach Definition des Integrals [(f,7)dS und Beispiel 6.14.

/ (f, v)dS = / (), v(o() VI T Terad g2 db.
K T

Nach Definition von v ist dies gleich (—1)"~! [, F(t) dt = [}, w wie behauptet. <

9.15. Der Satz von Stokes in R". Es sei U C R" offen (n > 2) und w eine stetig differenzierbare
(n — 1)—Form auf U. Dann gilt fiir jedes Kompaktum A in U mit glattem Rand

/dw:/ w.
A 0A

Dabei trigt A die durch das dufsere Normalenfeld induzierte Orientierung.

Bemerkung. Fiir n = 1 liefert dieser Satz den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung;:
b
| 1 =10 - f@).

Beweis. Wir schreiben w = 3" fiw; mit den w; aus 9.14 und bezeichnen mit v das dufere Norma-

lenfeld. Nach 9.14 gilt
| o= [ (@ v@)as)
0A 0A
mit f = (f1,..., fn). Nun ist

dw = Z gxzd:ﬂl Aw; = div(f)dz' AL A dz"

Die Behauptung folgt daher sofort aus dem Satz von Gauf. <

9.16. Kompakta mit glattem Rand auf Mannigfaltigkeiten. Es sei M eine Unterman-
nigfaltigkeit des RV und A eine Teilmenge von M. Ein Punkt p € M heikt Randpunkt von A
relativ zu M, wenn in jeder Umgebung von p sowohl ein Punkt aus A als auch ein Punkt aus
M\ A liegen.

Mit 0A bezeichnen wir die Menge aller Randpunkte von A in M.

Achtung: Besser wire es, dyr A zu schreiben.

Ist M eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R" und A eine kompakte Teilmenge von
M, so sagt man, A habe glatten Rand, falls zu jedem Randpunkt p eine Karte ¢ : T — M (mit
T C R™ offen) fiir M existiert mit der Eigenschaft, dass

i) ¢{z,>0}NT)=ANe(T) und
(i) ¢ ({on =0} NT) = 9AN (D).
Betrachtet man Mannigfaltigkeiten mit Rand, so wéihlt man in der Regel Atlanten stillschweigend

so, dass alle Karten, deren Bild den Rand schneidet, die obigen Bedingungen (i) und (ii) erfiillen.

9.17. Satz. Unter den obigen Annahmen ist OA selbst eine (n — 1)—dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit des RV,

Beweis. Aus 9.16(ii) folgt, dass die Einschrankung der Abbildung ¢ auf 77 = {z, = 0} N T
ein Homéomorphismus auf AN ¢(T) ist. Ferner sind nach Annahme 0¢/0,,...,0¢/0y, linear
unabhéngig, also gilt dies auch fiir 0p/0s,, . ..,0¢/0,,_, . Daher hat die Ableitungsmatrix ()’
den Rang n — 1. <
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9.18. Induzierte Orientierung des Randes. Ist (mit obigen Bezeichnungen) M zusétzlich
orientiert, und erfiillt der Atlas die Bedingungen (i) und (ii) aus 9.16, so erhélt der Rand von A
damit eine Orientierung.

Beweis. Es seien ¢ : T — M und ¢ : T — M zwei Kartenabbildungen mit den Eigenschaften
(i) und (ii) aus 9.16, und es gelte p(T) N (T) # 0. er kénnen oBdA annehmen, dass beide
Bilder gleich sind. Die Kartenwechsel-Abbildung y = @'y bildet {t, = 0} NT auf {t,, =0} NT
ab. Mit o und @o bezeichnen wir die Einschrankungen auf {t¢,, = 0}. Wir betrachten nun die
Kartenwechselabbildung ($g) 1o = ¢~ 1|, —o. Die Ableitungsmatrix von ¢~ ¢ hat in {t, = 0}
die Form

oxa oxu

oty o Otp,
aXn—l aXn—l
ot - —gtn

Xn

0 .0 O

Nun ist die rechte untere Ecke positiv, und die Determinante der vollen Matrix ebenso (Orientie-
rung von A). Also ist auch die Determinante der oberen (n — 1) x (n — 1)-Matrix positiv. Diese
Matrix ist gerade die Ableitungsmatrix von @ Loo.

9.19. Der Satz von Stokes. Es sei U C RY offen und M eine orientierte n—dimensionale
Untermannigfaltigkeit von RV . Ferner sei w eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form in U. Dann
gilt fiir jede kompakte Teilmenge A mit glattem Rand 0A in M:

/dw:/ w
A 0A

Beweis. Mit Hilfe einer Zerlegung der Eins langt es, den Fall zu betrachten, dass w im Bild einer
einzigen Karte ¢ : T'— M getragen ist.

Der Riicktransport ¢*w von w unter ¢ ist also eine kompakt getragene (n — 1)-Form auf 7', die
wir (durch Null) zu einer (n — 1)—Form @ auf R™ fortsetzen konnen. Nach Definition ist dann
(mit der Bezeichnung H,, = {x € R" : x,, > 0})

/dw:/ 0" (dw) 8'1:6(6)/ d(ap*w):/ de.
A nNT H,NT n

Fiir die rechte Seite benutzen wir die durch ¢ induzierte Randkarte
wo T ={t' = (t1,...,ta_1): (t1,.. ., tn_1,0) €T} — 0A; ' = o(¥,0).
Wir kénnen schreiben ¢g = @ o 8 mit 8: R"~! — R" B(¢') = (#,0) Nach Definition ist

fu= Jusio= 7=, 5

Es langt also zu zeigen, dass fiir jede (n — 1)—Form @ mit kompaktem Tréger in R™ gilt

| w-] @
n OHp

Dies kann man entweder direkt zeigen, oder man argumentiert so: Man findet leicht ein Kom-
paktum A mit glattem Rand, das den Tréger von w enthélt und fiir das

0A Nsupp ¢ = 0H, Nsupp .

(Man wihle etwa H,, N B(0, R) fiir grofes R, wobei man die Schnittfliche von S(0, R) N 0H,
glattet.) Dann folgt die Aussage aus dem Satz von Stokes fiir R™, s. 9.15. <
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9.20. Folgerung. Es sei U C R und w eine stetig differenzierbare (n — 1)—Form auf U. Dann
gilt fiir jede kompakte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M (ohne Rand) von U

/ dw = 0.
M

9.21. Beispiel. Esseio =" | ”;ﬁwi mit den (n—1)—Formen aus 9.14. Wegen div W = 0 ist
do = 0, d.h. o ist geschlossen. Ist o exakt? Dann wére das Integral von ¢ iiber die Einheitskugel

S™~1 Null nach 9.20.

Es ist jedoch nach der Umrechnung aus 9.14 (weil der dukere Normaleneinheitsvektor an S™~!
in x gerade z ist):

= L — =v n—1 )
/S"l o= /Sn1<HxH"’x>dS($) /Snl 1dS(z) = volS"™ " #0

Daher kann o nicht exakt sein.

Fiir n > 3 ist S ! einfach zusammenhingend. Das obige Beispiel zeigt also, dass einfacher
Zusammenhang keine hinreichenden Bedingung dafiir liefert, dass jede geschlossene Form exakt
ist.



