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8. DIFFERENTIALFORMEN

Der Cotangentialraum. Im folgenden sei M eine differenzierbare n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit im RY.

8.1. Definition. Es sei f : M — C™ eine Funktion. Wir schreiben f € CY(M),1=0,1,2,...,00,
falls fiir jede Karte ¢ : T — M die Komposition fo ¢ : T — C™ eine C'-Abbildung ist.

8.2. Definition. Mit T;;M bezeichnen wir den Dualraum zum Tangentialraum 7),M an M in
p, d.h. den Raum aller linearen Abbildungen von T, M nach R. Man nennt 7,7 M den Cotangen-
tialraum an M in p und seine Elemente die Cotangentialvektoren in p.

Ein Vektorfeld auf M ist eine Abbildung V, die jedem p € M ein Element V (p) € T, M zuordnet.
Eine 1—Form auf M ist eine Abbildung w, die jedem p € M ein Element w(p) € Ty M zuordnet.

8.3. Beispiel. Es sei f : M — R differenzierbar und p € M. Wir definieren das Differential oder
die dufere Ableitung df, von f in p durch

1) By TM R, dfy(v) = - (f 01(7)) =0

Dabei ist v : | — e, = M eine glatte Kurve mit v(0) = p und 7/(0) = v.

Man rechnet nach: df,v ist linear und unabhéngig von der Wahl der Kurve v, die v darstellt.
Damit definiert df eine 1-Form.

Beachte: Ist M eine offene Teilmenge des R", so vereinfacht sich dies zu
dfp(v) = f'(v(7))Y (7)]r=0 = (grad f(p),v) Richtungsableitung von f in Richtung v;
die Linearform df ist also durch Paarung mit dem Vektor gradf gegeben.

8.4. Basen. Ist ¢ : T'— M eine lokale Parametrisierung nahe p mit ¢(¢) = p, so wissen wir aus

7.2, dass die Vektoren %ﬁ@), j=1,...,n, eine Basis von T,M bilden. Man schreibt sie meist in

der Form f% (ohne Angabe von ¢ oder dem Argument ¢). Dann hat also in ¢(7) jedes Vektorfeld

V' eine Darstellung
- 0 : :
V(p) = Zaj (p)g mit geeigneten a;(p) € R.
j=1 J

Man nennt V stetig bzw. [-mal stetig differenzierbar, falls die Funktionen a; alle stetig bzw. [-mal
stetig differenzierbar sind.

Ebenso haben wir die Funktionen 7; : M — R, 7 : ¢ — ¢~ 1(q)j, 1 = 1,...,n, die ¢ auf die j—te
Komponente von ¢~ !(g) abbilden.

Fiir ihr Differential dm;, in p = o(t) gilt:

0 d , 4 d
(1) dmjp <8—tk> = (07 (plt+Ter))) ; lr=0 = o= (L+Tex)  lr=0 = Oy
Sie bilden also gerade die duale Basis zu den %. Man schreibt iiblicherweise dt/ statt dm;.

In ¢(T') hat also jede 1-Form w eine Darstellung
n .
w(p) = ij (p)dt! mit geeigneten b;(p) € R.
j=1

Man nennt w stetig/l-mal stetig differenzierbar, falls die b; dies sind (nur sinnvoll fiir I < o,
die Glattheit der Mannigfaltigkeit). Oft betrachtet man auch b; als von ¢ abhéngig (in lokalen
Koordinaten).
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8.5. Beispiel. Nach 8.4 kénnen wir lokal schreiben df = Z?Zl bj dt’. Wie sehen die b; aus? Es
ist fiir p = (t) nach 8.4(1)

Zb )dt! < J ) = fp( ) dci(foso(£+76k)\r:0 = a(gi;w)@-

Beachte: f o ¢ ist gerade die in den ¢-Koordinaten ausgedriickte Funktion f.

8.6. Kartenwechsel. Was passiert, wenn wir andere Koordinaten wahlen? Es sei alsovy : S — M
eine andere Parametrisierung mit (oBdA) ¢(S) = ¢(T) und p € M, p = ¢(t) = ¥(s). Mit

X=¢ 9
bezeichnen wir die Kartenwechselabbildung. Somit ist ¢ o x = . Es sei nun V ein Vektorfeld,

das wir auf zweierlei Weise schreiben konnen
n

Vip) = Zal Zal(p)g—@@) bzgl. ¢ bzw.

Vip) = Z%( Zag 4§ bzgl. 9.
i=1 i=

Nach der Kettenregel folgt aus 1) = @y, dass

MW, N0 24
Somit ist
n _ n n 8(,08)([ n n %~‘ 8_(,0
Z“J( Zzamtl ds; =2 | as; | oy
j=1 j=11=1 =1 \j=1

Mit anderen Worten: a; = ) (0x;/0s;)a; bzw:
a(p) = X' (¥~ (p))a(p)-

Ist andererseits w eine 1-Form mit den Darstellungen

w(p) = Zbl(p)dtl bzgl. ¢ bzw.
=1

> "bj(p)ds’ bagl.
j=1

i B—w(o
8tl j= 8Sj '
Ix1 = 0
g ds; <6tl> z; Ds; b
Mit anderen Worten:

b(p) =X W @) b baw. b= '(p)") " b

Insbesodnere sehen wir, dass Tangentialvektoren und Cotangentialvektoren sich auf unterschied-
liche Weise transformieren. und daher unterschieden werden miissen.

&
=
I

So ist

Aus (1) folgt
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Differentialformen.

8.7. AuReres Produkt/Dachprodukt. Es seien @1, . . ., ¢ Einsformen. Dann wird ihr dufseres
(Dach-)Produkt fiir jedes p € M definiert durch

©1 A Ay (T,M)* — R,

e1(ve) - pr(vg)
(1 Ao Ag) (v, ..., ug) = det : :
er(ve) . pr(vr)

Dies ist eine alternierende Multilinearform. Man sieht relativ leicht:

Sind 1, ...,y weitere Einsformen mit

P = Zaij wj, t=1,...,k, fiir geeignete a;; € R,
so ist
(1) Y1 A AN Y = det(aig) 1 A A @k

8.8. Definition. Eine Differentialform der Ordnung k (oder kurz k-Form), k = 1,2,..., ist eine
Abbildung, die jedem p € M eine alternierende Multilinearform w(p) : (7,M)* — R zuordnet,
die sich lokal schreiben ldsst

(1) W= o fueadtt AL AdE
1< <. <ix<n

mit Funktionen f;; ;, : M — R (bzw. T'— R in lokalen Koordinaten, falls ¢ : 7" — M eine
lokale Parametrisierung ist). Man nennt die Form stetig/l—mal differenzierbar, falls die fir. iy
dies sind.

Schreibweise: Meist kiirzt man die obige Schreibweise ab zu w = Z‘ I|=k frdt!, wobei die Nota-
tion bedeuten soll, dass I iiber alle k—Tupel 41 ...7; mit 1 <14y < ... <1 < nléuft, fr = fi, .,
und dt! = dt't A ... A diE,

Beachte: Da das Dachprodukt alternierend multilinear ist, ist dt’* A ... Adt% = 0, wenn i; = i,
fir ein [ # m. Es gibt daher fiir & > n aufier der Null keine k-Formen. Daher ist in (1) die
Summation entsprechend eingeschrankt.

Der Vollstéandigkeit halber nennt man Funktionen auch Nullformen.
Wir schreiben: w € QFM.
8.9. AuReres Produkt von k- und l-Formen. Das iufere Produkt aus 8.7 lisst sich zu einem

dufkeren Produkt von k- und I-Formen fortsetzen, indem man fiir Einsformen ny, ..., 9k, Y1, ...,
definiert

(MA A AGLA LAY =m A AR AYLA .. Ay
und die Definition linear fortsetzt. Wir kénnen k& = 0 oder [ = 0 einschlieffen, indem wir fiir
a€Rund w € QF(M) setzen a Aw =w A a = aw.

Die resultierende Abbildung QF(M) x QY(M) — QFY(M), (w,0) — w A o ist linear in jedem
Faktor. Ferner gilt:

(i) whAo=(-DFoAw;

(i) (w1 Aw2) Awg = wi A (w2 Aws) (Assoziativitit) fiir w; € QF (M).

Eigenschaft (i) folgt aus der Tatsache, dass die Permutation
1,...,kk+1,... k+)—(k+1,...,k+1,1,... k)

das signum (—1)* hat.
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8.10. AuRere Ableitung. Es sei w eine stetig differenzierbare k-Form mit der lokalen Darstel-
lung w = Z‘ 1=k frdt!. Thre dufere Ableitung dw ist eine k + 1-Form, definiert durch

do="Y"dfr Ndt',
\I|=k
mit dem Differential df; von fr: o(T) — R.
Beachte:

(i)  Man kann zeigen, dass dies von der Wahl der Darstellung unabhéngig ist. Mehr dazu 8.12.
(i) Ist f; = froe:T — R (in lokalen Koordinaten), so ist nach 8.5

dw = Zi% dt? A dt!

[I]=kj=1 """
8.11. Satz. Es seien w,n k—Formen und o eine [—Form, alle stetig differenzierbar. Dann gilt:
(@)  d(Adw+pn) = Adw + pdn
() dwAo)=dwAo+(—1)fwAdo.
(

¢) Istw sogar zweimal stetig differenzierbar, so ist d*w = d(dw) = 0. (Dies ist die wesentliche
FEigenschaft von d.)

Beweis. (a) ist klar.
(b) Wir schreiben in lokalen Koordinaten: w = 3 fy dt! und o = " §; dt’. Dann ist

wANo = ijgjdtl/\dt‘],
1,7

also nach Definition der dufseren Ableitung und der Produktregel

o(frg ) .
dwho) = Y %dtmwmcﬁj: S (atff G+ fr g") dt™ A dtt A dt?
I1,Jm m I,Jm

3f1 3

875
I,Jm IJm

= doNo+ (—1)*wAdo.

= 0gy
g dt™ A dtT A dt? DEf =25 dth A dt™ A dt?
+ Z 1 Ot

(¢) Zunéichst sei k = 0, d.h. w = f ist eine Funktion. Wir schreiben bzgl. der Karte ¢ : " — M:
f = fop. Dann ist

d(df)—d( . dt) = Z&tlat A ndtm ="+

l<m I>m
an 62f~ l Schwarz
- dtt Ndt™ TT=""0.

dl Adt! = 0 ist, folgt im allgemeinen Fall fiir w = Y fr dt!, dass

Weil d(at!) &

= d(dfr ndt") = d(dfr) Adt" — dfr Ad(dt') =0—-0=0.
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8.12. Bemerkung. Wir konnen nun die Unabhéngigkeit der dufseren Ableitung von der Kar-
tenwahl beweisen.

Es seien ¢ : T — V und ¢ : S — V zwei Abbildungen von offenen Mengen S, T C R", die beide
eine offene Teilmenge V' von M parametrisieren und w eine k-Form, die sich bzgl ¢ in der Form
w = Zm:k ardt’ und bzgl. ¢ als w = ZM:k ayds”? schreiben lisst. Offensichtlich geniigt es zu
zeigen, dass die beziiglich ¢ und v definierten dufleren Ableitungen auf Funktionen f : V — R
und auf den Einsformen dt’, i = 1,...,n, dieselben Werte liefern. Dann ergibt sich der allgemeine
Fall aus der Produktregel in Satz 8.11(b).

(i) Fiir eine Funktion f ist df in Beispiel 8.3 unabhéngig von der Kartenwahl definiert.

(ii) Fiir die Einsform dt’ ist d(dt') = 0 bzgl. . Weil dt' aber das Differential einer Funktion ist
(némlich von p — ¢ 1(p); € R), ist es auch in der Parametrisierung durch ¢ das Differentiai
dieser Funktion. Nun ist d? = 0, also ist auch in dieser Parametrisierung d(dt') = 0.

Geschlossenheit und Exaktheit.

8.13. Definition. Eine stetig differenzierbare k-Form w heifit geschlossen, falls dw = 0. Sie heifst
exakt, falls es eine (k — 1)-Form 7 gibt mit w = dn.

Klar: Jede exakte Form w = dn ist geschlossen, sofern n zweimal stetig differenzierbar ist.
8.14. Formen und Vektorfelder auf R". Es sei U eine offene Menge im R".

(a) Ist f:U — R eine Funktion, so ist

n
of
df = ——da’
f Z E)xj
7j=1
Wir haben, wie in 8.3 erwéhnt, die zueinander dualen Basen {ey,...,e,} = {8%1’ - %
von T,R™ und {dz!,...,dz"} von T, R". Das Differential df kénnen wir unmittelbar mit

dem Zeilenvektor (0f /0x1,...,0f/0x,), also f’, identifizieren. Der Gradient hingegen ist
der Spaltenvektor ) (0f/0x;)e;. Zwischen beiden steckt eine Identifikation von Tangential-
und Cotangentialraum, die im Fall von R” trivial ist, allgemein jedoch nicht.

(b) Jede (n — 1)-Form w auf U ldsst sich schreiben
w=Y_ fi(-1y" del A AdzI AL A dz?

mit geeigneten Funktionen f;. Dabei bedeutet das Dach, dass dieser Term weggelassen
wird. (Die Wahl des Faktors (—1)7~! scheint willkiirlich, wird aber gleich motiviert.)

Dann fallen in der folgenden Formel wegen der alternierenden Multilinearitét der Formen
die Summanden mit j # k weg und es gilt

dw = ZZ 1)7- 18f] de* Adz' AL Adad AL A da”
7j=1k=1

- Zaf”d A Adz"
&c]

= dlvfd:c Ao o Ndx™.

Die dufsere Ableitung einer (n — 1)-Form entspricht also der Divergenz des mit ihr identi-
fizierten Vektorfelds, wenn man die n-Form divfdz!...dz™ mit divf identifiziert.
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(¢) Istw=>a;(z)da’ eine stetig differenzierbare Einsform, so ist

8aj m ; 8ai2 8ail i i
(1) dw(x):ZZ%dx /\d:L‘j:‘Z <8$i1_@ dz"™ A dx'?.
i m 11 <12

Die Bedingung, dass w geschlossen ist, ist also dquivalent dazu, dass das Vektorfeld (aq, ..., a,)
die Integrabilitatsbedingung erfillt:

Oa;  Oay .

— = — k=1,...,n.

axk 832] Y j? 9 9 n

(d) Ist n =3, so sind die Zweiformen die (n — 1)-Formen. Nach (b) kénnen wir sie schreiben
bida® A da® — byda' A da® + byda' A da®
Fiir die Ableitung einer 1-Form wie in (1) ist dann

8(13 8(12 8@3 80,1 aag E)al
bi,b2,b3) = | -———,——+ —,— — =— | =rota.
( o2 3) <8x2 8x3 8%1 + 8%3 E)xl axg rova
Die dufsere Ableitung einer 1-Form entspricht also der Rotation des Vektorfelds, mit dem
wir die Form identifizieren.
(e)  Die Tatsache, dass d?f = 0 ist, entspricht den Identititen divrot f = 0 und rot gradf = 0.
8.15. Transport unter Abbildungen. Es seien M und N Mannigfaltigkeiten und x : M — N
eine differenzierbare Abbildung (d.h. in allen Karten ist x differenzierbar).
Ist v :] —¢e,e[ = M eine Kurve in M, so erhalten wir mit y oy : ] —¢,e[ = N eine Kurve in N.
Indem wir die Ableitungen in 0 betrachten, erhalten wir eine Abbildung

Xt Ty M = Tyogo) N

Ubergang zur dualen Abbildung und Erweiterung auf k& Vektoren sowie Variation von p liefert:

Xt Ty N = Ty M; (x*0)(v) = o(x«v) fiir 0 € T"x 0 y(0)"N,v € T %49y M bzw.

X OEN) S QM) (o)) (01, 0k) = (0 (X)) (Xt - - o)

Wie sieht das in Koordinaten aus? Es sei p in M und ¢ : T — M eine Karte mit ¢(t) = p. Wir
betrachten die Basiskurven v;(7) = ¢(t + 7e;), j = 1,...,n. Ihre Ableitung ist 7;(0) = ng(g).
Nun sei ¢ : S — N eine Karte nahe x(p) mit ¥(sg) = x(p). Fiir die Komposition ist

W Y. (8%) — (x07)(0) = (0 61 0y 07)(0) = ¥ (s0) (' x7) (0)

= Vo)) O = Y Any g,
a(¢_1X )m

ot;
fiir 2% (s0) steht. Ist also v = > i1 bj - in T, M, so ist
J

Osm
0 g .
XU = ZAmj b; D5 = Zcm@ mit ¢ = Ab.
7,m

wobei A = (4,;) = < (E)) die Ableitungsmatrix von 1 ~!y¢ ist; beachte, dass %

Auf Einsformen ist x*(o)(v) = o(xxv), also

. 0 o\ ) 0
() =0 () 20 (S gls) 2
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und somit

(2) X" (Z cldsl) = Zdjdtj mit d = ATc.

Die Abbildung . ist also gegeben durch Multiplikation mit der Jacobi-Matrix des Kartenwech-
sels, x* durch Multiplikation mit ihrer Adjungierten.

8.16. Lemma. Es seien M, N Mannigfaltigkeiten, x : M — N differenzierbar und es seien
w,w1,ws Differentialformen der Ordnung k und o eine Differentialform der Ordnung | auf N,
A, € R. Dann gilt:

(a)  X"(Awi + pw2) = A" (w1) + px*(w2);

(b) x(wAo)=x"(w)Ax*(0);

(¢) Ist w einmal und x sogar zweimal stetig differenzierbar, so ist d(x*(w))
(

X" (dw).

oL

) Ist weiterhin x : L — M differenzierbar, so ist (x o X)*(w) = x*(x*(w)).

Beweis. (a), (d) sind trivial.
b) folgt aus der Definition des Dachprodukts 8.9.
c) Zunéchst sei w = f eine Funktion (kK = 0). Dann ist mit lokalen Karten ¢ : T" — M,

d(X*f) — d(f o X) — Z Mdt] Z Z asm (:9;( ° 90) )dtj 8. 15 (df)
j J

Nun betrachten wir den Fall w = ds™ Dann ist nach dem ersten Teil
(1) d(x*ds™) = d(d(s™ o x)) = 0 = x*(d(ds™)).
Nun folgt die Behauptung aus (b) und (1): Fiir w = Y frds™ A ... s% ist
aw) = d( YU s AL X (s™))
= > dX(f1)) AX(ds™) AL X () + 0
= ZX*(de)) AXF(ds™) A .xF(s%)
= x'dw

8.17. Hilfssatz. Es sei U C R” offen und V' C R x R" offen mit [0, 1] x U C V. Die Abbildungen
X0, X1 : U = V seien definiert durch

Xo(t) = (07t)7 Xl(t) = (17t)'
Ist o eine geschlossene stetig differenzierbare k-Form auf V' mit & > 1, so gibt es eine stetig
differenzierbare (k — 1)—Form n auf U mit

X10 — X0 = dn.

Beweis. Wir bezeichnen die Koordinaten in R x R™ mit (s,?1,...,t,) und schreiben dann
o= frdt'+ Y gydsndt’.
|I|=k |J|=k—1

Wir kénnen als Kartenabbildungen ¢, = id wéahlen; die Transformationsmatrix A aus 8.15(2)
ist dann



63
Es folgt (x)T = (x})T = (0, E,) und daher X;(dt') = dt" und x(ds) = 0. Somit
Xio =Y fit)ydt’s xgo=>_ f1(0,t)dt’

dazz fId /\dtI+ZZ fIdt’/\dtI ZZ d Adt A dt? .

I =1 J j=1

und

Da o geschlossen lbt, folgt

0 0
fI dt! = ZZ IT 47 A it
J j=1 j
Wir integrieren die Koefﬁzienten auf beiden Seiten von s = 0 bis s = 1: Es ist
Lo
af% Ads = Fi(L1) — Fi(0,1);
0 S

OgJ B 8/1

und somit

X10 = Xo0 = Z(ff(l t)) — f1(0,t)dt" = Z/ (8f[5tds>dtf
= Zzn:f(gi"( )d)dtj/\dt‘] ZZ(% </ ngt)d>dtjAdt‘].

J j=1

<

Wir erhalten nun eine Verallgemeinerung des Satzes, dass auf einem sternférmigen Gebiet jedes
Vektorfeld, das die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, ein Potential hat.

8.18. Satz. (Lemma von Poincaré) Ist U C R" sternformig, so ist jede auf U geschlossene
k-Form w exakt (k > 1).

Beweis. Wir konnen annehmen, dass U beziiglich des Nullpunkts sternférmig ist. Wir betrachten
dann die Abbildung x : R x R” — R", x(s,t) = st, und setzen V = x~1(U). Nun definieren wir
xo0 und x; wie im Hilfssatz. Die k-Form o = x*w auf V ist geschlossen. Wir wenden den Hilfssatz
an und erhalten eine (k — 1)-Form 7 auf U mit xjo — x50 = dn.

Da x o x1 =idy und x o xo = 0, folgt
Xi0 = XiX'w = (x o x1)'w =id"w=w; xpo = (x°x0)'w =0.
Es folgt, dass w = dn.
8.19. Bezug zu §15. Fine geschlossene 1-Form auf einem einfach zusammenhédngenden Gebiet

ist exakt. Fiir die Exaktheit geschlossener k-Formen, k > 2 langt einfacher Zusammenhang i.
Allg. nicht mehr.



