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5. FOURIERREIHEN

Skalarprodukte und Hilbertrdume. H sei ein K-Vektorraum, K = R oder C. Ein Skalarpro-
dukt auf H ist eine Abbildung (-,-) : H x H — K mit folgenden Eigenschaften:
Fiir beliebige x,y,z € H,a € K

(i) (z,y) = (y,z) (= (y,2), falls K = R).

(i) (x+wy,2)=(x,2)+ (y,2).

(i) (azx,y) = alz,y).

(iv) (x,z) >0, falls x # 0.

Es folgt sofort (z,y + z) = (x,y) + (z,2), (x,ay) = a(x,y).

Orthogonalitit /Orthonormalitét. Wir nennen x orthogonal zu y und schreiben x L y, falls
(x,y) = 0.

Eine Menge {v, : a@ € A} von Vektoren in H heifit orthogonal, falls (vy,vg) = 0 fir o, 8 €
A, # . Sie heift orthonormal, falls zusétzlich (v,,v,) = 1 fiir alle a € A.

Sind M, N C H, so vereinbart man:

(i) M heift orthogonal zu N, falls (m,n) = 0 fiir alle m € M,n € N.

(i) Mt ={xe H: (x,m)=0 fir alle m € M}.
M ist stets ein abgeschlossener Unterraum von H.

Norm aus Skalarprodukt.

(i)  Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung [(x,y)| < ||z ||y|| zeigt die Stetigkeit des Skalarpro-
dukts.

(i)  Durch ||z]| = v/(z,z) ist eine Norm auf H definiert. Die Dreieicksungleichung folgt aus
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

lz+yl* = (@+y.2z+y) = (z,2)+ (@) + Y z)+ Yy
< lzl® + 2l (lllyll + llyl* = (] + yl)?

(iii) Es gilt die Parallelogrammgleichung ||z + y||? + ||z — y||? = 2||=[|* + 2|y
Hilbertraum. H heifst Hilbertraum, falls H beziiglich der Norm ||z| = 1/(z, ) vollstédndig ist.
5.1. Satz. L?(X) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (f,g) = [ fgdpu.

Beweis. Man iiberzeugt sich zunéchst, dass dies tatséchlich ein Skalarprodukt ist. Interessant ist
hier nur die Definitheit. Fiir f € L% ist (f, f) = [ |f[?du reell und nicht-negativ. Ist (f, f) = 0,
so ist f = 0 f.ii. und somit f = 0 als Element von L? Zur Vollstindigkeit: Man rechnet Mit dieser
Definition gilt || f||2 = (f, f)/?; daher folgt die Aussage aus Satz 4.13. <

5.2. Satz. Es sei M abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums H. Dann ist H = M @& M.
Ferner gilt dann: Ist £ = m 4+ n mit m € M und n € M, so ist m das eindeutig bestimmte
Element von M fiir das ||z — m/|| minimal wird.

Beweis. Es sei « ¢ M. Wir setzen d = inf{||x — z|| : z € M}. Dann existiert eine Folge (m;) in
M mit ||z —m;|| — d.

1. Schritt. Wir zeigen, dass (m;) eine Cauchy-Folge ist: Nach der Parallelogrammgleichung (oder
durch Nachrechnen) ist

0 < [lmy —myl* = [[(my — 2) = (mx — 2)”
= 2|my —al® +2 mi — |® ~[|(m; — x) + (my, — 2)||*.

—d? —d?
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Nun ist [|(m; — z) + (mg — 2)||* = 4]|3(m; + mg) — z||* > 4d?, da L(m; + my) € M. Es folgt

0 < limsup ||m; —mg||* < 0.
J,k—o0

2. Schritt. Da M abgeschlossen ist und H vollsténdig: 3m € M : mj — m, |z —m|| = d. Da
x ¢ M, ist d> 0.

3. Schritt. Zeige: (x —m,m’) =0V m' € M: Betrachte die Funktion f: R — R definiert durch
f&) = Jlz—m+tn/|? = (& —m+tm',z —m+tm)
= |z —m|*+tm,z —m) + t{x —m,m’) + £*||m’||.
Dann ist f(t) > d?, f ist stetig differenzierbar mit
f@) = (m,z—m)+ (x—m,m)+ 2t ||?
= 2Re(m',x —m) + 2t||m/||>.

In 0 hat f lokales Minimum, also ist f/(0) = 0. Es folgt, dass Re (m/,z — m) = 0. Analog:
Im (m/, 2 —m) =0 (mit g(t) = ||z —m + itm/||?).

4. Schritt. Schreibe = m + (z — m). Dann ist m € M, 2 —m € M*. Folglich H = M + M*.
Die Summe ist direkt: Ist z € M N M+, so ist (z,z) = 0, also x = 0. Also: H = M & M+,

5. Schritt. Annahme: 3 my, my : || —mq|| = ||z — m2|| = min. Dann ist nach Schritt 3: z —m; €
M+, also my — ma = (z — mg) — (x —mq) € M N M+ = {0}. <

Fourierreihen: Abstrakte Theorie. Im Folgenden sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt
(-,-) und der Norm ||z|| = (z,z)'/2. Ferner sei B = {v, : @ € A} eine orthonormale Teilmenge
von H.

5.3. Definition. Wir definieren zu x € H die Funktion & : A — C durch
() = (2, va)
und nennen #(«) den a-ten Fourierkoeffizienten bzgl. {v, : v € A}.
Der folgende Satz zeigt, dass Fourierkoeffizienten beste Approximationen liefern:

5.4. Satz. Es sei {v, : a € A} eine orthonormale Menge, F' eine endliche Teilmenge von A und
Ur der von {v, : a € F'} aufgespannte Unterraum von H.

(a) Sind fiir « € F Werte ¢, € C vorgegeben, so existiert genau ein y in Up mit §(a) = pq,

namlich
y= Z Pala-
a€EF

lyl* =~ leal

aeF

In diesem Fall ist

(b) Istz € H und
sp(x) = Z () Vas

acl
S0 ist

|z —sp(@)|| < ||z —u| firalle ueUp,
d.h. sp(z) ist der Vektor aus Up, der x am néchsten liegt, vgl. 5.2. Ferner gilt:

Z Z(a)? < ||z? Besselsche Ungleichung (einfache Version).
a€l
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Beweis. (a) folgt sofort aus der Orthonormalitétsrelation.
(b) Esist §p(a) = &(«) fiir alle o und daher x—sp(x) L v, fiir alle « € F. Somit ist (z—sp(z)) L
sp(x) — u fiir alle w € Up, und

lz = ull* = ll(z = sp(2)) + (sp(z) = W)|I* = o = sp@)|* + |lsp(z) — ul®.
Dies liefert die Optimalitit. Speziell fiir u = 0 folgt ||s¢()||? < ||z||?, was nach (a) die Besselsche
Ungleichung liefert. <

I I

5.5. Definition. Es sei f : A — [0, oo[ eine beliebige Funktion. Wir setzen

Z f(a) =sup{f(a1) + ... f(ag): {au,...ax} endl. Teilmenge von A}.
acA

5.6. Der Raum (?(A). Es sei

(A) = {@:A%C: Z|cp(a)|2<oo}.

a€cA

Wir koénnen auf A als o—Algebra die Potenzmenge wéhlen und als Maf das Z&hlmaf. Dann
ist Y- ,c4 f(@) das Lebesgue-Integral von f (vgl. 2.10(b)), und ¢*(A) = L?(A). Insbesondere ist
¢%(A) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt
(1) (o) =D pla)i(a)

acA

1/2
und der Norm ||p|| = (Z \90(01)‘2) 2,

Was die Summe angeht: Ist ¢ € £2(A), so ist {a : p(a) # 0} hichstens abziihlbar, denn fiir jedes
k€ Nist {a: |p(a)| > 1} endlich. Es handelt sich daher um Reihen im bekannten Sinn.

Weiterhin sieht man sofort aus Definition 5.5, dass der Unterraum
E = {& € (*(A) : #(a) # 0 nur fiir endlich viele a}
eine dichte Teilmenge von £2(A) ist.
Dabei nennen wir eine Teilmenge E eines normierten (oder metrischen Raums) X dicht in X,

falls zu jedem z € X und jedem € > 0 ein e, in E existiert mit ||z — e.|| < € bzw. d(z,e.) < €.

5.7. Lemma. X und Y seien metrische Ridume, X sei vollstindig und f : X — Y sei stetig.
Ferner enthalte X eine dichte Teilmenge Xy, auf der f eine Isometrie ist; das Bild f(X) sei
dicht in Y.

Dann ist f eine Isometrie.
Beachte: Man nennt f eine Isometrie, falls f bijektiv ist und fiir alle x1, xo gilt

dY(f(fL'l), f(.Tg)) = dX($17$2)'
Beweis. Direkt. b

5.8. Satz. Es sei {v, : @ € A} eine orthonormale Menge im Hilbertraum H. Wir bezeichnen mit
P den Raum der endlichen Linearkombinationen von Elementen v,. Dann gilt fiir jedes x € H:
Z 2(a)? < ||z (Besselsche Ungleichung).

acA

Die Abbildung x + % ist ein stetiger Epimorphismus von H auf ¢%(A). Dessen Einschrinkung
auf den Abschluss P von P ist eine Isometrie von P auf ¢*(A).

Was heift das? Wir kénnen zu z € H (oder # € (?(A)) das Element s(z) = Y, #(a)v, wie
folgt definieren: Nur fiir abzéhlbar viele o ist &(v) # 0, so dass eine Reihe 3 72| #(vj)eq; vorliegt.
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Wegen der Orthonormalitét der v, und der Besselschen Ungleichung definiert die Partialsum-
menfolge eine Cauchy-Folge, die in der Norm (aber im Allgemeinen nicht absolut) konvergiert.

Die Abbildung = + s(x) ist die Projektion von H auf P; ihr Kern ist der Raum P

Die Tatsache, dass = +— & ein Epimorphismus von H auf £2(A) ist (mit anderen Worten, dass zu
jeder £2(A)-Folge ¢ ein x € H existiert mit & = ), heilt Satz von Riesz-Fischer.

Beweis. Da nach 5.4 die Besselsche Ungleichung fiir jede endliche Teilmenge von A gilt, bleibt
sie nach Definition der Reihe auch fiir A giiltig. Nun definieren wir

o: H = 2(A); o(x) =i
Man beachte, dass wegen der Besselschen Ungleichung tatséichlich 2 in £2(A) liegt!

Klar: ¢ ist linear. Ferner ist

def
)=

. . Bessel B
llo(z1) — o(2 |21 — 22| < ||lx1 —a2| firalle z1,20 € H.

Daher ist ¢ stetig. Die Bilder der Elemente in P sind genau die Elemente des Raums E aus 5.6.
Nach 5.4(a) ist

p:P—E Isometrie.
Unser Satz folgt daher aus Lemma 5.7 mit X = P, Xo =P, Y = {%(A), wenn wir beachten, dass
P als abgeschlossene Teilmenge des (vollstdndigen) Hilbertraums ebenfalls vollstéandig ist. <

5.9. Satz. Es sei B = {v, : @ € A} eine orthonormale Menge in dem Hilbertraum H. Folgendes
ist dquivalent:

(i) B ist eine maximale orthonormale Menge.
Man nennt B dann eine Orthonormalbasis (ONB) (Achtung: Im Allgemeinen ist eine ONB
keine Basis!).

(ii)  Die lineare Hiille P von B ist dicht in H.
(iii) Fiirallex € H ist Y., 4 |#(a)[* = ||z||?, d.h. die Besselsche Ungleichung ist eine Gleichung.

(iv) Fiir alle z,y € H ist (x,y) = > c4 T(a)y(c) (Parsevalsche Gleichung)

Beweis. (i) = (ii). Ist P # H, so enthilt 7" mindestens ein Element v # 0. Durch Hinzufiigen
von v/||v]| lieke sich B vergrofern.

(i) = (iii).
(ii))= (iv).

Az,y) = o +yl? = ||z -yl +illz +iy|® — iz — iy|% falls K = C baw.
Kz,y) = |z+yl*>— [z —yl?, falls K=R.

Folgt sofort aus 5.8.

In jedem Hilbertraum gilt die Polarisationsgleichung:

Wenn also die Normen in zwei Hilbertrdumen tibereinstimmen (wie in diesem Fall die Normen
in H und in ¢2(A)), so auch die Skalarprodukte.

(iv) = (i). Ist 0 #£ v L B, so gilt fir c = y = v:

0# HUH2 = (z,y) = Z Z(a)y(a) = ZO =0 Widerspruch!
acA

Zur Verdeutlichung noch einmal die zentrale Aussage aus 5.8 und 5.9:

5.10. Satz. Ist {v, : « € A} eine ONB von H, so ist die Abbildung ¢ : x +— I ein isometrischer
Isomorphismus von H auf ¢*(A). Man schreibt x = Y. #(a)v, im Sinn von 5.8. Es gilt

«

<.I', y)H = <§;7 g>€2(A) .
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Man kann mit dem Lemma von Zorn zeigen:

5.11. Satz. Jede orthonormale Menge in einem Hilbertraum kann zu einer ONB erganzt werden.
Insbesondere hat jeder Hilbertraum eine ONB.

5.12. Folgerung. Jeder Hilbertraum ist isomorph zu ¢?(A) fiir eine geeignete Menge A.
5.13. Satz. (Riesz) H Hilbertraum. Zu jeder stetigen Linearform v € H' = L(H,K) existiert

genau ein vy, € H mit
u(z) = (z,yu), x€ H.
Bewets. Ezistenz. Ist u = 0, so wahle y,, = 0.
Sei also u # 0. Dann ist N = Kernu < H und abgeschlossen. Nach 5.2 ist H = N @ N+. Wihle
y € N+ mit u(y) = 1. Dann gilt fiir beliebiges x € H
x = (z —u(z)y) +u(z)y € N @ N+t
Somit ist dim N+ = 1.

Setze y,, = <y{’y>. Dann gilt
(2.u) = (0, =) = (& = ula)y + ule)y, ) = u(@)(y, ) = u(z)
(v, y) (v, 9)) (v, y)
Damit haben wir y, gefunden.
Eindeutigkeit. Sei z € H ein beliebiges Element mit
(x,yu) = u(z) = (x,2) Vre H.
Dann ist (x,y, — z) = 0 fiir alle x € H, somit y,, = 2. <

Konkrete Fourierreihen.

5.14. Definition. Es sei Fo, die Menge aller 2r—periodischen Funktionen auf R:
For ={f :R—=C: f(t+2m) = f(t) fur alle t}.

1 s 1/2
Lgﬂ = {f € For : f messbar, || f|| = (27r/ |f(t)]2dt> < oo};

—T

Ferner sei

genauer deren Aquivalenzklassen modulo Nullfunktionen. Ebenso kann man LE_ definieren. Wir
setzen ferner
CY ={f € For : f ist k — mal stetig differenzierbar}.

Ein trigonometrisches Polynom ist eine Funktion der Form
N
p(t) = Z cje”’" mit geeignetem N € Ny, ¢; € C.
j=—N

Klar: (1) Jedes trigonometrische Polynom hat eine Darstellung

ao

N
5 T Z (aj cos(jt) + bjsin(jt)), mit aj,b; € C.

=1

p(t)

(2) Jedes trigonometrische Polynom gehort zu CS2.

5.15. Lemma. (a) L3 _ ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

o) =~ " reygma.

Com o,

(b) Cay ist dicht in L3_.
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Beweis. Dies ist offensichtlich ein Skalarprodukt. Da es bis auf den (unerheblichen) Faktor 1/27
mit dem Skalarprodukt von L?([—n,7]) iibereinstimmt und die Funktionen von L?([—7,7]) zu
Funktionen in L3 fortgesetzt werden kénnen, ist der Raum vollstindig.

(b) Es sei e > 0. Mit Satz 4.16 finden wir leicht eine Funktion g € C([—m,7]) mit ||f — ¢g|| < e.
Wir koénnen ¢ unter Erhaltung der Ungleichung so &ndern, dass g(—m) = g(7). Damit lasst sich
g zu einer Funktion in Cy, fortsetzen. <

5.16. Lemma. Die Menge der durch e;(t) = €, j € Z, definierten Funktionen ist orthonormal.
Ihre lineare Hiille sind die trigonometrischen Funktionen.

Beweis. f:r ¢liteikt gt — ffﬁ e'U=R)t dt. Das Resultat ist 0 fiir j # k und 2 fiir j = k. <

5.17. Hauptsatz. Die Menge {¢; : j € Z} ist eine ONB von L%_. Bezeichnen wir (wie in 5.3)
mit f] f( /) = (f,ej) den j—ten Fourierkoeffizienten, so gilt

f s f ist eine Isometrie L3 — (*(Z) und (f,g Zf]g]
JEL
Jede Funktion f € L3_ ist insbesondere (eindeutig) durch ihre Fourierreihe darstellbar:
f= Z fjeijt im L? — Sinn,
JEZL

vgl. 5.8. Im Allgemeinen hat man keine punktweise Konvergenz!)

Beweis. Wegen 5.16 muss man nur zeigen, dass LH(e; : j € Z) dicht in L3 und somit {e; :
j € Z} eine ONB ist. Der Rest folgt dann aus Satz 5.10. Dazu konstruiert man eine Folge
trigonometrischer Polynome (g ) mit folgenden Eigenschaften (eine sog. approximative Identitét):

(1) Qk( ) > 0 fiir alle k, ¢
(i) 5 /7 qi(t)dt =1 fiir alle k
(iii) Fur jedes 6 > 0 sei
sk(0) = sup{gx(t) : § < |t| < 7}.
Dann gilt s;(6) — 0 fiir £ — oo.
Hat man eine solche Folge, kann man die Dichtheit von (e; : j € Z) zeigen: Ist f € L%7r und € >0

vorgelegt, so wihlt man zunichst g € CY_mit ||f — g|| < £/2. Es langt also ein trigonometrisches
Polynom p mit [|g — p|| < £/2 zu finden. Dazu definieren wir pj durch

pi(t) = /7r g(t — s)qx(s)ds

t+m

uts / g(u)ai(t — u) du

—Tr

Py T
Perogmtdt / g(U)Qk (t _ U) du

—T

Wir schreiben g (t) = Zj-vsz cje’t. Dann ist

t—u E:Cezjuut

und daher py, ein trigonometrisches Polynom. er zeigen, dass py gleichméfhig gegen g konvergiert.
Wir wahlen dazu zuerst ein > 0 so, dass

(1) l9(s) —g(t)] < 7, falls |s — ] < &
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dies ist wegen der gleichméfigen Stetigkeit von g moglich. Dann ist wegen (ii)

)=o) = 5 [ (ot =) = g(0) an(s) s
= o[ s - g s ds
0<|s|<é
1

o [ Gt~ g0 axls) ds
o<|s|<m

und somit
(1),3),(1) ¢
Ipk(t) — g(t)] < 1 L 2lgllsupsi(d)-

Wegen Eigenschaft (iii) ist die rechte Seite < £/2 fiir hinreichend grofses k. Damit sind wir fertig,
denn

€
||pk - g”Lgﬂ, < ”Pk - gHSup < 5
Es bleibt, eine solche Folge (gx) zu finden. Eine Moglichkeit ist

k
1+ cost
iy = (oY

wobei ¢ so gewéahlt ist, dass (ii) gilt.
Dann gilt offensichtlich (i); (ii) gilt nach Definition. Nun zu (iii): Es ist

™ k s k
L= G <1+cost) dtzc—k <1+cost> sint dt
T 0 2 T 0 2
1
_ L/14u kdu: 2¢y T+a\"! _ 2¢y
)i\ 2 (k+1)m 2 o (B+D7T
Somit ist ¢ < @ Nun fallt g auf [0, 7]; also ist
k+1)7r (1+cosd\"
00 < au(0) < FHUT (R0
und der Beweis ist vollstédndig. <

Der Beweis enthélt die folgende bemerkenswerte Aussage:

5.18. Weierstrafischer Approximationssatz. Zu jedem g € (o, gibt es eine Folge von
trigonometrischen Polynomen, die gleichméifig gegen g konvergiert.

5.19. Bemerkung. Wir wissen, dass die Fourierreihe i.Allg. nicht punktweise konvergiert. Wann
dies der Fall ist, zeigt u. a. der folgende Satz (s. Heuser, Analysis II, Satz 136.4).

5.20. Satz. Es seien f € L3, t € R und § > 0. Existieren die Grenzwerte
t5) = lim f(t+h
F#7) = lim f(t+h)
und sind fiir 0 < h < 9

Fle+h) = fE) o fE—h) = f(E)
h h

beschrankt, so konvergiert die Fourierreihe von f in t gegen den Mittelwert w




