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4. ANWENDUNGEN

Der Transformationssatz. In diesem Abschnitt beweisen wir die Verallgemeinerung der aus
Analysis 1 bekannten Substitutionsregel

/@(a dy_/ It

Zentrale Beobachtung ist Lemma 4.2, dass sich unter linearen Abbildungen das Mafs mit dem
Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix dndert.

Wir bezeichnen mit m das Lebesgue-Maf. Zunéchst beobachten wir, dass unter lokal lipschitz-
stetigen Abbildungen Nullmengen in Nullmengen abgebildet werden:

4.1. Lemma. Es sei E C R™ mit m(E) =0 und T : E — R" eine Abbildung mit
|17 (z) = T(y)ll

lim sup <oo; we L.

yeE y—x Hx - y”
Dann ist m(T(E)) = 0.
Beweis. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf R™ koénnen wir auch mit |y|| = [|yllec =
max{|y;| : j = 1,...,n} arbeiten. Dann ist die ‘Kugel’ B(z,r) der in x zentrierte Wiirfel mit

Kantenldnge 2r.
Fixiere k,p € N, € > 0. Setze

I7@) = T)l <kfiiralley€B<:L‘,l> ﬂE}.
ly — = p

Wegen m(E) = 0 kann man F' durch offene ‘Kugeln’ B; = B(z;,r;), j =1,2,..., mit ; € F und
rj < % iiberdecken, wobei }; m(B;) < ¢ gilt. (Weil das dukere Mak von E Null ist, konnen wir £
durch abzéhlbar viele offene Mengen U; (0.B.d.A. Wiirfel der Kantenléinge < 1/(3p) iiberdecken
konnen, so dass > m(U;) < &/2". Ist nun U;NF # (), so iiberdecke U; durch eine ‘Kugel’ B(xj,7;)
wie oben. Da sich die Kantenlange maxunal verdoppelt, erhoht smh dabei das Gesamtvolumen
hochstens um den Faktor 2™.)

Fiir 2 € F N Bj ist |lz; — 2| <r; < 5, x; € F. Folglich ist
1T () = T(x)|| < kllzj — || < krj

F:Fk,p:{er:

und daher
T(FNnBj) C B(T(xj), k'rj) also
T(F) < |JB(T(x)),kr;).
Weil m(B(T(x;), krj)) = (2krj)” ist, ist

<Zm T(z4),kr;)) = k" Zm ) < k"e.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt, dass T'(F') messbar ist mit m(T'(F')) = 0. Da E = {J , Fi, ist,
schliefen wir, dass m(T(E)) = 0. <
4.2. Lemma. Es sei T eine lineare Abbildung auf R™. Dann gilt fiir jede Borelmenge E:
m(T(E)) = |det T|m(E).
Beweis. Durch E — m(T(FE)) wird ein Mafs auf den Borelmengen definiert, ebenso durch

E — |det T|m(FE). Nach Satz 3.11 geniigt es zu zeigen, dass sie auf allen endlichen Interval-
len {ibereinstimmen. Wir reduzieren die Aufgabe:



29

(i)  Da das Lebesguemafs sich nicht dndert, wenn man die Menge verschiebt, konnen wir an-
nehmen, dass F ein Intervall ist, das mit einer Ecke im Ursprung liegt.

(ii)) Jede Seitenfliche von I ist eine Nullmenge, vgl. 1.22. Das Bild einer Seitenfléche unter
einer linearen Abbildung ist ebenfalls eine Nullmenge nach Lemma 4.1.

(i) Wir kénnen daher annehmen, dass [ = {2 : 0 < x; < ¢;} ist, ¢; > 0.

(iv) Sind T} und T zwei lineare Abbildungen, und gilt die Aussage fiir 7} und 75, so auch fiir
Ty o Ty (Multiplikativitat der Determinante).

(v) Jede lineare Abbildung ist Komposition von Operatoren von einem der folgenden drei
Typen:
(a) Permutationen
(b)  Matrizen der Form diag(a,1,...,1)

1 0 ... 0

11 ... 0
© |.

0 1

(iv) Unter Permutationen geht das Intervall in eines mit demselben Maf {iber. Da eine Permu-
tation Determinante £1 hat, stimmt die Aussage.

(v) Eine Diagonalmatrix der obigen Form hat Determinante «. Sie wirkt auf das Intervall
dadurch, dass die 1 —Richtung um den Faktor o gestreckt wird. Das Volumen des neuen
Intervalls unterscheidet sich also um den Faktor |a|. Daher gilt auch hier die Behauptung.

(vi) Da wir nun wissen, dass die Behauptung fiir Diagonalmatrizen richtig ist, kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass ¢; = ... = ¢, = 1. Fiir T vom Typ (c) ist dann

TI)={z:21 <xp<x1+1; 0<x; <1 fiir j #2}.
Setzt man S; = {z € T(I) : o < 1} und Sy = T(I) \ S1, so ist m(T(I)) = m(S1) +
m(S2). Andererseits ist I die disjunkte Vereinigung von S und der um 1 in Richtung es
verschobenen Menge Sy: I = S U (S3 — e3), so dass

m(T(I)) = m(S1) + m(S2) = m(S1) + m(S2 —e2) =m(I) = |det T'| - m({).
<
4.3. Satz (Transformationssatz). Es seien V, W offene Teilmengen des R" undT : V' — W ein
C!—Diffeomorphismus (d.h. T ist invertierbar und T,T~! € C'). Dann gilt fiir jedes f € L*(W):
(a)  Die Funktion z + (f o T)(x)|det T"(z)| ist in L*(V) und
(b)  Jw fw)dy = [, f(T(2))|det T'(z)]| da.
Bemerkung. Es geht mit weniger als C', s. W. Rudin, Real and Complex Analysis. 7.26.

Der unten stehende, elementarere Beweis stammt aus J. Dieudonné, Grundziige der modernen
Analysis.

Beweis. Wir gehen in Schritten vor und schreiben J(x) = | det T'(z)].

1. Schritt. Es geniigt, den Satz fiir den Fall f = x4 mit einer messbaren Menge A zu beweisen.
Er folgt dann fiir alle messbaren einfachen Funktionen und — wegen des Satzes iiber monotone
Konvergenz — fiir alle nichtnegativen Funktionen. Mit f = f* — f~ folgt dann die Aussage fiir
alle f.

Nun ist jede Lebesgue-messbare Menge die disjunkte Vereinigung aus einer Borelmenge und einer
Nullmenge. Fiir eine Nullmenge N ist nach Lemma 4.1 auch T~1(NN) eine Nullmenge und somit

/XNdy:O:/XT1(N)-Jd:L‘:/XNoT-Jd:L‘.
w 1% 1%
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Also brauchen wir nur f = x4, A Borelmenge, zu betrachten. Da

AH/WXAdy und AH/‘/(XAOT)(CC)J(:c)dx:/VXT1(A)(x)J(:c)dx

nach Satz 2.12 beides Mafse auf den Borelmengen sind, kdnnen wir uns nach Lemma 3.11 auf
den Fall beschranken, dass A = I ein Intervall ist.

2. Schritt. Sind Ty : V. — W; und Tb : Wi — W zwei C'-Diffeomorphismen mit 7" = T5 o T}, so
gilt die Transformationsformel fiir 7', sofern sie fiir 77 und 75 gilt. (Klar?)

3. Schritt. Der Satz ist richtig, wenn T eine affin-lineare Transformation ist, d.h. T'(x) = zo + Lx
mit konstantem linearem L.

Dazu: Hier ist J = |detT’| = |det L|. Ist I ein Intervall und E = T—1(I N W), so ist
[y = mlInw) = m(P(E) = mlzy + L(E) " m(L(E)
w

4:2 /XT_l(IﬂW) |det L|d$ :/ XTI oT - -Jdx
\%4

(zur letzten Gleichung: x € T Y{(INW) & Tz e INW & Tz € [ und x € V).

4. Schritt. Der Satz ist richtig, wenn n = 1 ist. Dann ist V abzdhlbare disjunkte Vereinigung von
Intervallen. Es geniigt also, den Satz fiir den Fall V' = ]a, b zu beweisen. Wir kénnen annehmen,
dass det T” dort konstantes Vorzeichen hat, 0.B.d.A. positiv ist.

Ist [ =]e,d[ C W, soist T71(I) =T e, T~1d], also

/W xi(y) dy = /Cd ldy=d—c= /TldT’(:c)d:v = /V(XI o T)(x)J(z) dz.

T-1c
5. Schritt. Der Satz ist richtig, wenn n beliebig ist und T folgende Form hat:

T(z) = (t(z1,...,Zn), T2, ..., Tn),
wobei t € C! und det T'(x) = aaTtl # 0:
Ist 2’ € R*! und ist der 2'—Schnitt V» = {x1 : (x1,2") € V} # 0, so ist T} : 21 +— t(z1,2’) ein

C!-Diffeomorphismus von Vs auf eine offene Teilmenge von R. Daher gilt nach Schritt 4:

dT:
[ atnain = [ GaeTiena)| T en|do.
Ty(V,) V, dxy

Mit Fubini folgt:

/fodm=/</mvz/)x1dy1> dx/:/(/Vz/(XIOT)(I‘l,iL‘,)J(x)dx1> d:v':/v(XIoT)de.

6. Schritt. Wir sind fertig, wenn wir zeigen, dass zu jedem z € V eine offene Umgebung Vj
existiert, so, dass Tjy, eine Komposition von endlich vielen Abbildungen der Form ist, wie wir
sie in Schritt 3 und Schritt 5 behandelt haben.

Dazu: Indem wir T von links und rechts mit Translationen komponieren kénnen wir x = T'(x) = 0

annehmen. Ersetzen wir zudem T durch 77(0)~!T (Komposition mit konstanter linearer Abbil-
dung), so haben wir weiterhin 77(0) = E, d.h. g—g = ;1.

Wir definieren dann

v;: V=R vi(x) = (Ti(x),..., Tj(x),zjt1,. .., Tn).
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Aus dem Satz von der inversen Abbildung ergibt sich, dass eine offene Umgebung V4 von 0
existiert, so dass v;ly, fiir jedes j ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung von 0 ist. Nun
ist

T=v,=(vhov, ) (vn_10v,%)...0(va0uvy )u;

dabei hat fiir jedes j die Abbildung vjv;_ll die Gestalt

T (21,21, 15(2), X1, - Tn)-

Durch Komposition von links und rechts mit einer Permutation geht diese Abbildung in eine von
der im Schritt 5 iiber. <

4.4. Polarkoordinaten in R2. Essei R € Ry U {+oco} und
Dp = {(z,y) € R? : 2? + y* < R*}.

Wir wollen | Dr f(x,y)d(z,y) berechnen, f messbar. Klar: Das Integral d&ndert sich nicht, wenn
wir Dg durch Dg \ {(z,0) : z > 0} =: W ersetzen.

Nun definiere
T:]0,R[ x]0,2n] - W
—_——
=V

durch
T(r,p) = (rcos p,rsinp).
Dann sind V, W offene Mengen und 7" : V. — W ist bijektiv. Ferner ist
. [ cosp —rsing
T(T’SO)_< sin ¢ rcoscp)'
Also ist
detT'(r,p) =r>0 Y(r,p) €V.

Insbesondere ist T iiberall auf V invertierbar, folglich T—' sogar stetig differenzierbar, da
(T~ (x) = (T'(T~Y(x)))~". Es folgt

(2,) d(z,y) = /V FTGr ) d(r, )

f
Dpg
R p2m
= // f(rcosp,rsinp)rdpdr.
0o Jo

4.5. Polarkoordinaten in R3. Es sei R € R, U {co} und Bg = B(0, R). Wir betrachten

x
W = Bgr\ 0 |:z2>0,,
z

T: ]07R[ X ]O, 27T[ X ] — g’ g[ bijﬂgtiv

definiert durch

7 cos v cos ¢
T(r,p,0) = rcos¥sing | . Dann ist
rsind

costycosp —rcos¥sing —rsindcosp
T (r,p,9) = cosdsing rcosvcosp —rsindsing
sin 0 rcos

Damit ist
det T'(r, p,9) = r? cos® > 0
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auf W, somit T € C!. Es folgt:

flz,y,2)d(z,y,2) =
Br

R p2m /2
/ / / f(rcos?dcos @, cossin p, rsin 19)1"2 cos ¥ di de dr
0 J0 —7/2

4.6. Definition. Es sei M messbare Menge bzgl. des Mafes p. Wir setzen

vol, (M) i= () = [ o) dn.
Ohne Angabe von p meinen wir das Lebesgue-Mafs.
4.7. Rotationssymmetrische Korper. Es sei f : [a,b] — [0, 00| integrierbar und
K ={(z,y, %) eER3:a<2<b, 0< :L‘2+y2 < f(z)2}

Dann ist mit ,Zylinderkoordinaten‘ in R? (=Polarkoordinaten fiir x,y, unveréindertes z)

VOIK:/XK(xayaz)d(x7y7z)

b poo p2rm b rf(2)
= // / X{r2<f(z)2}7 dpdrdz = 27?// rdrdz
aJO JO aJO

_ 27r/abf(;)2dz:7r/abf(z)2dz

LP—R&aume. Im Folgenden sei (X, .4, 1) ein Mafraum.

4.8. Bemerkung. Man kann die Begriffe der Lebesgue-Messbarkeit und -Integrierbarkeit auch
fiir Funktionen mit Werten in R bzw. C™ verwenden. Man fordert dann, dass jede Komponente
messbar /integrierbar ist.

4.9. Definition. Essei 1 <p < oo und f: X — C eine Funktion. Wir schreiben f € LP(X)
(bzw. LP(X, ), falls f messbar ist und [ |f(z)P dz < oo ist. Wir setzen dann

111, = ([ 156 as) "

Wir schreiben f € L*°(X), falls es eine Nullmenge gibt, auferhalb derer f beschriankt ist. Man
setzt

| flloo = inf{r : |f(x)| < r fir fast alle x}.
Man nennt || f||cc auch das wesentliche Supremum von f.
Beachte: Es ist auch |f(z)| < || f|lo .., da

{z:1f(@)] > |fllec} = U {x Sf @) > 1 flleo + l} = Vereinigung von Nullmengen

n

4.10. Definition. Es sei 1 < p < oo. Die Zahl ¢ mit % + % =1 (wobei ¢ = 1 fiir p = 0o und
q = oo fiir p = 1) heilt zu p konjugierter Exponent. Es ist stets 1 < ¢ < oo und 1 < ¢ < oo fiir
1 < p<oo. Speziell: p =2« qg=2.
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4.11. Satz. Es sei 1 < p < oo, q der konjugierte Exponent und f,g: X — [0, 00| messbar. Dann
gilt:

1/ 1/
(1) /fg dp < </ il du) ’ </ g7 d,u> ' (Hélder-Ungleichung) und

1/p 1/p 1/p
(2) </(f +9)’ du) < </ fP d,u) + </ g du) (Minkowski-Ungleichung).

Beweis. (1) Es seien A und B die Faktoren auf der rechten Seite. Ist A = 0 so ist f = 0 f.ii., also
auch fg = 0 f.i. und damit nichts zu zeigen. Ist A = 400 und B # 0, so ist ebenfalls nichts zu
zeigen. Analoges gilt fiir B. Wir kénnen also F' = % und G = % definieren. Dann ist

/deuzlz/quu.

Ist z € X mit 0 < F(z) < oo und 0 < G(z) < o0, so bestimmen wir s,t mit F(z) = e*/? und
G(z) =€'/1. Da % + % = 1 ist, folgt aus der Konvexitdt der Exponentialfunktion, dass

P < e fp + e /g,

also PP Clo)
@y, Gy

p q
Diese Ungleichung gilt trivialerweise auch, falls F'(z) = 0 oder G(z) = 0. Die Menge, wo F' oder

G den Wert +o00 annehmen, ist eine Nullmenge. Integration der Ungleichung zeigt, dass
1 1
/ FGdu < —+ —.
p q

Dies ist dquivalent zur Behauptung. <

F(z)G(x) <

Um (2) zu zeigen, schreibe

(f+9)P =F(f+9)P  +g(f+9P "
Die Holdersche Ungleichung liefert dann

[svortans ()" (firsom )"
/g(f o) dp < (/gp du>1/p </(f + )1 du>1/q

Addition ergibt wegen (p — 1)g = p

Juearas i eora)” (fra) " (fr4) ")

Die Behauptung ergibt sich nun, indem wir durch C = ( J(f+9)P du) Y4 dividieren. Beachte
dazu, dass wir 0 < C' < co annehmen konnen:

und ebenso

(i)  Aus C =0 folgt f =g =0 f.i., also ist nichts zu zeigen.
(ii)  Wegen der Konvexitét der Funktion t — ¢ ist

(%)p < % (f* +9")

Aus C = oo folgt daher, dass auch die rechte Seite von (2) unendlich ist; wieder ist nichts
Zu zeigen.
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4.12. Satz. Es sei 1 < p < oo und q der konjugierte Exponent.

(a) Fiir f,g € LP(X) st f +g € LP(X) und ||f + gllp < /1|y + lgll, (Minkowski).
(b) Fiir f € LP(X) und g € LI(X) ist fg € LY(X) und || flly < ||/}, glly, (Holder).

Beweis. Fiir 1 < p < oo folgen beide Aussagen sofort aus Satz 4.11. Ist p = 1, so folgt (a), weil
lf +g] < |f]+|g|- Fiir p = oco: Esist nach 4.9 |f(z)] < ||f|lcc und |g(z)| < ||g||lco fast tberall,
somit [ f(x) + g(x)] < [[flloc + [lglloo f11..

(b) ist fiir p =1 und p = oo offensichtlich, weil |f(z)g(z)| < |f(2)|]|g]lco f1i.. <
4.13. Satz. Fiir1 < p < oo ist LP(X) ein Vektorraum. Identifizieren wir Funktionen, die sich nur
auf einer Nullmenge unterscheiden, so ist (LP(X),| - ||,) ein Banachraum (d.h. ein vollstédndiger

normierter Raum).
Beweis. Abgesehen von der Vollstdndigkeit haben wir schon alles gezeigt. Es sei also (fx) eine
Cauchyfolge in LP und zunéchst p < oo.

Wir wahlen eine Teilfolge mit '
||fl€j+1 - fijp <27/

und setzen
l [e%s)

0= ey = il 9= fayr = fiyl-

j=1 Jj=1
Aus der Minkowski-Ungleichung folgt, dass ||gx|[, < 1 ist. Ferner zeigt monotone Konvergenz

lglly = /gp dp = /lim(gz)p dp = lim/gﬁ’ dp = lim [|gy[|) < 1.

Insbesondere ist die Reihe fiir g fast iiberall absolut konvergent, somit konvergiert auch

o0
P+ D g = i)
j=1
fast iiberall. Wir bezeichnen mit f den Grenzwert, wo er existiert, und setzen ansonsten f = 0.

Dann ist
f(z) =lm fi (z) fast iiberall.

Wir zeigen nun, dass fr — fin LP. Zu e > 0 wihle N mit || f; — fx||, < ¢ fiir alle k,/ > N. Dann
liefert der Satz von der monotonen Konvergenz, dass

/ |f — fulP dp = /Jlg(r)lo | fx;(x) — fe(z)[” dp (geschickte Umformung des Limes!)

= [ i it {1y 2) = A5 2 D it [ |f (o)~ fulo) d < 2
—00 j—o0
Es folgt, dass f — fr € LP(X) ist und somit auch f, da f = fir + (f — fx). Ferner zeigt die
Ungleichung, dass || f — fxl|, = 0.

Fiir den Fall p = oo definiert man

Ni =A{z: |fu(@)] > [l fallo} wnd Ny = {z:|fi(z) = filz)] > I fx — fillso}-
Alle sind Nullmengen, ebenso ihre Vereinigung, N.

Zu jedem e > 0 existiert ein ng so dass || fr — filleo < € fiir alle k,1 > ng. Nach Definition gilt
dann |fx(x) — fi(x)| < e fiir x ¢ N. Insbesondere ist fiir jedes z ¢ N die Folge (fx(x)) eine
Cauchy-Folge in C, hat also einen Grenzwert f(z). Es folgt fir x ¢ N, [ > ny:

[f (@) = fie)] = Tim [fi(2) = fi2)] < [lfx = fillo <e
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Somit konvergiert die Folge (fx) in der co-Norm gegen f, und f ist messbar als punktweiser
Grenzwert messbarer Funktionen. Weil fiir beliebiges | > ng gilt: || fllco < |filloo + IIf — filloo <
| filloo + € ist f in L. <.

Der Beweis des obigen Satzes enthilt ein Resultat, das selbst auch interessant ist:

4.14. Satz. Ist 1 < p < oo und (f) eine Cauchy-Folge in LP mit Grenzwert f, so enthilt (fy)
eine Teilfolge, die punktweise f.ii. gegen f konvergiert.

4.15. Bemerkung. Die obigen Sétze sind auch fiir den Fall interessant, dass p das Zahlmafs
auf den Menge Ny ist. Die entsprechenden LP-R&ume sind die Folgenrdume, die meist mit ¢
bezeichnet werden:

o (No) = {& = (w0,01,3,...) : |2, = (i\xj\p)l/p <oo}.
j=0

Hier sehen wir « als Abbildung « : Ng — C; 2(j) = x;. Es ist

o0
[ el dn =31z
=0

Auch fiir diese Rdume gelten also Holder- und Minkowski-Ungleichung. Statt Ny kann man alle
abzéhlbaren Mengen verwenden (insbesondere Z) und auch iiberabzihlbare; mehr spéter.

Fiir den folgenden Satz sei (X, A, u) = (R", M, m).

4.16. Satz. Es sei 1 < p < oo, f € LP(R"™) und € > 0. Dann findet man eine stetige Funktion
ge, die aukerhalb einer kompakten Menge konstant Null ist und fiir die ||f — g.||, < € gilt.

Achtung: Fiir p = 0o ist diese Aussage falsch, betrachte etwa f =1 auf R™.

Beweis. (Skizze) Es sei xj, die charakteristische Funktion von Iy = [—N, N|". Dominierte
Konvergenz zeigt, dass || f — x1y fllp — 0. Wahlen wir N so grok, dass ||f — x1y fllp < /2, so
langt es, ein g wie oben zu finden mit ||g — xry fll, < €/2. Indem man f in f* zerlegt und
diese Funktionen durch einfache messbare Funktionen nédhert, sieht man, dass es geniigt, zu
jeder messbaren Menge M C I eine Folge stetiger Funktionen hj zu finden, die auferhalb I
verschwindet und xas — hr — 0 in LP erfiillt.

Nun existiert zu M C Iy eine Folge abgeschlossener Mengen A; C M mit p(M \ A;) — 0, d.h.
XM — XxA; — 0in LP. Wir konnen also annehmen, dass M = A; abgeschlossene Teilmenge von
Iy, somit kompakt ist.

Wir setzen dann zunéchst 1

T 1+ k dist (z, M)

gr(x)
Dann ist
(i) 0<g<1
(i) g(z)=1leoxzeM
(iii) gg(z) — 0 fiir ¢ M und k — oo.
Weiterhin definieren wir ¢ : [0, 1] — [0, 1] durch

0; 0<t<1/2
W“*:{zu—lﬂx 1/2<t<1

Fiir hy, = ¢ o gi gilt dann schliefllich
(i) 0<h<1
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(i) hp(z)=1<x € M,

(iii) hg(x) \(O fir k — oo, falls x ¢ M

(iv) hi(x) =0, falls x ¢ [-N —2, N +2]"

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt dass hy — xas — 0 in LP.

4.17. Bemerkung. Man kann in Satz 4.16 sogar ‘stetig’ durch ‘C°°’ ersetzen.



