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3. INTEGRATION AUF PRODUKTRAUMEN

Es seien (X, A, p) und (Y, B,v) Mafrdume. Wir wollen daraus eine o-Algebra und ein Maf auf
X xY konstruieren. Zunéchst zur o-Algebra, der wir schon in 3.1(c) begegnen. Literatur: Rudin,
Real and Complex Analysis

Die Produkt-o-Algebra A x B.
3.1. Definition.

(a) Ein messbares Rechteck in X x Y ist eine Menge der Form A x B mit A € Aund B € B.

(b) Mit A x B bezeichnen wir die kleinste o-Algebra, die alle messbaren Rechtecke enthélt.
(Achtung: Dies ist nicht das tibliche kartesische Produkt.)

(¢) Essei FECX xY undz € X,y €Y. Wir nennen
E, ={y: (z,y) € E} den z — Schnitt von F
EY ={x: (z,y) € E} den y — Schnitt von E.
(d) Fir eine Funktion f: X XY — RU {do0} sei
fo:Y = RU{xoo} durch f,.(y) = f(z,y);
fY: X - RU{zxoo} durch f¥(x) = f(z,y).
3.2. Lemma.
(a) Ist E€ Ax B, soist E, € Bund EY € A.
(b) Essei f: X xY — RU{zxoo} messbar (bzgl. A x B). Dann gilt

(i)  Fir jedes x € X ist f, auf Y messbar bzgl. B.
(ii)  Fiir jedes y € Y ist f¥ auf X messbar bzgl. A.

Beweis. (a) Es sei © die Menge aller E € A x B, fiir die gilt, dass E,, € B. Offensichtlich enthalt
2 alle messbaren Rechtecke; Q2 ist auch eine o-Algebra, wie man leicht sieht. Da Q C A x B ist
und A x B per Definition die kleinste o-Algebra ist, die alle messbaren Rechtecke enthélt, folgt,
dass Q = Ax B. (Dazu: (U\ V), =Uz \ Va; (UUg)z = J(Ug)z.). Fiir EY analog.

(b) Es sei ¢ € R. Dann ist nach Definition der Messbarkeit
Q={(z,y) e X xY: f(z,y) >c} € AX B.
Nach (a) ist dann fiir jedes z € X,y € YV
{yeY : foly) >ct=QyeBund {x e X: fY(z)>c}=Q, €A

Das Produktmafs.

3.3. Definition. Der Mafaum (X, A, i) heifst o-endlich, falls es disjunkte Mengen Xj;,j € N,
in A gibt mit u(X;) < oo und X =J;2, X;.

Dies ist z.B. fiir das Lebesgue-Maft auf R” erfiillt.

Annahme. Im Folgenden nehmen wir zusétzlich an, dass X und Y o-endlich sind.

3.4. Satz. Es sei Q € A x B. Wir definieren ¢ : X — [0,00] und ¢ : Y — [0, 00| durch
pla) = v(Qaz), P(y) = (@)
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Dann ist ¢ A-messbar, 1) ist B-messbar, und

(1) /cpd,u:/wdy.

Wegen ¢(z) = [y xo(x,y) dv(y) und ¥(y) = [y xo(«,y) du(x) kann (1) auch in der Form

/){(/}/X@(w,y)du(@) du(a:)z/}/(/XxQ(x,y)du(x)) dv(y).

geschrieben werden.

[Beweis. Es sei Q C A x B die Familie aller Mengen @ fiir die der Satz gilt. Wir werden zeigen,

dass 2 die folgenden Eigenschaften hat:

(i)  Q enthélt alle messbaren Rechtecke.

(i) € enthélt aufsteigende Ketten (d.h. sind Q; € Q, Q1 C Q2 C ..., s0ist Q :=JQ; € Q).

(ili) Sind Qj,j € N, in Q und disjunkt, so ist Q :=JQ; € Q.

(iv) Ist u(A) < oo und p(B) < oo, und sind Q; € Q@ mit Ax B 2D Q1 2 Q2 2O ..., so ist
Q = ﬂ Qj c Q.

Zu (i). Ist @ = A x B, so ist Q, = B, falls z € A und = 0, falls nicht. Daher ist v(Q,) =

v(B)xA(z) und analog ,u(Qy) (A)XB( ). Damit sind ¢ und ) messbar und beide Seiten von
(1) haben den Wert u(A)v(B).

Zu (ii). Analog zu ¢ und ¢ definieren wir ¢; und ¢; zu @;. Sie sind messbar nach Annahme und
nichtnegativ. Aus der Additivitat von p bzw. v folgt, dass ¢;(x)  ¢(x) und ¥;(y) ¥ (y). Der

Satz iiber monotone Konvergenz liefert

/cpd,u:lim/ cpjd;L:lim/lﬁjdV:/de-
X X Y Y

Zu (iii). Definiere ¢; und ¢; wie oben. Dann ist ¢ = >, ¢; und ¢ = > 1p;. Aus Satz ?? folgt,

dass
/X@duzgfx%duzgfywjdu:/ylbdu

Zu (iv). Wir definieren ¢; und 1; wie oben und zeigen, dass

(2) pj(x) = @(x) und ;(y) = P(y) :
Esist xQ, () = XQ2. () = - .. mit lim xq,, (¥) = xq. () fiir alle y. Somit ist die Folge punktweise
konvergent und dominiert durch xg,, € L*(Y). Es folgt mit dominierter Konvergenz, dass

lim pj(x) = lim/ XQ;, AV = / XQ. dv = ¢(x).
Y Y

Analog fiir ¢. Nun wenden wir den Satz von der dominierten Konvergenz ein zweites Mal an:
Wir haben punktweise Konvergenz nach (2), und es ist ¢; < v(B)xa € L'(X), ¢; < u(A)xp €
LY(Y). Der Satz von der dominierten Konvergenz liefert also

/soduzlim/ wjduzlim/wjdV=/¢dV-
X J JX J Jy Y

Es sei nun X = [J X (disjunkt) mit u(X;) < co und Y = (JY; (disjunkt) mit v(Y;) < oco. Fiir
Q € A x Bsetze Qj = QN (X; x Y}) und definiere

K={Q e AxB:Q,, cQ fir alle j,k}.

Nach (ii) und (iv) ist K eine sogenannte monotone Klasse; es enthélt die messbaren Rechtecke
nach (i) und disjunkte Vereinigungen davon. Man kann damit zeigen (das ist noch mehr Arbeit),
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dass KC sogar eine o-Algebra ist. Da K C A x B und A x B minimal bzgl. dieser Eigenschaften
ist, folgt, dass K = A x B. Es ist also fiir jedes Q € A x B und alle j,k die Menge @, in Q.
Andererseits bilden die @, eine disjunkte Zerlegung von Q). Wegen (iii) ist also @ € €. Dies war
die Behauptung. <.

3.5. Definition. Fiir Q € A x B definiere

)@= [ v@dn™ [ u@nav

Wir nennen p x v das Produktmaf auf X x Y. Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt durch das
folgende Lemma.

3.6. Lemma. u x v ist ein Mafs auf X x Y mit der Produkt-o-Algebra A x BB, und (X x Y, A x
B, x v) ist ein o—endlicher Mafsraum.

Beweis. u x v ist offensichtlich eine nichtnegative Mengenfunktion auf A x B.

Abzéhlbare Additivitdt: Sind @1, Q2,... paarweise disjunkte Mengen, @) = U;’;l Q; und setzt
man

p(a) = v(Qz), wj(z) = v(Qjx),

so ist wegen der abzdhlbaren Additivitdt von v
o
o) = 3 ¢i(a)
j=1

Aus dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

(HXV)(Q):/Xsﬁ’duzjz;/)(sﬁ’jdﬂzjz;(HXV)(Qj)-

Zur o—Endlichkeit: Sind X; und Y} wie oben, so ist X x Y = J;;,(X; x Y}) (disjunkt), und
(1 x v)(X; x Yi) = pn(X;)v(Ye).

3.7. Satz von Fubini. Es sei f : X x Y — C messbar bzgl. A x B.
(a) Ist f >0 (reellwertig) und

(1) so(fv)Z/fodv, ¢(y>=/Xfydu, reX,yey,

so ist ¢ messbar bzgl. A, 1 messbar bzgl. B und

2) /X@duz/Xnyd(MXV)z/Ywdu

Man schreibt dies auch:

o [ tdwsn= [ ([ seaua)am = [ ([ renae) e

und nennt die beiden Integrale rechts die iterierten Integrale fiir f.
(b)  (auch Satz von Tonnelli) Gilt

@*(x):/|fx\dl/<oo und /@*d,u<oo,
Y X

soist f € LY(u x v).
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(c) Ist f € LY(uxv),soist f, € L*(v) fiir fast alle x € X und fY € L'(p) fiir fast alley € Y.
Die durch (1) f.ii. definierten Funktionen ¢ und 1 liegen in L () bzw. L' (v), und (2) bzw.
(3) gelten.

Hauptanwendung: Kombiniert man (b) und (c), so sieht man: Ist f messbar und eines der
iterierten Integrale fiir |f| endlich, so ist f € L', und die Identitéten (2) bzw. (3) gelten.
Beachte die Annahme, dass X und Y hier o-endlich sind.

Beweis. (a) Nach Lemma 3.2 sind ¢ und ¢ sinnvoll definiert. Ist @ € A x B und f = xq,
so folgt die Identitét (2) unmittelbar aus Definition 3.5 und Satz 3.4. Damit gilt (a) fiir alle
nichtnegativen einfachen messbaren Funktionen. (*)

Ist nun f beliebig, so existiert nach Satz 2.8 eine monoton wachsende Folge messbarer einfacher
Funktionen s, mit sy(z,y) — f(z,y). Setze gp(z) = [, (sp)edr. Wegen s; < sp < ... ist
auch (s1)z(y) < (s2)z(y) < ... mit (sx)z(y) = fz(y) fiir alle y. Der Satz von der monotonen
Konvergenz liefert

o(z) = /fo dv = lim /Y(sk)x dv = lim g ().
<

Ferner ist () < @o(x)
vergenz zeigt, dass

(4) /«Pduzlim/ o dp.
X X

Andererseits gilt wegen (*):

(5) /X opdp 2 /X sulag)dex v) " /X Ty

Aus (4) und (5) folgt nun die erste Identitét von (2). Zweite analog.

.... Fine weitere Anwendung des Satzes von der monotonen Kon-

(b) folgt sofort, wenn man (a) auf |f| anwendet.

(c) Es geniigt, reellwertige Funktionen zu betrachten. In diesem Fall definieren wir zu f* die
Funktionen % wie in (1). Nun ist f € L!, also nach Definition f*+ € L'. Da (a) fiir ¥ gilt,
liegt T in L'(X), ebenso ¢~. Insbesondere gilt nach Lemma 2.17: ¢ (x) < +o0o f.ii.. Damit ist
(fF). € LY(Y) fiir fast alle 2. Wegen f, = (f*), — (f 7). folgt, dass f, € L1(Y) fiir fast alle x.
Damit gilt auch

p(z) = /Y fodv = /Y () v — /Y (f e dv = p*(2) — o~ (2) Eit,

somit ¢ € L.

Nun ist nach (a)

/Xsﬁ’idﬂ - /Xxyfid(uw),

/XSOdHZ/Xnyd(MXV)~

Die Aussagen fiir ¢ folgen analog. g

und daher

Vollsténdigkeit.

3.8. Bemerkung. Das Lebesgue-Maf auf R™ ist vollsténdig, d.h. jede Teilmenge einer Nullmenge
ist wieder eine Nullmenge. Dies ist bei dem hier konstruierten Produktmafs i. Allg. nicht der
Fall. Ist z.B. A eine Nullmenge in A und B eine nichtmessbare Menge (d.h. B ¢ B), so ist
AXxBCAXY und (uxv)(AxY)=0.Die Menge A x B gehort jedoch nicht zu A x B, denn
sonst wiare B = (A x B), € B nach Lemma 3.2.
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Man kann jedoch jedes Maf vervollstdndigen:

3.9. Satz. Es sei (X, A, p) ein Mafraum und A* die Menge aller A C X, fiir die es Mengen

UV e Agibt mit U CACV und p(V\U) = 0. Wir setzen dann p*(A) = p(U). Damit ist

auch (X, A*, *) ein Mafraum.

Beweis. (1) p ist sinnvoll definiert. Ist namlich auch U1 C A C V; und pu(Vq \ Uy) = 0, so ist
U\U1 gA\Ul QVl\Ul und so M(U\Ul)zo.

Analog ist p(Up \ U) = 0 und somit p(U) = pu(Uy).

(2) A* ist eine o-Algebra: (i) Da A C A* ist, ist X € A*.

(i) Sind A; € A*, so existieren U;,V; € A mit U; € A; C V; und p(V; \ U;) = 0. Es folgt

UU; CUA; CUV; und p(UV; \UU;) < > p(V;\ Uj) = 0. Somit ist UA; € A*.

(111) Ist Uj Q Aj g Vj, j = 1,2, mit M(VJ\U]) = 0, S0 ist Ul\VQ Q A1 \AQ Q Vl\U2 und

w(Vi\Uz) \ (U \ V2)) = (V1 \ Up) U (Vo \ Uz)) = 0 und somit A; \ Ay in A*. <

3.10. Bemerkung. Man kann entsprechend die Definition der Messbarkeit erweitern: Ist (X, A, i)

ein vollstdandiger Mafsraum, so nennt man eine Funktion messbar auf X, falls

(i)  f wenigstens auf einer Menge F mit p(X \ E) = 0 definiert ist und

(ii)  f als Funktion auf E messbar ist, d.h. {z: f(z) > ¢} N E € A fir alle c.

Ob f auberhalb von E definiert ist (und wenn ja, wie) spielt bei der Integration keine Rolle.

3.11. Lemma. Es seien p1 und ps Mafe auf der o-Algebra B der Borelmengen in R™ und es
gelte p1(I) = po(I) fiir jedes endliche Intervall I. Dann ist uy = pe auf den Borelmengen.

3.12. Satz. Es sei m; das Lebesgue-Mak auf R, j =1,2,...; M bezeichne die Lebesgue-
messbaren Mengen.

Ist n =7+ s mitr,s > 1, so ist m,, die Vervollstindigung des Produktmafies m, X mg i.S.v. Satz
3.9. Fiir die o-Algebra B,, der Borelmengen in R™ und die Produkt-c-Algebra M, x Mg gilt

B, C M, x My C M,,.

Beweis. Jedes n—dimensionale Intervall ist in M, x M. Da B,, die kleinste o—Algebra ist, die
alle Intervalle enthélt, ist B,, C M, x M. Nun sei £ C R" offen. Dann ist £ x R®* € B,, C M,,.
Folglich ist E x R% € M,, fiir alle E € B,, denn die Menge {E C R" : E x R® € M,,} ist eine
o—Algebra.

Da jedes F € M, die Vereinigung von einer Borelmenge und einer Nullmenge ist, s. 1.19, ist
auch £ x R* € M,, fiir alle E € M,, denn (Nullmenge in R") x R® = Nullmenge in R". Analog
ist R" x F € M,, fiir alle F € M. Es folgt, dass E X F' = (ExR*)N(R" x F) € M,,. Somit ist

My x Ms © M,
(dies gilt nicht nur fiir das kartesische Produkt, sondern auch fiir die oc—Algebra M, x M,!).

Auf jedem Intervall in R™ stimmt m,, mit m, X mg iiberein. Nach Lemma 3.11 stimmen m,, und
m, X mg daher auf B,, iberein. Damit ist

M,, = Vervollstéandigung von B,, bzgl. m, = Vervollstandigung von B,, bzgl. m, x m.
<
3.13. Satz. Sind (X, A, ) und (Y, B,v) zwei o-endliche Mafrdume, und ist (A x B)* die Ver-

vollstdndigung von A x B bzgl. p x v, so bleiben die Aussagen des Satzes von Fubini giiltig,
sofern man folgendes beachtet:

Die Messbarkeit von f, lasst sich nur fiir fast alle x zeigen, so dass ¢ nur f.ii. definiert ist; analog
fiir f¥ und .
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3.14. Bemerkung. Wir kénnen mit dem Satz von Fubini die mehrdimensionale Lebesgue-
Integration auf die eindimensionale zuriickzufiihren. Ein einfaches Beispiel:

Ist I = {z:a; <z <b;} ein Intervall (eventuell a; = —o00,b; = +oc0) und f € L'(I), so ist

bn, ba b1
/fd:c—/ / flxy,...,xp)dzy dxg . . . dxy,

wobei man die Integrale von innen nach auﬁen abarbeitet. Auf die Reihenfolge kommt es nicht
an.

Wir wollen Satz 3.13 hier nicht beweisen. Der Schliissel zu diesem Resultat ist das folgende
Lemma:

3.15. Lemma. Ist h eine (A x B)*—messbare Funktion mit h(x,y) = 0 (1 x v)—fast iiberall.
Dann gilt fiir fast alle z, dass h,(y) = 0 fiir fast alle y. Insbesondere ist h, fiir fast alle x eine
B-messbare Funktion. Analoges gilt fiir hY.

Beweis. Die Menge P aller Punkte in X x Y, fiir die h(x,y) # 0 ist, ist (A x B)*—messbar mit
Ma® Null. Folglich existert eine Menge @ € A x B mit P C @ und (p x v)(Q) = 0. Nach Satz
3.4 ist

| @2 dut) =0,
somit v(Q) = 0 fir fast alle z (Lemma 2.17(b)), etwa fiir x ¢ N. Da P, C (), und da (Y, B,v)
ein vollstdndiger Mafraum ist, ist v(P,) = 0 fiir x ¢ N. Nun ist
ye P& (x,y) € Peh(z,y) #0 & he(y) #0,

daher h, = 0 f.i.. Da fiir ¢ N jede Teilmenge der Nullmenge P, wegen der Vollstédndigkeit des
Mafes ebenfalls Nullmenge und damit messbar ist, schliefen wir, dass h, B-messbar ist. <



