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2. INTEGRATION

Grundlagen.
2.1. Definition.

(a) Ein Maf ist eine nichtnegative, abzdhlbar additive Mengenfunktion.

(b)  Ein Mafraum ist ein Tripel (X, A, 1) bestehend aus einer Menge X, einer o-Algebra A von
Teilmengen von X und einem auf A definierten Maf p. Er heifst endlich, falls u(X) < oo.

Unser wesentliches Beispiel fiir einen Mafraum ist X = R™ mit der o-Algebra A der Lebesgue-
messbaren Mengen und dem Lebesgue-Maf. Es langt, diesen Fall im Auge zu behalten. Es
gibt jedoch noch viele weitere Beispiele, etwa die o-Algebra der Borel-Mengen in R™ (mit dem
Lebesgue-Mak) oder X = 7Z mit der Potenzmenge A = P und dem Z&hlmaf.

2.2. Definition. Eine Funktion f: X — RU {400, —0co} heifst messbar, falls fiir alle a € R die
Menge {z € X : f(z) > a} messbar ist.

Messbarkeit héngt nicht von dem Maf, sondern nur von der o-Algebra ab. So kann man etwa
von Borel-messbaren Funktionen f : R®™ — R zu sprechen, wo fiir jedes a € R die Menge
{z: f(z) > a} eine Borel-Menge ist.

2.3. Bemerkung. (a) Ebensogut hétte man fordern kénnen

(i) {z e X: f(x) > a} messbar fir alle a,

(i) {z € X : f(r) < a} messbar fiir alle a oder

(i) {z € X : f(x) < a} messbar fiir alle a

(b) Hat man zwei Mafrdume (X, A, u) und (Y, B, v), so definiert man Messbarkeit einer Funktion
f X = Y i Allg. dadurch, dass man fordert, dass das Urbild jedes Elements von B ein Element

von A ist. ‘Urbilder messbarer Mengen sind messbar’. Die obige Definition stimmt fiir eine
Funktion f : X — R damit iiberein, wenn man auf R die o-Algebra der Borelmengen wahlt.

(c) Fiir Funktionen f: X — RU {£o0} stimmt das ebenfalls, wenn man die offenen Teilmengen
von R um die offenen Umgebungen von 400 und —oo ergénzt. Dies sind diejenigen Teilmengen
von RU{+£o0}, deren Schnitt mit R offen ist und die ein Intervall der Form |a, +00] bzw. [—00, a|
enthalten.

Beweis. (a) Schreibe

3) fwif@<a) = Nfr @) <at )

n
(4) {e: f(z)>a} = X\{z:f(x)<a}
Dann folgt aus der Messbarkeit der Mengen in Definition 2.2 die von (1), daraus die von (2),
daraus die von (3) daraus die von (4) und daraus wieder die von denjenigen in 2.2.

(b) Ist fiir jedes a € R das Urbild von |a, co[ messbar, so auch das jedes offenen Intervalls. Da jede
offene Menge abzahlbare Vereinigung von offenen Intervallen ist, ist auch das Urbild jeder offenen
Menge messbar. Somit bilden die Teilmengen von R, deren Urbild messbar ist, eine o-Algebra,
die die offenen Mengen enthélt. Insbesondere ist das Urbild jeder Borelmenge messbar.

Ist umgekehrt das Urbild jeder Borelmenge messbar, so auch das von Ja, o[, a € R.
(c) Analog. <
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2.4. Lemma. Jede stetige Funktion f : R™ — R ist Borel- (und somit auch Lebesgue-)messbar.

Beweis. {x € R™ : f(x) > a} ist das Urbild der offenen Menge |a, oo unter f, also offen und
damit messbar. 4

2.5. Satz.

(a) Ist f messbar, so auch |f| (die Umkehrung gilt nicht).
(b)  Sind fy messbar, so auch g; = sup fx, h1 = limsup fx, g2 = inf fx, ho = liminf fj.
Insbesondere: Sind f, g messbar, so auch max{f, g} und min{f, g}, noch spezieller auch
die Funktionen

fT =max{f,0} und f~ = —min{f,0}.
(¢)  Der Grenzwert einer punktweise konvergenten Folge messbarer Funktionen ist messbar.

(d) Sind f,g : X — R messbar, und ist F' : R? — R stetig, so ist die durch h(x) = F(f(x), g(z))
definierte Funktion messbar.

Insbesondere: f + g und f - g sind messbar.

Beweis. (a) {x : |f(x)| <a} ={z: f(z) <a}n{z: f(x) > —a}.
(b) {z : sup fr(x) > a} = Up{z : fu(xz) > a}. Daher ist das Supremum messbarer Funktionen
messbar. Analog ist das Infimum messbar.

Ferner ist hy = inf g,,, wobei g,, = sup{fx : kK > m} ist. Damit ist der Limes superior messbar,
analog der Limes inferior.

(c) folgt aus (b), denn fiir konvergente Folgen ist der Limes gleich dem Limes superior.
(d) Die Menge G, = {(u,v) : F(u,v) > a} ist offen. Wir konnen sie also in der Form G, =

Uoe_, I, darstellen, wobei die I,,, offene Intervalle in R? sind. Schreibe I,,, = {(u,v) : ap < u <

b, Cm < v < dp, }. Wegen der Messbarkeit von f und g sind die Mengen
{z:am < f(x) <bn} = {z:an < f(@)}n{z: flx) <by}
{z:em<glx)<dn} = {x:cm<gl@)}n{z:glx)<dn}
messbar und damit auch ihr Durchschnitt; dieser ist jedoch gerade {z : (f(z),g(x)) € I,,}. Es
folgt, dass {z : h(z) > a} ={z : (f(z),g9(z)) € Go} = U{z: (f(z),9(x)) € I),} messbar ist. <
2.6. Achtung. Umgekehrt folgt aus der Stetigkeit von F' : R — R und der Messbarkeit von f
nicht die Messbarkeit von f o F'!
2.7. Definition.

(a) Essei E C X. Die durch
1 z€F
XE (.%') = { 0 = ¢ E
definierte Funktion heilst charakteristische Funktion von E.

(b)  Eine einfache Funktion ist eine Funktion der Form

k
§= Z CiXE;
j=1

mit ¢; € R und E; C X paarweise disjunkt.

Klar: Sind alle E; messbar, so ist s messbar. Sind die ¢; auferdem paarweise verschieden,
so sind mit s auch alle £/; messbar, denn dann ist Ej, = {z : ¢, —e < s(x) < ¢t + €}, falls
e > 0 so klein gewahlt ist, dass kein anderes ¢; in |ci, — €, ¢ + €[ liegt.

2.8. Satz.



15

(a) Zu jeder Funktion f : X — R U {+oo} gibt es eine Folge s; einfacher Funktionen mit
sj(x) — f(x) fir alle x.
(b)  Ist f zusdtzlich messbar, so kann man die s; messbar wéahlen.

(¢) Ist f messbar und > 0, so kann man eine monoton wachsende Folge messbarer nichtnega-
tiver s; finden.

Beweis. Ist f > 0 so definiert man fiir k,j € N, 1 < j < k - 2F:

Ekj:{ I ()<;}undFk:{x:f(m)zk}.

Ist f messbar, so auch Ej; und Fj. Nun setzen wir

k2F .

7j—1
Sk = Z "ok XEk; + kxm,
j=1

Die Folge ist monoton wachsend, messbar, falls f messbar ist, und konvergiert punktweise gegen
f-

Fiir beliebiges f schreibt man f = f* — f~ und wendet die Konstruktion auf f* an. <
2.9. Bemerkung. Ist f beschrinkt, so konvergiert die obige Folge (si) sogar gleichméfig gegen
f.

2.10. Definition.

(a) Esseis=Y"

=1 CiXE; nichtnegativ und alle F; seien messbar. Dann setzen wir

/sd,u:Zc ;) € RU {+o0}.

J=1

(b) Ist f messbar und nichtnegativ, so setzt man

/fdu=sup/sdu,

wobei s einfach und messbar ist mit 0 < s < f.

(¢) Ist f messbar, so setzt man

[ran=[rran- [ dneruEs)

vorausgesetzt, es sind nicht beide Terme rechts unendlich. Die Funktion f heiftt integrierbar
(im Sinne von Lebesgue), falls beide Terme rechts endlich sind. Wir schreiben dann f €
LY(X). Will man betonen, iiber welche Variablen integriert wird so schreibt man z.B.
[ f(z,y)du(y). Ist p das Lebesgue-Mak m auf R", so schreibt man einfach dx statt dm
bzw. dm(z).

(d) Ist E messbar, so definieren wir fiir messbares f:

/Efdu=/fxEdu-

Wir schreiben f € LY(E), falls fxg € L'(X).
2.11. Lemma. Essei f: X — RU{xoo} messbar, E C X messbar.
(a) Ist f auch beschriankt auf E, und ist u(E) < oo, so ist f € L}(E).
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(b) Sind f,g € L*(E) und ist f(x) < g(x) fiir alle x € E, so ist

/Efdué/Eng-

(¢) Ista< f(x) <0 fiir allex € FE und ist u(E) < oo, so ist
onB) < [ Faus ()

(d) Sind f,g € LY(E), a, 8 € R, so ist af + Bg € L*(E) und

/ ocf+ﬁgdu=a/ fdu+5/ g dp.
E E E
(e) Ist f messbar und p(FE) =0, so ist

/Efdu:o.

(f) Ist f € LY(E) und A C E messbar, so ist f € L'(A).

2.12. Satz. Es sei f > 0 messbar. Wir definieren die Mengenfunktion ¢ : A — RU{+o0} durch
vr(A) = fA fdup. Dann ist ¢y nichtnegativ und abzahlbar additiv, also ein Mak. Dies liefert eine
wichtige Beispielklasse von Maifsen.

2.13. Folgerung. Es sei f messbar, und es existiere f fdu. Ist A messbar und N eine Nullmenge,
so gilt
/ Jfdp= fdp.
A AUN

Beweis. Schreibe AU N = AU N’ (disjunkt), wobei N’ = N \ A ebenfalls Nullmenge ist. Nach
Satz 2.12 und 2.11(e) ist

fiduz/fidwr/ fidMZ/fidM+0-
AUN A N/ A
<l

2.14. Definition. Wir definieren eine Relation ~ auf der Menge der Funktionen auf X durch

frgepa: f(2) #g(@)}) =0
gesprochen: “f ist fast iiberall gleich ¢g” oder “f = g f.i.”. Man sieht leicht, dass dies eine
Aquivalenzrelation ist.

Man sagt, eine Eigenschaft gelte fast iiberall auf X (beziiglich eines festen Mafes), falls die
Menge, auf der die Eigenschaft verletzt ist, das Maf Null hat.

Fir £ C X messbar schreibt man auch f = g f.i. auf E, falls p({z : f(z) # g(z)} N E) = 0.
2.15. Lemma. Gilt f = g fast iiberall, so sieht man leicht, dass

(1) f messbar < g messbar
(2) / fdu existiert < / g dyu existiert
(3) fel! & gelLl

Existiert eines der beiden Integrale, so ist fiir jede messbare Teilmenge E von X

(4) /Efdu:/Egdu.
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2.16. Bemerkung. Funktionswerte auf Nullmengen spielen also bei der Integration keine Rolle.

Es ist daher iiblich, L'(X) nicht als Menge von Funktionen zu sehen, sondern als Menge von
Aquivalenzklassen von Funktionen. Anders ausgedriickt: Man unterscheidet nicht zwischen zwei
Funktionen, wenn sie auferhalb einer Nullmenge iibereinstimmen.

Beispielsweise identifiziert man die Nullfunktion auf R™ und xqgn, weil Q™ eine Nullmenge ist.
2.17. Lemma.
(a) Ist f € L'(X), so haben die Mengen

{z: f(z) =400} und {z: f(x)=—-o0}
beide das Maf Null. Es ist also |f(z)] < 400 f.i..
(b) Ist f >0 messbar und [ fdu =0, so ist f = 0 fast iiberall.

Beweis. (a) folgt aus 2.11(b).
(b) Wir schreiben

i@ A0 =Ules oy < fo < Hue w2

dies ist eine abzdhlbare disjunkte Vereinigung messbarer Mengen. Ist also f nicht fast iiberall
Null, so hat eine dieser Mengen positives Mafs, und die Behauptung folgt aus 2.11(b). <

2.18. Lemma.
(a) Ist f e LYX), soist |f| € LY(X) und | [ fdu| < [|f]du.
(b)  Ist f messbar, g € L'(X) und |f| < g, so ist f € L}(X).

Beweis. Schreibe A = {x : f(z) > 0} und B = {z : f(z) < 0}. Dann ist X = AU B (disjunkt),
also nach Satz 2.12

Jistdu= [ st [ ifiau= [ rrans [ 5an

so dass |f| € L}(X). Wegen —|f| < f < |f] folgt die Abschitzung.
(b) ff<g,f <y
Konvergenzsatze.

2.19. Erinnerung. Eine monoton wachsende Folge reeller Zahlen (aj) ist konvergent, falls
sie beschrankt ist, ansonsten divergiert sie bestimmt gegen +oc. Wir schreiben lim ay fiir den
‘Grenzwert’” in R U {+o00}.

2.20. Satz von Lebesgue iiber monotone Konvergenz. Es sei (f;) eine Folge messbarer
Funktionen mit 0 < fi(z) < fa(z) < ... fir allex € X. Sei f : X — RU{+o0} definiert durch
f(z) =lim fj(x). Dann gilt

lim/fjd,u:/fdu:/limfjd,uGIR{U{—i—oo}.

Beweis. Schreibe o = lim [ f; dpu.

Die Funktion f ist als supremum messbarer Funktionen messbar, also existiert | fdu. Wegen
[ fedp < [ fdu folgt, dass a < [ fdp.
Wihle 0 < ¢ < 1 beliebig. Ist s einfach und messbar mit 0 < s < f so setzen wir

Ep ={x: fr(x) > cs(x)}.
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Die Monotonie der Folge (fx) zeigt, dass Fy C FEy C .... Weil s(z) endlich ist, und lim fy(x) =
f(x) ist, gilt

o0
X:UEK
j=1

Fir festes k ist also

[feanz [ pduzc [ sdn
E, E,

Aus der abzéhlbaren Additivitat des Makes B — [ sdp (s. 77) folgt dann

o= lim/fkd,uZCIim/ sd,u:c/sd,u.
k—o0 k—o0 Ey,

Wir bilden nun das supremum iiber alle einfach messbaren s mit 0 < s < f und erhalten

azc/f@.

Da ¢ < 1 beliebig war, folgt die Behauptung. <

2.21. Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz. Es sei (f;) eine Folge messbarer
Funktionen. Der Grenzwert

f(z) = lim £, (a)

existiere fast {iberall. Ferner gebe es eine Funktion g € L'(X) mit |f;(z)| < g(x) fast iiberall.
Dann ist f € L'(X) und

1m/ﬁ@:/j@:/mmﬂw

[Fiir den Beweis bendtigen wir Fatous Lemma:
Lemma. Es sei (f;) eine Folge nichtnegativer messbarer Funktionen und f
definiert durch

f(z) = liminf f;(z).
Dann gilt

lﬁmmgmw:/ﬂmmgmm/m@m

Zum Beweis von Fatous Lemma definieren wir eine monoton wachsende Folge
gk : X = RU {400} durch

gi(z) = inf{f;(x) : j = k}.
Die g, sind alle messbar; es gilt

gk(z) < fi(z) und
ge(x) —  f(x) fir k — oo.

Der Satz von der monotonen Konvergenz in Verbindung mit (2) zeigt, dass

/%w%/mmw

Andererseits ist wegen (1) [ gi dp < [ fi du, also iminf [ fjdy > liminf [ g;du =
[ fdp.]
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Beweis 2.21. Indem wir f und g auf einer Nullmenge &ndern, kénnen wir annehmen, dass die
Grenzwerteigenschaft und die Abschétzung iiberall gelten.

Weil |f| < g und g € LY(X) ist auch f € L'(X) nach 2.18(b). Weiterhin ist fx + ¢ > 0 und
Fatous Lemma zeigt, dass

[+ g)au < timint [ 5+ ) dn
Es folgt wegen der Additivitdt, dass

/fdugliminf/fkdp.

Analog folgt wegen g — fr > 0 auch

[

dp < liminf/(—fk)d,u bzw.
fdu > limsup/fkd,u.

Weil liminf < limsup ist, liefert dies die Existenz des Grenzwerts fiir [ fi dp und damit die
Behauptung. <
Parameterabhéngige Integrale.

2.22. Satz (Stetigkeit parameterabhingiger Integrale). Es sei T ein metrischer Raum
(z.B. T CRF), tg €T und f: T x X — R eine Funktion mit folgenden Eigenschaften

(i)  Fir jedes feste t € T ist f(¢,-) messbar.
(i) 3Jge LYX):|f(t,x)| < g(x) fast iiberall.
(iil)  lmyyg, f(t, ) = f(to, ) fiir fast alle .
Dann ist die Abbildung

(1) trs [ Ft0) due)
stetig in .

Beweis. Wegen Bedingung (ii) ist f fiir jedes ¢ nach z integrierbar, somit die rechte Seite in
Gleichung (1) definiert.

Seien ty, € T mit t — to. Definiere fi(z) := f(tg,z). Dann gilt

|fr(x)] < g(x) fast iiberall
fr(x) — f(to,r)  fast iiberall

Mit dominierter Konvergenz: [ f(tg,z)dp = [ fr(z)dp — [ f(to,z) dp. <

2.23. Satz (Differenzieren unter dem Integral). Essei T offene Menge in R¥ j € {1,..., k},
und f: T x X — R habe folgende Eigenschaften

(i)  Fir jedes t € T ist f(t,-) integrierbar

(ii) Fir jedes x € X ist t — gTJ;(t, x) stetig auf T (insbesondere existiere die Ableitung).
(iii) Es gibt ein h € L'(X) mit ]g—é(t,x)\ < h(z) fir alle ¢ und .

Dann gilt

(a) Fir jedes t ist = — gTJ;(t,x) : X — R messbar.
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(b) [ f(t,z)dpu(z) existiert fiir alle ¢ und ist auf T partiell nach ¢; differenzierbar mit

5 [ S duta) = [ S it.a)dpto)

Beweis. (a) Die partielle Ableitung ist als punktweiser Grenzwert messbarer Funktionen messbar:

Fiir jedes x ist

e — ]
8tj (t’ 1‘) hli% h ’

und die Funktionen auf der rechten Seite (parametrisiert durch h) sind messbar.

(b) Es sei 0.B.d.A. k=1 und F(t) = [ f(¢,z) du(z). Dann ist

(1) F(ti_i(t(]):/f(t’xt_tfo(t(]a // at t0+8t—t0) )dsdu( )

Nun ist fiir festes x und jede Folge tx — ty mit dem Satz von der dominierten Konvergenz
(angewendet auf die Folge gi(s) = %(to + s(ty — to),x) — %(to,x); (ii) liefert Dominante, da
stetige Funktionen auf [0, 1] beschrénkt sind)

1
(2) lim / %—{(to + S(tk — to),%‘) ds = ; (?3{ (to, )ds = %(to,%‘).

k—o0 0

Es folgt, wiederum mit dem Satz von der dominierten Konvergenz, diesmal angewendet auf die
Folge

of
/ 8t to + s tk - to ds —; / 8t to, dS oL (to,.%')

(mit (iii) fiir Dominieren):
F(to) 2 tim [ hy(a) dp %™ KO“V/ / (tos(tato),z) ds du(x) 2 [ 2L (to,2) du(a).
k—o0 k~>oo ot

<

2.24. Satz: Vergleich mit dem Riemann-Integral.
(a) Ist f:[a,b] — R Riemann-integrierbar (also insbesondere beschriinkt), so ist f € L([a, b])

und ,
- f(x) dm:/a f(x)dx

(Linke Seite im Sinne von Lebesgue, rechte Seite im Sinn von Riemann.)
Man schreibt daher auch fiir Lebesgue-Integrale fab statt f[a o
(b) Ist f auf [a,b] beschrankt, so ist f genau dann Riemann integrierbar, wenn f fast iiberall
stetig ist (d.h. das Maf aller Punkte, in denen f unstetig ist, ist Null).

(¢c) Ist I ein Intervall in R (eventuell halbunendlich oder = R) und f nichtnegativ und un-
eigentlich Riemann-integrierbar, so ist f € L'(I), und das Lebesgue-Integral stimmt mit
dem uneigentlichen Riemann-Integral iiberein.

(Wichtig: f > 0!)
2.25. Warnung.

(a) Die Aussagen ‘f ist fast tiberall stetig’ und ‘ f ist fast tiberall gleich einer stetigen Funktion’
sind nicht dquivalent: Betrachte xq.

(b)  Die Nichtnegativitit von f in 2.24(c) ist wesentlich: Betrachte etwa f : [1,00[— R, f(z) =
(=1)"/n auf [n,n + 1].
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Integration komplexwertiger Funktionen.

2.26. Definition. Eine Funktion f : X — C heifst messbar, falls ihr Realteil und ihr Imagi-
niirteil messbare Funktionen sind. Sie heifit integrierbar (schreibe f € L!(X)), falls Real- und
Imaginéarteil integrierbar sind. Man setzt dann

/fdu:/Refdu+i/Imfdu.

2.27. Lemma. Sind fi, fo : X — C messbar, so auch fi + fa, f1 - fa,|f1]-

Beweis. Re (fi1 + f2) = Re fi1 + Re fo, Im (f1 + f2) = Im f1 + Im fo.
Re (f1- f2) = (Re fi)(Re f2) — (Im f1)(Im f2), Tm (f1f2) = (Re f1)(Im f2) 4 (Im f1)(Re f2).
|f1] = ((Re f1)* + (Im f1)2)1/2. Alle diese Funktionen sind messbar nach 2.5. <

2.28. Lemma. Ist f : X — C messbar, so gilt: f integrierbar < |f| integrierbar.

Beweis. Dies folgt mit 2.18(b) aus den Ungleichungen
Re f < |f], Tm f <[f] bzw. [f] <[Re f|+ [Im f].
<

2.29. Bemerkung. Die Sitze der Integrationstheorie gelten auch fiir komplexwertige Funk-
tionen. (d.h. 2.8(a),(d),(e),(f), 2.13, 2.15, 2.18, 2.21, 2.24). Die Beweise lassen sich alle direkt
verallgemeinern; lediglich bei 2.18(a) muss man sich etwas iiberlegen: Es gibt ein ¢ € C mit
lc] =1, so dass [c¢fdp = c- [ fdu reell und nichtnegativ ist. Schreibe ¢f = u + 4v Dann ist

u < |f], und es gilt:
[t = [erdu= [udn< [ 17100

dabei gilt das letzte Gleichheitszeichen, weil das Integral reell ist.

2.30. Beispiel. Die Fouriertransformierte f einer L' (R™)-Funktion f ist definiert durch
fo) = [t ¢er

Behauptung. f ist stetig.
Beweis Fiir £, — £ in R™ gilt:

A

f(&r) = / ¢~ £ () do.

Um zu zeigen, dass f(&,) — f(€) wenden wir den Satz von der dominierten Konvergenz an: Weil
le~%8k| = 1 ist, ist e ="k f(x) eine Folge in L'(R"). Es gilt

(i) e f(x) — e ™ f(x) fiir jedes x, und

(i) |e~ ™ f(x)| = |f(x)| fiir alle k.

Damit folgt

tim f(g) =tim [ 5% fa) o " [ (o) de = fie).



