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16. DIE WARMELEITUNGSGLEICHUNG

16.1. Die Wirmeleitungsgleichung d,u — A,u = 0. Diese Gleichung beschreibt Diffusi-
onsprozesse, bzw. die zeitliche Entwicklung der Dichte u einer Grofse wie Wéarme, chemische
Konzentration etc. in einem Gebiet U. Ist V' C U eine hinreichend glatt berandete Teilmenge, so
ist die Verdnderungsrate der Grofe in V' gegeben durch den Netto-Fluss durch den Rand von V:

at/ uda::—/ (F,v)dS,
1% oV

wobei F' die Flussdichte ist. Nach dem Satz von Gauft erhalten wir, da V' beliebig war,
uy = —div F.
Die Physik besagt, dass in vielen Féllen F' = —aVu fiir eine Konstante a > 0 gilt, so dass
Owu = divaVu = aAu.
Fiir a = 1 erhalten wir die obige Gleichung.

16.2. Das Cauchy-Problem auf R"™. Zu einer gegebenen Funktion f auf R™ suchen wir die
Losung u der Aufgabe

(1) Ou —Au = 0 auf R" x (0,00);
(2) u(@,0) = f(x).
Man spricht von einem Cauchy-Problem: Man gibt eine Gleichung im Gebiet und einen ‘An-

fangswert’ bei t = 0 vor.

Exkurs: Fouriertransformation und schnellfallende Funktionen.

16.3. Erinnerung: Faltung. Fiir f,g € L'(R") definiert man die Faltung f * g von f und g
durch

(F9)@ = [ 1wt =dy= [ 1w
Es gilt:
(a) frge L' und|fxglli <[fl1llgl:-
(b) frg=gx/[.
(c) Ist f €CFR"), soist f*geCFRM).
(d) Ist suppf CV und suppg C W, soist supp f*xg C{z+y:xz€V,ye W}
(e)  Verallgemeinerung von (a): Ist f € LP(R"), g € L'(R"), so ist f x g € LP(R") und
Ilf*gllp < fllpllglli, 1 < p < oo (Youngsche Ungleichung).
Beweis. (a) Fubini, (b) klar, (c): Differenzieren unter dem Integral (d) klar, (e) weglassen. <

16.4. Fouriertransformation. Fiir f € L'(R") definiert man die Fouriertransformation F f
bzw. f als Funktion auf R" durch

n

(FHE) = f(6) = @m) 5 / i f(z)dx. € in R”.

Abkiirzung: dz = (27)”2 dz.
16.5. Wichtige Regeln. Sei f € L'(R").
(a) Fiir g(z) = f(z + a), h(z) = €@ f(z) mit a € R™ ist
(&) = €S J(€), h(§) = f(& —a).
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(b) Ist T':R™ — R™ eine invertierbare lineare Transformation, so ist nach dem Transformati-

onssatz
/eimgf(Tx) dr = /e"(T_l)“gf(uﬂ det T du,
und somit R
(f o)) = [det T| ™ f ((T1)"¢)
Insbesondere:

o Ist g(z) = f(A2),0 # X € R, s0 st §(&) = |\ 7"f(5)
e Ist T orthogonal (d.h. T* =T1), soist (foT)" = foT

(¢)  Esgilt [(Ff)(E)| < |[fllz: fur alle &, sogar stirker (Satz von Riemann-Lebesgue) (Ff)(§) —
0 fiir [£| — oo.

(d) Fiir f,g € L'(R") ist F(f *xg) = (27

/ —ixg / f(x —y)g(y) dydr = / / “UEYE (2 — y)e M g(y) dyda

16.6. Lemma. Setze ¢(z) := (2m)" 2 exp( Lol ) € S(R™). Dann ist

U(x) = ().
Beweis. Wegen
/e_miw(m) dr = H;-Lzl / e_mj&jw(xj) dz;
geniigt es, die Aussage fiir n = 1 zu zeigen.

In diesem Fall erfiillt ) die gewohnliche Differentialgleichung ¢’ (x) = —x(z).

Fiir die Fouriertransformierte gilt dies ebenfalls, denn

d—fz/;({) = (2n) 1/2/8 (e"®8) ey (x) do = (2m)~ 1/2/(—2':6)8_”’51#(:5) dz
Degl —ixT -~
2 (2m) 2 [iem i (@) do = -€016).

Ferner gilt (0) = (27)~ /2 und ebenso (iiber Polarkoordinaten im zweidimensionalen Fall)

~ 00 a2
P(0) = (2m)~1/? / (2m) V270 dr = (2m) Y2
— o0
Nach dem Satz von Picard-Lindel6f stimmen die beiden Funktionen iiberein. <
16.7. Der Schwartz-Raum. S(R") ist der Vektorraum aller f € C*°(R",C), fiir die gilt:
(1) Vo, B € Ny 3Co5 Ve € R : [22DE f(x)| < Cop;
S(R™) heikt auch der Raum der schnell fallenden Funktionen, da aus (1) folgt (und dazu dqui-
valent ist), dass
(2) V3 € NOVN € NICsy > 0¥z € R™: [DE f(z)] < Con(1 + |z|)™N
Eigenschaften:
(a) feSR™) = 22DPf € S(R™) fiir alle a, § € NE.
(b)  f,9€SR") = fgeSR").
(¢c) feSR") = feLP(R") fir1l <p<oo.
(d) S(R™) ist ein vollstdndiger metrischer Raum. Die Metrik wird durch die abzéhlbare Folge
von Halbnormen (= beste Konstanten) aus (1) oder (2) definiert.
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(e)  Eine Folge (fy)nen konvergiert in S gegen f, falls

lim 12DE(fn = f)lloo =0 fiir alle o, B € N3,

Beweis.
(a)  Leibniz-Regel
(b)  Leibniz-Regel

(c)  Genau dann ist [p,(1 + |z])"Fdzr < oo, wenn L > n. Zu 1 < p < oo wihle N € N mit
pN > n. Nach (2) gibt es ein C' > 0, so dass |f(x)| < C(1+ |z|)~N. Also ist

I = [ 1de<cr [ i) de <o

(d)  Funktionalanalysis. Zu einem Punkte trennenden System von abzéhlbar vielen Halbnormen
|| - || definiert man eine Metrik d durch

1 - gl
]
22 T+ 17—l

(e)  Eine Folge konvergiert in der obigen Metrik, falls sie in jeder Halbnorm konvergiert. <

16.8. Lemma. Fiir f € S(R") und o € N} gilt
(D)NE) = €2 F(€) @) (&) = (~1)IPIDP f(¢)

Insbesondere folgt, dass die Fouriertransformation S stetig auf S abbildet.

Beweis. Direkte Rechnung zeigt die beiden Identitdten.
Es folgt, dass §°‘D€’8f(§) = (—=1)IBI(De (2P f))\(€). Nach 16.7(a), (c) ist D2 (2P f) € L'(R™), also
die rechte Seite beschrénkt nach 16.5(c). Die Stetigkeit folgt mit 16.7(d). <

16.9. Satz. Fiir f,g € S(R") ist
f)g(a)de = | f(x)g(x)dx
Rn R™

Beweis. Mit dem Satz von Fubini folgt
J{ e imanfswae= [[ e o asan= [ 1w { e aterao} an

16.10. Inversionsformel. Fiir f € S(R") ist f(z) = f(—x), x € R™. Insbesondere ist F* = Id.
Also ist F : S(R") — S(R™) bijektiv und F~1 = F3, also

F @ = [ e de

16.11. Folgerung. Fiir f,g € S(R™) ist

[ fit

Insbesondere || f|| 2(zny = || £l L2 (n)-

<

dx—/f(x)g(x)dx.
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Beweis. Setze h = §. Dann ist

y) = [ e=g(a) da = [ gy do = ().

% 16.10 _

Folglich ist h = (g(—) , und die Behauptung folgt aus 16.9. <

16.12. Satz von Plancherel. Die Fourier-Transformation léasst sich zu einem Isomorphismus
F : L?(R") — L*(R") fortsetzen. Es gilt

(£ f9>L2(Rn) =(f, 9>L2(R")7 AS L2(Rn)-
Insbesondere ist F eine Isometrie, d.h. || Ff||z2 = ||f|lz2 fiir alle f € L*(R™).

Beweis. Zu f € L*(R") wihle f; € S(R) mit fr — f in L(R™). Nach 16.11 ist (f3)ren eine
Cauchy-Folge in L?(R"), also konvergent, da L?(R™) vollstindig. Setze f := lim, o0 fn. <

Zuriick zur Warmeleitungsgleichung.

—

16.13. Losung fiir f € S(R"). Wir wenden die Fouriertransformation in R" an: Weil (0,,u) =
i&u(§) ist und A = Z@%J_ , folgt aus 16.2(1,2):
(e ) + g =0 a(£,0) = (o).
Dies ist eine Anfangswertaufgabe fiir eine gewohnliche Differentialgleichung; die Losung ist
a6, 1) = fle)e .
Es folgt wegen (f * g)" = (QW)%fﬁz
u(a,t) = FH(F(©e
= (@n) Ef(x)x F! (eflﬁ\%)
= fxK,.

1\2

wobei Ky(z) = K(t,z) = (2n) 2 F ! (e_‘ﬂ%) — (47t)"2e” ar. Dabei erhilt man die letzte
Identitat durch Zuriickfiihren auf Lemma 16.6:
em EF () = emEen / ciréelelt ge
= @)™ ]] / e b e IOl dg
j=1

77]'/\/:27257' (47T2)—n(2t)—n/2H/eiZjnj/\/ﬂe77_?/2 dnj
j=1

166 (m)*"/?f[f*l(e‘”?”)(xj/@>

=1
- |2
= [ty P e /U = (4mt) e
j=1
16.14. Der Warmeleitungskern. Die durch
z 2
(1) Ki(z) = (4nt)~3e 5, >0,z cR"

definierte Funktion K = K(t,z) = K;(x) heibt Gauf-Kern oder Warmeleitungskern. Es gilt:
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(a) Kyz)=t 3K (t 2z).

(b) [ Ki(z)dx =1 fiir alle ¢ > 0.

(¢) (Or—AL)K(t,z)=0 fir alle t > 0.
Beweis.

(a) folgt sofort aus der Definition.
(b)  Folgt aus der Tatsache, dass [, exp(—|s|?)ds = /7.
(c¢)  Gilt nach Konstruktion. <

Eine interessante Frage ist, in welchem Sinn die Losung u fiir t — 07 den Randwert f annimmt.
Der folgende Satz zeigt verschiedene Méglichkeiten.

16.15. Satz. Essei f € LP(R"),1 < p < co. Dann I6st die Funktion

(e, t) = (Ko ) = ()72 [ exp(lo = o /40)f(0) dy
die Gleichung Oyu — Au = 0 auf R™ x (0, c0).

(a) Ist f stetig und beschréinkt, so ist u stetig fortsetzbar auf R" x [0, 00) durch u(x,0) = f.
(b) Ist f € LP fiir ein p < 0o, so konvergiert die Funktion

ug(x) = u(z,t)
gegen f fiirt — 07 in LP.

(c) Ist f stetig und f(x) < Cexp(|z|?/4T), so existiert die Faltung f * K; ebenfalls fiir 0 <
t < T und erfiillt die Wiarmeleitungsgleichung. Fiir t — 0 gilt

[xKi— f
auf beschrédnkten Teilmengen von R™.
Beweis. (a), (b) Da K; € L' ist, ist f * K; € LP nach Young. Ferner ist
(1) (O —A)(f*Ki)=f*((0: —A)K) =0

nach Konstruktion (oder wie direktes Nachrechnen zeigt).

Nach 16.14(a) und dem Transformationssatz ist

ut.o) = (Fx K@) = [ 1) K (ﬂ;;’) dy

/f(:v —Vt2) K (2)dz

(2)

Insbesondere ist also wegen 16.14(b)

(3) (P4 K@)~ f@) = [ (#o= Vo) - f(a)) Ka(o)
(a) Ist f stetig und beschrénkt, so folgt wegen [ Kidz =1 und K; > 0 fiir jedes z:
Ju(t,x) — f(2)| < sup{|f(z + Viz) — f(2)]},

und die rechte Seite geht gegen Null, falls ¢ — 0 und z iiber eine kompakte Menge variiert
(gleichméRige Stetigkeit stetiger Funktionen auf kompakten Mengen). Damit ist f eine stetige
Fortsetzung von u auf R™ x [0, c0).
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(b) Fiir f € L, gilt

lu(t,2) - f@)le = H [Ute = Vi) - sanKae)a:

Lr

T L= VE) — Ol ) d

Da || f(- —v/tz) — f(-)||L» — O fiir t — 0 (Stetigkeit im p-ten Mittel, p < co) und durch 2|| f||z»
abschétzbar ist, liefert der Satz von der dominierten Konvergenz, dass die rechte Seite fiir ¢t — 0
gegen 0 konvergiert.

(c) Fiir 0 < t < T ist der Integrand im Faltungsintegral eine L!-Funktion, daher existiert das
Integral. Wir konnen unter dem Integral differenzieren und sehen, dass f * K; die Warmelei-
tungsgleichung 16st. Ferner folgt wie in (3), dass (f x K;) — f — 0 gleichméRig auf kompakten
Teilmengen von R” fiir t — 0% auf Grund der Wachstumsbedingung an f. <

16.16. Lemma. Unter obigen Annahmen ist die Lésung u = u(x,t) der Warmeleitungsgleichung
C*® auf R™ x Ry.

Beweis. Da K; € C*°(R™ x Ry) ist, iibertragt sich dies bei Faltung auf u. <

Eindeutigkeit.
16.17. Satz. Es sei u stetig auf R™ x [0,00) und C? auf R x (0, 00).
Ferner gelte
O —Au=0 auf R" x (0,00)
u(x,0) =0 fiir z € R"
Existiert fiir jedes € > 0 ein C' > 0 mit
ju(z, 0)] < Cetl
Vau(z,t)] < Cel?

IA

so ist u = 0.

Beweis. Sind f, g C?>-Funktion auf einem Gebiet in R” x R, so gilt

n

g(Ouf — AF) + f(Oig+ Dg) =D 02, (f02,9 — g0, f) + Oe(fg) = div F,

Jj=1

wobei F' = (f0z,9 — g0u, [+, fOr,9 — 9Ou, f, [ 9)-
Wir fixieren xg € R™ und ty > 0. Wahle

flz,t) =u(z,t); gz, t) = K(x —x0,t0 — t) := K¢y—t(x — 20)
Dann gilt
of—Af=0 auf R" x Ry
Og+Ag=0 auf R™ x (0, tg)
Wir wenden nun den Satz von Gaufs an auf das Gebiet

Q={(z,t) 1 Jz|<ra<t<b}, 0<a<b<ty
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Es folgt

Oz/divF:/ (F,dv)
Q o0

= / u(x,b)K(x — xg,tp — b) dr  (denn hier sieht der Normalenvektor nur ...
|z[<r

— / u(z,a)K(x — xo,to — a)dz ...die n — Richtung, einmal +, einmal —)
|z|<r
noorb T
+ Z/ / (u(w, )0, K (& — w0, to — t) — Og,u(x,t) K (z — 0, to — ) =L do(x)dt
j=17a |z|=r r

Nun lassen wir r — oo gehen. Auf Grund unserer Annahmen an u geht das letzte Integral gegen
Null. Da zudem K eine gerade Funktion von z ist, sind die ersten beiden Integrale Faltungen.
Wir haben

0= (u(:,b) * Kiy—p)(w0) = (u(-, @) * Kiy—a)(0)
Nun gilt fiir b — tg dass u(-,b) — u(+,tg) nach 16.15(c). Also

b—to

(u(-,b) * Kiy—p)(z0) — u(zo,to).

Ebenso
a—0

(u(:, @) * Ktg—a)(x0) = (u(:,0) %Ky, ) (o) = 0.
0

Somit erhalten wir u(zo,tp) = 0. <

16.18. Bemerkung. Ohne Wachstumsbedingung an u erhélt man im Allgemeinen keine Ein-
deutigkeit der Losung.

Die inhomogene Gleichung. Das Duhamel-Prinzip.

16.19. Das Cauchyproblem fiir die inhomogene Wirmeleitungsgleichung. Lise
(1) ou—Au = w(x,t)

(2) u(z,0) = f(x).

Wir wissen bereits, wie man diese Aufgabe fiir w = 0 16st, etwa durch u;. Es langt also, die
Aufgabe flir f = 0 zu l6sen, etwa durch wus.

Dann ist u = u1 + ug eine Losung des Problems.
Dazu

16.20. Satz. FEs sei w € CO(R"™ x [0,00[) beschrinkt. Fiir s > 0 sei v = v(x,t,s) die Lésung
von

ov—Av =0, v(z,0,s) =w(z,s),
d.h. v(z,t,s) = (w(-, s) * K;)(x). Dann 16st

t
uz(x,t):/ v(z,t —s,8)ds
0

die Aufgabe 16.19(1),(2) mit f = 0.
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Beweis. Klar: ug(z,0) = 0. Ferner ist fiir t > 0
t
(Opug)(z,t) = wv(x,0,t) +/ o(x,t—s,s)ds
0

t
Ann w(z, t) —|—/ Agv(z,t —s,5)ds
0

Dt w(z,t) + Agug(x,t).



