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15. DER LAPLACE-OPERATOR

Quelle: Folland, Introduction to Partial Differential Equations

no 9
i=1 a2
tritt in vielen wichtigen Gleichungen auf. Die Laplace-Gleichung Au = 0 beschreibt Systeme im
Gleichgewicht. Dabei spielt u die Rolle einer Dichte (z.B. chemische Konzentration, Temperatur,
elektrostatisches Potential, etc) Die Kontinuitatsgleichung besagt dass dyu—div j = 0, wobei j die
Flussdichte von u ist. Im Gleichgewicht ist d;u = 0 also div j = 0. Nach anderen physikalischen
Gesetzen (Ficksches Gesetz, Newtonsches Abkiihlungsgesetz, Ohmsches Gestz) ist j = —cVu.
Es folgt 0 = div Vu = Au.

15.1. Definition. Eine Funktion v : U C R™ — C heifst harmonisch, falls Au = 0.

Laplace-Gleichung und harmonische Funktionen. Der Laplace-Ooperator A = >

15.2. Beispiele.

(a)  Ist w harmonisch, so auch Rew und Imw.

(b)  Im Fall n = 2 kénnen wir R? mit C identifizieren. Dann folgt aus den Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen: Ist v auf dem Gebiet U holomorph, so ist u auch harmonisch. Fer-
ner sind Rew, Imu und In |u| harmonisch.

In diesem Fall ist sogar auf jedem einfach zusammenhingenden Gebiet 2 C C jede
reellwertige harmonische Funktion Realteil einer holomorphen Funktion.!

(¢c) Fiir n > 3 kénnen wir eine Funktion von zwei Variablen auch als Funktion von n Variablen
auffassen (konstant in den restlichen Variablen) und erhalten so Beispiele fiir harmonische
Funktionen: exp(z + iz3) ist harmonisch auf R3, weil e* auf C holomorph ist.

15.3. Die Greenschen Formeln. U sei beschranktes Gebiet in R™ mit glattem Rand, u,v €
C2(U). Ferner sei v der Einheitsnormalenvektor nach aufen auf OU; dS sei das Oberfliichenmag.
Dann gilt

(1) / vo,udS = / vAu 4+ VoVudz
ou U
(2) / (vVOyu — udyv)dS = / vAu — uAvdx
ou U

Beweis. (1) Wende Gaufs-Stokes an auf das Vektorfeld vVu. Beachte
(vVu,v) = vdyu, divoVu = (Vu,Vu) + vAu.
(2) folgt aus (1). Rollen von u und v vertauschen, subtrahieren.
15.4. Satz. Es sei U C R" offen und u € C?(U).
(a)  Ist w harmonisch in U, so hat u die Mittelwerteigenschaft (MWE), d.h. fiir jede Kugel
B(z,r), die ganz in U liegt, gilt
W) = S fa MO0 = gy [ e rase)

1
~ vol B(x,r) /B(m’,ﬂ) u(y) dy.

1¥s sei w harmonisch in Q. Gesucht ist v : Q — C, so dass u + iv holomorph ist. Letzteres ist der Fall (Cauchy-
Riemannsche DGI), wenn v total differenzierbar ist und vy = uz; v, = —uy gilt. Also sucht man ein Potential v zu
dem Vektorfeld F' = (—uy, uz). Auf einem einfach zusammenhéngenden Gebiet existiert ein solches v (Analysis
II), wenn F die Integrationsbedingung erfiillt, d.h. 0F1 /0y = 0F>/0x bzw. —uyy = Ug,. Dies ist hier der Fall,
weil u harmonisch ist.
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(b) Hat umgekehrt u die MWE, so ist u harmonisch.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass jede harmonische Funktion automatisch C* ist. In (b)
langt Stetigkeit.

Wir benutzen im Folgenden die Schreibweise  fiir das gemittelte Integral, also z.B.

1 / _ ][
vol S(z,7) Js@m  J ster)

Beweis. (a) Aus der Substitutionsregel folgt, dass die beiden ersten gemittelten Integrale gleich
sind. Fiir hinreichend kleines r > 0 setze

o(r) = f u(y) dS(y) = fs(o e+ s ()

)

Dann ist
d0)= [ V(o) ydsiy)
S5(0,1)

Nun ist y der Normaleneinheitsvektor auf S(0,1), und das letzte Integral ist nach dem Satz von
Gaufs
1 r

= divy, (Vu(x + ry dy:/ Au)(z +ry)dy = 0.
vol S(O, 1) B(0,1) y( ( )) VOIS(O7 1) B(O,l)( )( )

Somit ist ¢ konstant, und die Behauptung folgt aus:

lim (r) = lim u(z + ry) dS(y) dom Lvez ][S(O 1)“(@ dS(y) = u(z).

r—0t =0t J 5(0,1)

Zum letzten Integral in (a): Es ist

)
/ u(ly)dy = / / udSdp MWE u(x) / vol S(z, p)dp
B(z,r) 0 JS(z,p) 0

u(z) vol S(0, 1) /OT p" " tdp = u(z)vol S(0,1)r" /n = u(x) vol B(z, 7).

(b) Ist Au # 0, so existiert eine Kugel B(z,r) mit Au # 0 auf B(z,r); 0.B.d.A. sei dort
Re Au > 0. Dann ist mit obigen Bezeichnungen
r
O—Rego’(r)—/ (Re Au)(z + ry) dy > 0.
vol B(O, 1) B(0,1)
Widerspruch! <

15.5. Satz. (Maximumprinzip) U sei Gebiet in R™. Ist u harmonisch und reellwertig auf U
und sup,cy u(z) = A < 00, so ist entweder u(x) < A fiir alle x € U oder u(z) = A.

Beweis. Die Menge Uq = {x € U : u(x) = A} ist (relativ) abgeschlossen in U. Ist xy € Uy,
so folgt aus der MWE, dass auf jeder Kugel B(xg,r), deren Abschluss in U liegt, u(y) = A ist
(sonst wire der Mittelwert < A). Also ist die Menge Uy auch offen in U. Damit ist entweder
Uy =U oder Uy = 0, was den beiden Fallen in der Aussage entspricht. <

15.6. Bemerkung. Da auch —u harmonisch ist, kénnen wir Satz 15.5 auch darauf anwenden
und sehen, dass auch entweder u(z) > inf u fiir alle x € U oder u(z) = inf u.

15.7. Folgerung. Ist zusitzlich u stetig auf U und nimmt u sein Maximum auf U an (z.B.
wenn U kompakt ist), so wird es am Rand erreicht.

Beweis. Wird das Maximum an einem inneren Punkt angenommen, so ist nach 15.5 v = A.
Damit wird A auch am Rand erreicht. <
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Die Poisson-Gleichung Au = f.

15.8. Radialsymmetrische Losung. Unter der Annahme, dass es eine Losung gibt, die nur
von ||z|| abhéngt (d.h. es gibt ein v mit Au = 0 und u(z) = v(||z||) fiir eine auf J C R definierte
Funktion v), leitet man leicht her, dass v die gewohnliche Dgl v" + ”T_lv’ = 0 erfiillt und somit
fiir geeignete Konstanten b, ¢ gilt

v(t)=blnt+c¢ (n=2) bzw. v(t)=b>"+c (n>3).

15.9. Definition. Die Funktion N : R"™\ {0} — R, definiert durch

1
N(x) = 27 | ) .
@ { vesonllElft n=3

heifst Newton-Potential.
15.10. Losung der Poisson-Gleichung. Es sei f € C2(R")% Dann 16st die Funktion

u(x) = N+ f(z) = / N — ) f(y) dy = / N()f(x —y) dy

die Gleichung Au = f.

Bemerkungen. Die Losung ist nicht eindeutig.

Es langt, dass f € L! und, falls n = 2, zusiitzlich flog|z| € L'. Dann wird der Beweis
komplizierter. Man sieht aber, dass man so die Poissongleichung auf beliebigen offenen Mengen
16sen kann, indem man f durch Null fortsetzt.

Beweis. Differenzieren unter dem Integral zeigt:

Au(z) = / N(y)Asf(x — 1) dy.

Wegen der Singularitdt von N in 0 spalten wir das Integral auf in das {iber B(0, ) und das {iber
R™\ B(0,¢); wir nennen sie I und J.. Dann gilt fiir e — 0:

L] < / NWIAF( —y)| dy < /Ao / N(y)dy — 0, da N € L'(B(0,1)).
B(0,¢) ()

Im Integral J. beachten wir, dass wir A, durch A, ersetzen koénnen, und wenden dann die erste
Greensche Formel an:

L = / N () Ay f(z - y)dy
R™\B(0,¢)

— / VN(y)Vf(x—y)dy+ / N(y)0y f(x —y)dS(y)
R\ B(0,¢) S(0,e)

Analog wie oben konvergiert das Randintegral gegen 0 flir € — 0. Im ersten Integral wenden wir
nochmal die Greensche Formel an, es ist dann:

— [ ANy - [ NGy dS()
R™\B(0,¢) S(0,e)
Da fiir y # 0 gilt AN(y) = 0, ist das erste Integral Null. Das zweite rechnen wir aus: Es ist

1 Yy

Ny =—— 9
VN = 50,1 Tl

2d.h. f ist C? und hat kompakten Triger.
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und der Normaleneinheitsvektor ist v = —y/e (beachte ‘—’). Daher ist

1
~vol S(0, 1)en—1"

Da vol §(0,1)e"~! gerade das Volumen von S(0,¢) ist, hat das letzte Integral damit den Wert

1
/S o, (DS > @),

~vol 5(0,¢)
Damit folgt die Behauptung,. <

Das Dirichletproblem.

15.11. Aufgabenstellung. Es sei {2 ein Gebiet in R™. Das Dirichletproblem ist die Aufgabe,
zu gegebenen Funktionen f auf €2 und g auf 9f) eine Funktion u zu finden mit

(1) Au=fin € wupo=g.

Auf die Fragen, welche Eigenschaften das Gebiet €2 und sein Rand haben sollten, aus welchen
Funktionenrdumen f und g stammen sollen und inwiefern die Werte von u auf dem Rand mit
denen im Inneren zusammenhéngen, kann man verschiedene Antworten geben.

Der Einfachheit halber wollen wir hier annehmen, dass €2 beschrankt und der Rand von  von

der Klasse C? ist, dass f € C(Q2) und g € C(99).
15.12. Reduktion 1. €2 sei ein beschranktes Gebiet. Dann langt es, die semi-homogene Aufgabe
Au=0in € wugg =g

fiir g € C(09Q) l6sen zu kénnen, um das Dirichlet-Problem unter den obigen Annahmen zu l6sen.

Beweis. Nehmen wir an, wir konnen die obige Aufgabe l6sen und suchen die Losung zu
(1) Au= f, upn =g

fiir gegebene Funktionen f € C(Q) und g € C(99). Es sei f eine Fortsetzung von f zu einer
stetigen Funktion mit kompaktem Triger auf R™ (wie man eine solche findet, sehen Sie im Beweis
von 22.18 im Skript von Analysis 3). Fiir f sind die Bedingungen aus der Bemerkung nach der
Formulierung von Satz 15.10 erfiillt, denn f bzw. x — f(x)In ||z| (fir n = 2) sind integrierbar;
letzteres folgt, weil in R? mit Polarkoordinaten

2,1
/ In ||z|| dz = / / In(r)rdrdp < occ.
B(0,1) o Jo

Somit liefert v = N x f eine Funktion mit Av = f in Q. Aufierdem ist v als Faltung der L'-
Funktion N mit der stetigen Funktion f stetig. Die Einschrankung von v auf 0f2 ist also ebenfalls
stetig. Also konnen wir nach Annahme die Aufgabe

Aw =0 in Q, wpq = g — vjan
16sen und erhalten mit u = w + v die Losung der Aufgabe (1). <
15.13. Reduktion 2. () sei ein beschrianktes Gebiet. Kann man die semi-homogene Aufgabe
Au= fin € wupg=0

fir f € C(Q) losen, so kann man das obige Dirichlet-Problem fiir alle f € C(Q) und alle
g € C(09) 16sen, fiir die eine C2(R™)-Funktion § existiert mit Jloa = g-
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Beweis. Es seien f € C(Q) und g € C(99) gegeben; wir suchen eine Funktion u mit Au = f
und u|pn = g. Nach Voraussetzung finden wir eine Funktion g € CZ(R™) mit §jpq = g- Dann ist
Ag € C(Q), und wir finden nach Annahme eine Funktion w mit Aw = f — Ag, wipn = 0. Dann
16st w + g die Aufgabe. <

15.14. Satz. Es sei {) ein beschrédnktes Gebiet mit C?-Rand. Dann existiert zu jeder stetigen
Funktion g auf 0 eine Funktion u € C?(2) N C(Y) mit

Au=0inQ, wpq =g

Ein Beweis findet sich etwa in dem Buch von Gilbarg und Trudinger (Theorem 2.12).

Es gibt eine Vielzahl von Varianten dieses Satzes; insbesondere sind sog. schwache Losungen in
Sobolevraumen von grofsem Interesse. Mehr dazu in einer Vorlesung iiber partielle Differential-
gleichungen. Die Losung ist meist abstrakt. Konkrete Losungsformeln erhélt man fiir Kugeln und
den Halbraum.

Das Dirichletproblem fiir die Einheitskugel.
15.15. Ausblick. Wir l6sen das Dirichletproblem fiir die Einheitskugel
B = B(0,1) mit 0B = 5(0,1) =: S
Die Resultate tibertragen sich durch Schiebung und Streckung auf beliebige Kugeln in R™.

15.16. Satz. Wieder bezeichne N das Newtonpotential. Wir definieren eine Funktion G : B x
B — RU {—o0} (die sogenannte Greensche Funktion fiir dieses Problem) wie folgt:

Firn = 2:

Clorg) = {;,Taognx —yl —log |5 —lialy|  =#0

5 log ||yl r=0
Fiir n > 3:
1) Gle.9) = NG = 3) = N (2~ ol
) B 1 . T 2—n
(2) —m [z =yl _H|~T||_”$Hy
3 =Ny~ Ll (- 0) s falls e £0

1 -n

(4) G(0,y) = 2= n)volS [y > —1]

Dann gilt fiir jede Funktion f € C(B)
(5) u@) = [ Gnrt)dy
16st Au = f in B,u;g = 0.

Beachte: Fiir jedes x ist G(z,-) € C°(B\ {z}).
Eine Funktion G = G(z,y), die wie in (5) das Dirichletproblem 16st, nennt man eine Greensche
Funktion.

Beweis. (n > 3) Zunéchst zu den obigen Identitaten:
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(3) zeigt, dass G(z,-) — N(z — ) fiir « # 0 harmonisch auf R™ \ {z/|z|*} ist, insbesondere also
harmonisch auf B und stetig auf B. Fiir z = 0 sieht man aus (4), dass G(0,y) harmonisch in B
und stetig auf B ist.

Aus (2) folgt, dass (4) die stetige Fortsetzung von (3) nach x = 0 ist.

Nun sei 2 € B fest. Wir setzen f durch Null zu einer Funktion f € L*(R") fort. Nach Satz 15.10
ist

o(z) = /B N —9)fwdy = [ Nz — )i

Rn

eine Funktion mit Av = f. Da G(z,-) — N(x — -) auf B harmonisch ist, gilt also fiir die oben
definierte Funktion u, dass Au(z) = Av(x) = f(x) auf B.

Fiir ||z| =1 ist G(z,y) = 0 und somit u(z) = 0. 4

15.17. Der Poissonkern. Fiir z € B und y € S setzen wir P(z,y) = 0,,G(x,y) = yV,G(z,y).
Dann gilt fir n > 2

L [ @y el (5 - )

P(xay) - - n
ol S x —yl|™
@5 | le=al" [z — pely]
=t 1—|l=|?
vol S|z — y||™

15.18. Satz. Es sei f € L'(S). Setze

(Poissonsche Integralformel)
Dann ist u harmonisch auf B. Ist f stetig, so hat u eine stetige Fortsetzung auf B mit u|g = f.
Ist f € LP(S),p € [1,00), so gilt u, —> f in LP(S) fiir r — 1. Dabeli ist

ur(z) =u(re), ze€sS.

Beweis. Fiir jedes © € B ist P(z,y) beschrankt auf S, daher existiert das Integral. Ferner ist P
harmonisch in z (da G harmonisch ist), also auch u. Nun zwei Beobachtungen

(1) [¢P(z,y)do(y) =1, z€DB;
(2) Fir jedes yo € S und jede Umgebung V' von g in S gilt

lim P(ryo,y)do(y) = 0.
r—1 S\V

(2) sieht man leicht: ||ryg — y|| ™ ist gleichmékig beschrénkt fiir rg < r < 1, rg hinreichend grof,
und y € S\ V, ferner gilt 1 — ||ryol? =1—-72 — 0
(1) Weil P harmonisch ist in = folgt aus der MWE fiir beliebiges y € S:

127 018 P(0,y) = / P(ry',y) do(y).
S

Nun ist P(ry’,y) = P(ry,y’) (weil |ry’ — y|| = |lry — ¢/|| fur y,y’ € S), und es folgt (1) fiir
x =ry.
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Ist f stetig, so auch gleichméfig stetig, da S kompakt ist. Zu e > 0 wihle & > 0 mit | f(x)—f(y)| <
e falls | —y| < 0. Setze V, = {y € S: |z —y| < §}. Dann gilt fiir x € S und r < 1

[ @) - 1) Pea) do<y>\

—
—

[f(z) —u(rz)] =

< e / P(r.y) do(y) + 2|/ sup /S P(re,y) do(y).

x

Nach (1) ist der erste Summand rechts < ¢, der zweite geht gegen Null wegen (2), falls » — 1.
Es folgt, dass

llur — fllsup — O fiir r — 1.

Dies wiederum erzwingt die Stetigkeit von u auf B und u|g = f.
Ist f € LP(S), so wihle zu € > 0 ein g € C(S) mit [|g — f|, < §. Setze

o(z) = / P(z,4)g(y) do(y).

Dann gilt
If— UTHp <|f- g“p +1lg — ”THP + [Jvr — Ur”p'

&

Der erste Term ist < % Fir r nahe an 1 ist auch der zweite < 5, s.0. Der dritte Term ist von

der Form || T(f — g)||p, wobei der lineare Operator
T : Ly(s) — Ly(S5)
definiert ist durch

Tu(z) = / P(rz,y)uly) dy

Man kann relativ leicht zeigen, dass ||| < 1 ist (Lemma von Schur). Dies liefert die Behaup-
tung. <

Das Dirichletproblem im Halbraum ]Rff_“.

15.19. Notation. Wir schreiben
R = {(z,t):z € R",t> 0}

A = A+
Analog zu dem Obigen kann man damit das Dirchletproblem im Halbraum l6sen:
15.20. Satz. Setzt man
G(z,t;y,s) =Nz —y,t —s) — Nz —y,—t— )

und
1 2t

vol S"H1 (||z]|2 + ¢2)(n+1)/2

so erhalt man die Lésungen der beiden semi-homogenen Aufgaben des Dirichlet-Problems:

(a) Firfe C’C(R’frﬂ) (gilt allgemeiner) I6st

Pt(.ﬁC) =

ety = [ [ 610, ) 105 dy s

die Aufgabe Au = f, Uggntl = 0.



104
b Fiir beschréiinktes g € C(OR™Y) Iost
g +

u(e.t) = [ Pe~v)ov)dy
die Aufgabe Au = 0, Uo7+t = g-



