1. MESSBARKEIT UND LEBESGUE-MASS

Zur praktischen Berechnung von Integralen ist der von Riemann eingefiihrte Integralbegriff sehr
gut geeignet. Er hat allerdings zwei Schwéchen:

e Es gibt keine gut handhabbaren Sétze zur Vertauschung von Integral und Grenzwert.
Wir haben zwar Satz 9.10 aus Analysis I, aber der erfordert die gleichméfige Konvergenz
der Funktionenfolge, und die ist oft nicht gegeben.

e In der Quantenmechanik braucht man Hilbertraume integrierbarer Funktionen. Die lassen
sich mit dem Riemannschen Integralbegriff nicht konstruieren.

Der Grund dafiir ist, dass zu wenige Funktionen riemannintegrierbar sind. Die Losung ist ein
neuer Integralbegriff, mit dem mehr Funktionen integriert werden kénnen.

Beim Riemann-Integral fiir eine beschriankte Funktion f : [a,b] — R ist die zentrale Idee, das
Intervall zu partitionieren a = xp < 1 < ... < xny = b und Zwischensummen zu bilden
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mit der Hoffnung, dass die Zwischensummen gegen einen Wert (ndmlich das Integral) konvergie-
ren, wenn die Feinheit der Partition gegen Null geht.

Die neue Idee ist, den Wertebereich zu partitionieren. Man fragt sich z.B.: Wie grofs ist das
Volumen (‘Mak‘) der Urbildmenge zu dem Intervall |y — e,y + [, d.h. aller Punkte z, fiir die
f(z) im Intervall [y, y + €] liegt. Dann summiert man entsprechend auf.

An einem einfachen Beispiel sieht man den Unterschied: Wir betrachten die charakteristische
Funktion von @ auf [0,1]. Hier konvergiert der Riemannsche Zwischensummenprozess nicht.
Wenn man andererseits die Urbilder von |1 —¢,1 + €] und | — ¢, ¢[ ansieht (andere sind nicht
interessant), so erkennt man, dass erstere Menge nur die abzihlbar vielen Punkte von Q enthélt,
letztere die von R\ Q. Wir werden daher sehen, dass man dieser Funktion das Integral Null
zuweisen kann.

Dazu wollen wir zunéchst Teilmengen des R™ ein Maf (Volumen) zuordnen. Das wichtigste Mafs
auf R ist das sogenannte Lebesgue-Maf, und wir werden es im folgenden konstruieren. Gerade
fiir Anwendungen der Physik, wo man z.B. auch Punktmassen betrachten méchte, ist es aber
glinstig, noch weitere Mafe betrachten zu konnen. Daher entwickeln wir parallel die abstrakte
Theorie.

Messbarkeit.

1.1. Definition. Es sei X eine Menge. Eine Familie R von Teilmengen von X heiftt o-Algebra,
falls gilt:

(i) XeR.
(i) Mit A und B liegt auch A\ B in R.
(ili) Aus A; € R,j=1,2,... folgt, dass J;2; 4; € R.

Beachte: Aus der de-Morgan-Identitét

A=A\ U4

j=1

folgt dann, dass auch j2, 4; € R.
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In diesem Fall heifft X messbarer Raum und die Elemente von R messbare Mengen. Ohne
Eigenschaft (i) spricht man von einem o-Ring. Gilt aufterdem (iii) nur fiir endliche Vereinigungen,
so spricht man von einem Ring.

1.2. Definition. Eine Mengenfunktion auf einer o-Algebra R (hier langt, dass R ein Ring ist)
ist eine Abbildung

¢: R — RU{oc0, —0},

wobei ¢ weder = 0o noch = —o0 sein soll und nur einer der Werte 0o von ¢ angenommen wird.
Die Funktion ¢ heifst additiv, falls

P(AU B) = ¢(4) +¢(B)
fir alle A, B € R mit AN B = (). Sie heiflt abzéhlbar additiv (oder o-additiv), falls

(1) el U4 | =D e
j=1

j=1
fiir jede Folge A1, A, ... paarweise disjunkter Mengen mit UA; € R.

1.3. Bemerkung. Die linke Seite in 1.2(1) &ndert sich bei Umordnung nicht. Ist daher die
rechte Seite konvergent, so ist sie automatisch absolut konvergent, ist sie nicht konvergent, so
divergieren die Partialsummen entweder gegen +oo oder gegen —oo.

1.4. Lemma. Ist ¢ eine additive Mengenfunktion, so gilt

(a) ©()=0
b)  @(Uj=1 45) = 2271 ¢(A;) fiir paarweise disjunkte Mengen A;.

(
(€)  o(A1U Az) + (A1 N Az) = (A1) + p(A2)
(d) Ist ¢(A) >0 fiir alle A € R, so gilt

A1 C Az = (A1) < o(A2).
() @(A\B)=p(A)—¢(B) falls BC A und |¢(B)| < oo.
Beweis. Leicht. <

1.5. Satz. Es sei ¢ abzidhlbar additive Mengenfunktion auf dem o-Ring R, A1 C As C ..., und
o
A=A
j=1

mit A;, A € R. Dann gilt

lim ¢(4;) = p(A4).

J—00
Beweis. Setze By = A und Bj = A; \ Aj_1,j = 2,3,... Dann gilt B;N B; = 0 Vi # j, A, =
Uj=; Bj und A =J;2, B;. Folglich ist

o0

0(An) =Y 0(B;) und @(A) =) o(By).
= i=1
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Konstruktion des Lebesgue-Mafies auf R". Die Konstruktion erfolgt in drei Schritten. (i)
Wir definieren das Maf von Intervallen analog zum Maf von Rechtecken und Quadern. Damit
erhalten wir ein Mafs auf elementaren Mengen, d.h. endlichen Vereinigungen von Intervallen.
(ii) Mit dessen Hilfe kénnen wir jeder Teilmenge von R™ ein sog. dufseres Mafs zuordnen. Das
ist einerseits gut, andererseits fehlt diesem Maft die albzédhlbare Additivitat, die oft bendtigt
wird. (iii) Daher schrankt man sich auf eine kleinere Klasse von Mengen, die sog. messbaren
Mengen, ein. Das sind Mengen, die Grenzwerte elementarer Mengen sind sowie deren abzahlbare
Vereinigungen. Auf diesen Mengen ist das dufsere Maft dann albzdhlbar additiv.

1.6. Definition.

(a) Ein Intervall in R™ ist eine Menge der Form

(1) {r eR":a; <z <bj}
mit geeigneten a = (a1,...,an),b = (b1,...,b,) € R® mit a; < bj,j =1,...,n. Statt ,<“
kann stets auch ,,<” stehen. Insbesondere betrachten wir die leere Menge als Intervall.

(b)  Eine Menge, die sich als endliche Vereinigung von Intervallen schreiben laftt, heiftt elemen-
tar. Mit € bezeichnen wir die Menge der elementaren Teilmengen von R™.

(¢) Einem Intervall I wie in (1) ordnen wir das Mafs

m(I) =[] - aj)

j=1
zu — unabhéngig davon, ob oder wo in (1) ,,<” oder ,<” steht. Wir setzen m fort auf &:
Ist A die disjunkte Vereinigung der Intervalle Iy, ..., Ix, so definieren wir

k
(2) m(4) =Y m(I)).
j=1

1.7. Lemma.

(a)  Die Differenz I1\ Iy und der Durchschnitt 11N Iy zweier Intervalle sind in disjunkte Intervalle
zerlegbar.

(b)  Jede elementare Menge ist disjunkte Vereinigung endlich vieler Intervalle.

(¢) & enthdlt endliche Vereinigungen, ist jedoch kein o-Ring.

(d) Kann man A € £ auf zweierlei Weise als Vereinigung von Intervallen darstellen, so ergibt
sich in 1.6(2) dennoch derselbe Wert.

(e) m ist additiv auf £.

Beweis. Leicht bis auf (d). Hier die Details:

(a) Wegen AN B = A\ (A\ B) brauchen wir nur Differenzen zu betrachten. Davon sollten Sie
sich selbst iiberzeugen.

(b) Wegen I1 U Iy = (I3 \ Io) U (I2 \ I1) U (I; N I3) ist nach (a) jede endliche Vereinigung von
Intervallen auch endliche Vereinigung disjunkter Intervalle.

(c) Ring klar (Vereinigung nach Definition, Differenz nach (a).

Wieso kein o-Ring? Eine abzdhlbare Vereinigung von Intervallen ldsst sich i.Allg. nicht als endli-

che Vereinigung von Intervallen darstellen. Konkret betrachte etwa die Folge (0,...,0),(1,...,1),(2,...,2),...

in R™. Dies ist eine abzéhlbare Vereinigung von Intervallen (a? = b? = k), die nicht als endliche
Vereinigung darstellbar ist.

(d) Ist £ € € und sind E = |JI; = |J Ji zwei Zerlegungen in disjunkte Intervalle, so kann man
nach (a) eine Zerlegung finden, bei der die zerlegenden Intervalle jeweils sowohl in einem der I;
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als auch in einem der J, enthalten sind. Damit ist nur zu zeigen, dass fiir ein Intervall I der
Wert von m(I) gleich bleibt, wenn wir I in Teilintervalle zerlegen. Um das zu sehen, kénnen
wir I ggf. entlang sdmtlicher vorkommender Intervallgrenzen weiter zerlegen: Hat I die Grenzen
a und b (€ R"), so finden wir fiir jedes j Partitionen a; = tjo < ...tj, = b; so dass I die
Vereinigung der ki - ... - kj Intervalle mit Grenzen an den ¢j; ist. Nun folgt die Behauptung aus
dem Distributivgesetz.

(e) folgt aus der Definition. 4

1.8. Definition. Eine nicht-negative additive Mengenfunktion ¢ auf £ heilst reguldr, falls
folgendes gilt: Fiir jedes A € £ und jedes € > 0 existieren F,G € £ mit F' abgeschlossen, G offen,
FCACGund

(1) P(G) —e < p(A) < p(F) +e.
1.9. Lemma. Die obige Funktion m ist regular.

Beweis. Ist A ein Intervall, so sind F, G leicht gefunden: Hat A die Grenzen a und b, so wihle —
falls a; < b; — fiir kleines 6 > 0

F={aj+0<zj<bj—0}und G={a; —d <z; <bj+d}.
Wie behilft man sich fir a; = ;7 <

1.10. Bemerkung. Es gibt andere reguldre Mengenfunktionen. Die folgende Konstruktion kann
man mit einem beliebigen additiven, reguléren nichtnegativen p machen, das auf £ endlich ist.
Weitere Beispiele in den Ubungen.

1.11. Das aufsere Mafs. Es sei E C R™. Wir setzen
u*(F) = inf iu(Aj) :EC D Aj, Aj € £ offen
j=1 J=1
Klar: p*(E) > 0 fir alle E C R", und p*(Ey) < p*(E2) falls By C Es. (1)
1.12. Satz. Das dufere Mafs p* setzt p fort, d.h. es gilt
i) = u(A), Ack,

und es ist subadditiv :
(1) W E) <3 wt(Ey).
j=1 j=1
Allerdings ist es nicht abzédhlbar additiv, daher die Konstruktion in 1.13 und 1.14.

Beweis. (a) Wahle A € € und € > 0. Wegen der Regularitit von p existiert eine offene elementare
Menge G mit A C G und pu(G) < p(A) +¢e. Da p*(A4) < p*(G) < u(G), ergibt sich

(2) p(A) < p(A).

Andererseits gibt es nach Definition von p* eine Folge offener elementarer Mengen {4;}, so dass
ACUjZ,Aj und

>4 < i (A) e
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Wiederum wegen der Regularitdt von p existiert eine abgeschlossene elementare Menge F' mit
F C Aund u(F) > p(A) — e. F ist auch beschrinkt, also kompakt. Da FF C A C [JjZ, 4,
existieren Ay, ..., A, mit F' CJ7_; A;. Daher ist

(3) wu(A) SM(F)—}-ESu(AlU...UAn)+€§zn:M(Aj)+€§u*(A)+€.
j=1

Aus (2) und (3) folgt (a), da € beliebig war.

(b) Ist p*(E;) = +oo fiir ein Ej, so ist die Aussage sicher wahr. Sei also p*(E;) < oo Vj. Zu
jedem e > 0 finden wir nach Definition von p* elementare Mengen {A;}7°, mit

o0 o0
By |J A wnd Y u(Aj) < pt(Ey) +27 e
k=1 k=1
Die abzéahlbare Vereinigung Ujoil Ui Aji tiberdeckt E. Folglich ist

1.13. Definition.

(a) Fir A, B C R" definiert man
S(A,B) = (A\B)U(B\A) ,Symmetrische Differenz*
d(A,B) = u(S(AB)).

(b)  Wir schreiben A; — A falls lim;_, d(A;, A) = 0.

(c)  Gibt es eine Folge elementarer Mengen {A;} mit A; — A, so nennen wir A endlich messbar.
Wir schreiben A € Mg(u).

(d) Ist A die abzéhlbare Vereinigung endlich messbarer Mengen, so heifst A messbar (Lebesgue-
messbar, falls wir von der Mengenfunktion in 1.6 ausgehen). Schreibe A € M (pu).

1.14. Satz. Die Menge M(u) ist eine o-Algebra auf R™, und p* ist abzdhlbar additiv auf M(p).

Beweis. Schritt 1: Mg(u) ist ein Ring, und p* ist additiv auf Mg(u).
Es seien A und B endlich p-messbar. Wir wéhlen elementare Mengen Ap und B mit A — A
und By — B. Mit kleinen Uberlegungen zum &dufteren Maf der symmetrischen Differenz folgt

(1) ArUB, — AUB
(2) A,NB, — ANB
(3) A\ B, — A\B
(4) p(Ae) — pi(A),

und es gilt p*(A4) < oo, da d(Ag, A) — 0. (Man sieht hier: Die endlich messbaren Mengen haben
endliches Mafs.) Wegen (1) und (3) bildet Mg (i) einen Ring. Wir wissen aus 1.4(c), dass

/L(Ak) + ,u,(Bk) = ,u(Ak U Bk) + /L(Ak N Bk)
Sind A und B disjunkt so erhalten wir wegen (4) und Satz 1.12(a) die Additivitat fir & — oo:
W*(A)+ 1 (B) = i (AU B) + (AN B) = u*(AU B) + *(0) = j*(AU B).
Schritt 2: p* ist abzdhlbar additiv auf M(pu).

Es sei A € M(u). Dann ist A eine abzdhlbare Vereinigung endlich messbarer Mengen, also auch
eine abzéhlbare Vereinigung disjunkter endlich messbarer Mengen: Ist ndmlich A = UA; so setze
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Bj=(A1U...UA))\(A1U...UA,_1),j>2 und es ist A =UB; (disjunkt) mit B; € Mpg(u)
nach Schritt 1. Nach Satz 1.12(b) wissen wir, dass

[e.e]
WA <D (By).
j=1
Andererseits gilt A O By U ... U By, somit ist (nach der Bemerkung in 1.11 und wegen der
Additivitat von p* auf den endlich messbaren Mengen):

p(A) > p (BiU...UB;j) =p"(B1) +...+p"(By), j=12,....
Es folgt, dass

o0

(5) pr(A) =" ut(By).
j=1

Ist nun p*(A) < oo, so gilt fiir C = By U...U By, dass

o [e.e]
dAC) =p | |J Bj| < > w(B) —0.
Jj=k+1 Jj=k+1
Folglich gilt Cy — A. Da Cy in Mg(u) liegt, d.h. Grenzwert einer Folge elementarer Mengen
ist, gilt dies auch fur A. Also liegt auch A in Mg(u). Die endlich messbaren Mengen sind also
genau die messbaren Mengen mit endlichem Maf.
Nun erhalten wir rasch die abzéhlbare Additivitit: Es sei A € M(u) und A = UA fiir eine Folge
(Ag) disjunkter Mengen in M(p). Gilt p*(Ag) < oo fiir alle k, so gilt Ay € Mpg(p) fiir alle k. In
diesem Fall folgt (5) (mit B; in der Rolle von A;) wie oben gezeigt. Ist hingegen fiir ein k& das
Mafs p1*(Ag) unendlich, so gilt (5) trivialerweise.
Schritt 3: M(u) ist ein o-Ring.
Es seien A € M(pn), k=1,2,.... Dann ist jedes Ay, eine abziahlbare Vereinigung endlich messba-
rer Mengen, somit auch UAy (abzdhlbare Vereinigungen abzahlbarer Mengen sind abzéhlbar).
Nun seien A, B € M(u) die abzéhlbaren Vereinigungen der endlich messbaren Mengen Ay bzw.
Bj. Dann ist

AN B = U(AkﬂBj),
j=1
und somit AN B in M(u). Ferner ist p*(AxNB) < p*(Ag) < oo. Daher ist AxNB € Mpg(u) fiir
alle k, also auch A\ B = A\ (Ax N B) nach Schritt 1. Es folgt, dass A\ B = U(A; \ B) € M(u).

Da R™ als abzéhlbare Vereinigung von Intervallen messbar ist, ist M(u) auch eine o-Algebra. <
1.15. Bemerkung.

(a)  Der obige Beweis zeigt, dass Mg(u) = {A € M(u) : p(A) < oo}.

(b)  Wie erwéhnt, ldsst sich die obige Konstruktion mit jeder additiven, reguléren nichtnegati-
ven Mengenfunktion g auf R™ durchfiihren, die auf £ endlich ist. Fiir A € M(u) schreibt
man einfach p(A) statt p*(A). Man hat also die Abbildung p von £ auf M(u) fortgesetzt.

1.16. Definition. Eine Menge X heifit Mafraum, falls zu X eine o-Algebra M von Teilmengen
von X existiert und eine o-additive nichtnegative Mengenfunktion u, die auf M definiert ist.
Die Elemente von M heifien dann messbare Mengen. Man schreibt M (), wenn man das Maf
betonen méchte.

Geht man speziell von der in 1.6 definierten Funktion m aus, so nennt man die Mengen in M(m)
die Lebesgue-messbaren Mengen und m das Lebesgue-Mak.
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Frage: Welche Teilmengen von R” sind Lebesgue-messbar? Erste Antwort:
1.17. Lemma.

(a)  Jede offene Menge ist messbar.
(b)  Jede abgeschlossene Menge ist messbar.

(¢) Jede Menge, die sich aus offenen Mengen durch die Operationen “Vereinigung”, “Durch-
schnitt”, “Komplement” darstellen ldsst, ist messbar. Dabei kann man abzédhlbar viele Ver-
einigungen bzw. Durchschnitte bilden.

Beweis. (a) Jede offene Menge in R™ ist abzéhlbare Vereinigung offener Intervalle (wieso?) und
daher messbar.

(b) Als Komplement einer offenen Menge ist eine abgeschlossene Menge messbar.
(c) Dies gilt, weil die offenen Mengen zu M (u) gehéren und M (u) als o-Ring unter den angege-
benen Operationen abgeschlossen ist. <

1.18. Borel-Mengen. Die aus 1.17(c) resultierenden Mengen nennt man die Borel-Mengen.
Etwas préziser definiert man die Familie der Borel-Mengen als die kleinste o-Algebra, die alle
offenen Mengen enthélt.

Unabhéngig davon, von welcher Mengenfunktion wir ausgegangen sind, sind die Borel-Mengen
messbar. Im Allgemeinen bilden sie jedoch eine echte Teilmenge von M (pu).
1.19. Lemma. Es sei A € M(u) und € > 0.
(a)  Es existieren eine offene Menge G und eine abgeschlossene Menge F' mit
FCACG pG\A)<e pA\F)<e
(b)  Es existieren Borel-Mengen G und F mit
FCACG u(G\A) =0=pu(A\F),

Jede messbare Menge stimmt daher bis auf eine Menge, deren Maifs Null ist, mit einer
Borelmenge iiberein.

Beweis. (a) Nach Definition von p* (vgl. 1.11) existiert eine offene Menge G mit p*(G \ A) < e.
Da beide Mengen messbar sind, kénnen wir statt u* auch u schreiben. Ebenso existiert zu R™\ A
eine offene Menge G’ mit (R™\ A) C G’ und p*(G'\ (R™\ A)) < e. Mit F = R™\ G’ ergibt sich
die Behauptung.

(b) folgt aus (a), indem wir ¢ = 1/j wahlen, F; und G; wie in (a) bestimmen und F' = UFj,
G = NGj setzen. <
1.20. Bemerkung. Messbarkeit ist eine sehr schwache Eigenschaft. Es gibt Teilmengen von R",

die nicht Lebesgue-messbar sind. Man muss allerdings das Auswahlaxiom bemiihen, um sie zu
konstruieren. Mehr dazu in der Ubung.

1.21. Definition. Eine Menge N mit p*(N) = 0 heifst Nullmenge.
1.22. Lemma.

(a) Jede Nullmenge ist endlich messbar und hat Maf 0.
(b)  Abzéahlbare Vereinigungen von Nullmengen sind Nullmengen.
(¢c)  Teilmengen von Nullmengen sind Nullmengen.

Speziell fiir das Lebesgue-Mafs gilt ferner:

(d)  Ein einzelner Punkt ist eine Nullmenge; somit sind auch alle abzédhlbaren Mengen Null-
mengen.
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() Esseike{l,....,n},ceR, und U ={x € R": x; = c¢}. Dann ist U eine Nullmenge.

Beweis. (a) Wir betrachten die Folge (E;) von elementaren Mengen (sogar Intervallen), die durch
E; = 0 fiir alle j definiert ist. Dann gilt d(N, E;) = 0. Somit ist N endlich messbar, und per def.
ist u(N) = p*(N) =0.

(b) Folgt aus abzahlbarer Additivitét.

(¢) Sei E C N, N Nullmenge. Dann ist 0 < p*(E) < p*(N) = 0.

(d) Klar: {z} ist sogar Intervall mit Maf 0.

(e) U ist abzéhlbare Vereinigung von Intervallen vom Maf 0. <

1.23. Bemerkung. Es gibt auch in R iiberabzidhlbare Nullmengen, z.B. die Cantormenge. Mehr
dazu in der Ubung.



