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8. DER SPEKTRALSATZ FUR SELBSTADJUNGIERTE OPERATOREN

Im Folgenden sei H ein komplexer Hilbertraum.

8.1. Definition.

(a)
(b)

O sei das System der offenen Mengen in R¥. B sei der kleinste o-Ring, der O enthilt (vgl.
§21 in Analysis 3). Die Elemente von B heifen Borelmengen.

Eine Funktion f : R¥ — R heiRt Borel-messbar oder Borel-Funktion, falls fiir jedes a € R
{z eRF: f(z) <a}

Borel-messbar ist. Komplexwertige Funktionen sind bekanntlich Borel-messbar, falls Real-

und Imaginéarteil Borel-messbar sind.

Ein komplexes Borelmaf ist eine Abbildung p : B — C mit
WE) =Y u(E))
j=1

fiir jede Zerlegung £ = U;’;l E; von FE in paarweise disjunkte Mengen E; € B. Dabei soll
die rechte Seite absolut konvergieren.

Beispiel: f € L' definiert das komplexe Borel-MaR u(E) = [, f(x) dx.

Nicht jedes reelle Maf ist auch ein komplexes, da reelle Mafe auch den Wert co annehmen
koénnen.

Zur Unterscheidung bezeichnet man die iiblichen Mafte manchmal als positive Mafse.

Die totale Variation || von p ist das positive Maf, das durch

|| (E) = supz |(Ej)], E = UEj disjunkt, E; € B

definiert ist. (Man kann zeigen, dass || sogar ein endliches reguléres Borel-Maf ist). Mehr
Details zu komplexen Mafen in Rudin, Real and Complex Analysis, Chapter 6.

8.2. Definition. Es sei Q C RF abgeschlossen und Bg = {BNQ : B € B} die Familie der
Borelmengen in Q. Ein Spektralmaf (oder eine hilbertraumwertige Zerlegung der Eins) auf €2 ist
eine Abbildung

mit folgenden Eigenschaften

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

E(0) =0,E(Q) = 1.
E(w) ist orthogonale Projektion fiir jedes w € Bg (d.h. E(w) = E(w)? = E(w)*).
E(wi Nwsy) = E(w1)E(wa).
Ist wi Nwa =0, so ist E(w Uws) = E(w1) + E(wa).
Fiir alle x,y € H ist durch
Ery(w) = (E(w)z,y)

ein komplexes Borelmaf definiert. (Insbesondere ist dann E; , ein positives Borel-Ma#).

8.3. Lemma. Es sei F wie in 8.2.

(a)
(b)
(c)
(d)

By o(w) = [|E(w)=]”.

Ey0(Q) = ||z,

E(wl)E(wg) = E(w2)E((/J1).

Ist wi Nwy =0, so ist Bild E(wy)LBild E(w2).



(e)  Ist (wy) eine Folge paarweise disjunkter Mengen mit w = J;7 | wy, so gilt

o0

(Ewz,y) = > (B(wn)z,y), x,y€H und

Ew)x = Z E(wp)z.

(f) E ist im allgemeinen nicht abzédhlbar additiv.

Beweis. (a) (E(w)x,z) = (E*(w)r,z) = (B(w)r, E(w)x).
(b) folgt aus E(Q) = I.
c) folgt aus Eigenschaft (3).

(
Ed) (E(w1), E(ws)y) = (2, E(w)E(wa)y) < (2, E@)y) L 0, falls w; N ws = 0.

e) Nach (d) sind E(w;)xz =: x; paarweise orthogonal. Nach Eigenschaft (5) gilt
o
Z Eyy(wj) = Egy(w)
j=1

o0

= > (B(w))z,y) = (Bw)z,y) Yy
7j=1

n

= (Z E (ug):c) schwach konvergent gegen E(w)x
=1 "
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Wir zeigen nun mit dem Satz von Banach-Steinhaus, dass (3°7_g E(w;)7)n gegen E(w)z konver-
giert: Dazu definiere A, € H* durch A,y = (y,> | E(w;)z). Dann ist A, schwach beschrénkt,
also ist nach Banach-Steinhaus [|A,|| beschrénkt. Nun ist wegen der paarweisen Orthogonalitét

IAn]* = [ E(wi)z + ... + Bwn)z|* = Z [FACRE

also ist Y ||[E(w;)||? < co. Daher ist fiir m < n auch

IE(m)z + ... + Ewn)z|?® = | E(wn)z|* + ... + [|E(wn)z]*.

Also ist ) E(wj)x eine Cauchy-Folge in H und somit konvergent. Ihr Grenzwert stimmt not-

wendigerweise mit dem schwachen Grenzwert iiberein.

(f) Die Reihe ) F(w;) konvergiert nur dann in £(H), wenn E(w;) eine Nullfolge ist. Da jede
Projektion # 0 die Norm 1 hat, konvergiert die Reihe nur, wenn sie eine endliche Summe ist. <

8.4. Bemerkung. Die Aussage von 8.3, insbesondere 8.3(e) formuliert man oft so, dass die

Abbildung w +— E(w)x ein abzéhlbar additives H-wertiges Maf auf Bq definiert.

8.5. Lemma. Das Variationsmaf zu E, , ist endlich.

Beweis. Es ist fiir jede Zerlegung 2 = [ Jw; von Q

By (w))] = (E(wj)z, E(w))y) < [|E(w;)z[l[|E(w;)y]
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und deshalb
D Ery(wi)l < IE(w))|l[|E(w;)yl
J J

1/2 1/2
Holder
< ZHE(W]-):UH2 ZHE(%)Z/Hz
3(d
3 IS Ftesell] 5 ) ol *2 IE@ 1@yl = eyl

Somit ist

|Bayl(Q) = sup Y |Exy(w;)] < llzllyll-
<

8.6. Die Algebra L>°(Q2). Wir nennen eine komplexwertige Funktion wesentlich beschrinkt,
wenn es eine Konstante C' > 0 gibt mit |f(z)| < C f.ii.. Wir schreiben

[flloe = mf{C = [f(2)] < C Lii}.
Weil {x : |f(z)| > C} = Up{x : |f(x)] > C + 1/k} ist, gilt dann sogar |f(z)| < C f.i..
Mit L°°(€2) bezeichnet man die Menge aller wesentlich beschrankten, bzgl. E Borel-messbaren

Funktionen f : Q — C. (Wie iiblich unterscheiden wir nicht zwischen zwei Funktionen, wenn sie
sich lediglich auf einer Nullmenge unterscheiden, betrachten also eigentlich Aquivalenzklassen).

Man sieht leicht: (L*°(Q), ] - ||oo) ist eine Banachalgebra.

8.7. Satz. Es sei E ein Spektralmafs.
(a)  Die Formel

(1) (W(f)z,y) = /Q fdE,y, wyeH,

definiert einen isometrischen Isomorphismus ¥ von der Banachalgebra L% () auf eine
abgeschlossene x-invariante Unteralgebra von L(H). Dabei gilt:

(2) U(f)=U(f)", fel™Q)

und
3) 10 (f)a]? = / fPdBya, x € H, f e L¥Q).
Q

(b)  Ein Operator Q € L(H) vertauscht mit jedem E(w) genau dann, wenn ) mit jedem V(f)
vertauscht.

Bemerkung: (1) schreibt man oft in der Form:
¥(s) = [ sap.

Beweis. Zunéchst sei s eine einfache Funktion, d.h. es sei 2 = w; U...Uw, eine Zerlegung und
§ = > ;0 Xw; mit den charakteristischen Funktionen x,,; von w; und «; € C. Dann definieren
wir

(4) U(s) = a;Ew)).
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Ist wi,...,w], eine weitere Zerlegung von €, und ist ¢ = ;" | Brw), eine weitere einfache Funk-
tion, so ist

V(U() = 3 BB @) Ewh) "2 S B B(w; Nwh).
Jik 3.k
Da auch st eine einfache Funktion ist, die auf wj Nw}, den Wert o), annimmt, folgt
U(s)U(t) = W(st).
Analog zeigt man, dass
U(As + pt) = AU(s) + pu¥(t), A peC.
Fir z,y € H folgt aus (4):

) (o) = 05 (B))es) = 3 oy Brylo) = [ 5By,

Aus den obigen Identitéten schliefen wir ferner
W (s)U(s) = U(5)U(s) = U(5s) = U(|s]).
Somit ist
1w (s)al* = (B (s)"W(s)z, 2) = (¥(|s]*)z, 2) = /Q |I* dEz o
Da nach 8.3(b) gilt |E, .(Q)] = [|z]|?, schlieken wir
()]l < lsllooll]-
Ist andererseits = € Bild E(w;), so ist wegen der paarweisen Orthogonalitét E(wy)x = 0 fiir alle
k # j, also
U(s)r = ajE(wj) = ajz.
Wahlen wir j so, dass |a;| = [|5]|, s0 erhalten wir

(6) W ()] = [Is]loo-

Ist nun f € L beliebig, so wihlen wir eine Folge (si) einfacher messbarer Funktionen s,
die gegen f in L*°(Q2) konvergiert. Nach (6) bilden die Operatoren ¥(s;) eine Cauchyfolge, die
in £L(H) einen Grenzwert hat, den wir mit WU(f) bezeichnen. Aus (6) folgt einerseits, dass der
Grenzwert nicht von der Wahl der Folge s, abhéngt, andererseits, dass

NI = 1 lloos [ € LZ().

Ebenso folgt nun aus (5) Identitét (1), indem man f durch s, néhert (da alle E, , endliche Make
sind, zieht die L>°-Konvergenz die L?-Konvergenz nach sich. Ebenso erhalten wir die Linearitéit
und Multiplikativitdt von ¥ sowie (2) aus den entsprechenden Gleichungen fiir einfach messbare
Funktionen.

Inbesondere erhalten wir, dass ¥ eine Isometrie von L auf Bild ¥ ist, wobei letzteres (wegen
Linearitat und Multiplikativitét) eine Unteralgebra von L(H) ist. Da L>°(£2) vollstandig ist, ist
diese Algebra abgeschlossen.

(b) Ist @ mit jedem E(w) vertauschbar, so auch mit W(s) fiir jede einfach messbare Funktion,
somit auch mit WU(f) fiir jedes f € L*°(Q). Die Umkehrung ergibt sich, indem man die charak-
teristische Funktion von w betrachtet. <

8.8. Lemma. Essei f:Q — C messbar. Wir setzen
Dy = {x €H: / |fI2dE,,. < oo}.
Q

(a) Dy ist dichter Unterraum von H.

Dann gilt
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(b) Firz,y € H ist

1/2
JREEESE ||y||{ / |f|2dEx,m} |
Q Q

(¢) Ist f beschrankt und w = V(f)z, so ist
/ gdE; . = / gfdE,., g€ L>®(Q).
Q Q

Beweis. (a) Es sei w € B, x,y € Dy, z =« +y. Dann ist
IEw)z]? < (IEw)zl| + | E@)yl)? < 2(|E(w)z|* + | E(w)yl)
somit (weil E ;(w) = (E(w)z,z) = (E(w)z, E(w)z))
E. .(w) <2E; y(w) +2E, y(w).
Es folgt, dass x +y € Dy. Analog: ax € Dy fiir a € C. Also ist Dy Unterraum von H.
Nun zur Dichtheit von Dy. Wir setzen w, = {t € Q: |f(t)| < n}. Ist € Bild E(wy,), so ist
Ew)r = E(w)E(wp)r = E(wNwy)z,

so dass
Eyz(w) = Epz(wNwy)
und daher
J 1P aBs = [ 1P dErs < 0 Ee(@) = )]
Q Wn,
Somit ist Bild E(w,) € Dy. Nun ist @ = [J{"w, und fiir beliebiges y € H die Abbildung
w — E(w)y abzéhlbar additiv. Es folgt
y=E(Q)y =1lim E(w,)y.

Damit liegt y im Abschluss von Dy.

(b) Es seien z,y € H und 0 # f = Zj QjXw; eine einfache messbare Funktion; a; # 0. O.B.d.A.
sei |Eyy|(€2) > 0; sonst ist nichts zu zeigen. Nach Definition des Variationsmafies konnen wir zu
vorgegebenem ¢ > 0 die w; so in Teilmengen wjy zerlegen, dass

S B (gl < £ Eead)
) |Eryl(wy) ;IE:W( | < By (@) /lloo

Beachte, dass |E;,|(€2) nach Satz 8.7 endlich ist, und dass auch die linke Seite Null ist, wenn

|Eyyl(w;) Null ist. Setze | -
|lovj| [ By (Wi

U = L] Nk 2 At LZA VR

%: aj Egylwir) ~"

|Eay (wjk)l
Ezy(wjk)

‘/ ‘f‘d|EJ:,y’ _/udex,y
Q Q

1) E, .
< Yl [1Begl @) = 3 Euy @i < 1710 D M <.
J k j x,y o0

wir verstehen den Quotienten als =1, wenn E, ,(w,x) = 0). Dann ist |u| = 1 und
y\Wj

= D |l Bayl(ws) = > logl| Bay (wjn)]
i ik

Ferner ist

/“dea:,y = (W(uf)z,y) < [[¥(uf)z|lyl
und, nach Satz 8.7,

NW(uf)el? = [ ufPdEr, = [ |fPdE
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Da € beliebig war, schliefen wir, dass

1/2
/Wmmaws</ufﬂ%0 Iyl
Q

fiir einfaches f. Im allgemeinen Fall approximieren wir |f| durch einfache Funktionen.
(c) Beachte, dass f und g beschrankt sind. Es ist

/diEx,w = (U(g)z,w) = (V(g)z, U(f)z) = (¥(f)¥(g)z,2) = (¥(fg)z,2) = /ngdEx,z-
<
8.9. Satz. Es sei E ein Spektralmafl auf €.

(a)  Zu jedem Borel-messbaren f : Q — C existiert ein dicht definierter abgeschlossener Ope-
rator ¥ (f) mit Definitionsbereich

D(Y(f)) =Dy,
gegeben durch
1) @mama/mmyxemweﬂ
Q
Es gilt
2) nwﬂﬂﬁz/MﬂwEm reDy.
Q

(b)  Sind f, g Borel-messbar, so ist

U(f)¥(g) C ¥(fg) und D(Y(f)¥(g)) = Dy N Dy,
Folglich ist
Y(f)¥(g) = ¥(fg) < Dgy C Dy
(c)  Fiir jedes Borel-messbare f : Q — C gilt
(f) =2(f)
und
(U =(f7) = W) V().
Beweis. (a) Ist € Dy, so ist die Abbildung y — [, f dE,, eine konjugiert-lineare Abbildung
H — C mit Norm < ([ |f|?dE,)"/? nach 8.8.
Folglich gibt es analog zu 4.9 2 genau ein Element W(f)z € H mit Eigenschaft (1) und

3) wumﬁg@m%&m

Die Abbildung « +— W(f)z ist linear, da E, , linear in x ist.

Um zu sehen, dass in (3) Gleichheit gilt, setzen wir f,, = fon, wobei ¢, (z) =1, falls |f(z)] <n
und 0 sonst. Da f, beschrankt ist, ist Dy_f, = Dy. Aus (3) folgt dann mit dem Satz von der
dominierten Konvergenz, dass

IWUW—MnWPSAf—hW&w%& n - oo, z € Dy,

2Genauer: Es sei A : H — C konjugiert linear, d.h. A(z + cy) = A(z) + cA(y), und stetig. Dann existiert ein
y € H mit A(z) = (y,x). Es ist notwendig eindeutig. Zur Existenz: Fiir A = 0 wihle y = 0. Ansonsten ist die
Menge N = {z € H : A(z) = 0} ein echter abgeschlossener Unterraum von H. Also existiert ein z # 0 mit z LN
Da A(A(z)z — A(z)z) = 0 ist, gilt A(x)(z, z) — A(z){x, z) = 0. Das liefert die Behauptung.
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Nun gilt (2) fiir f,, nach Satz 8.7. Wir erhalten (2) daher auch fiir f. Die Abgeschlossenheit
erhalten wir aus der noch zu beweisenden ersten Identitét in (c), denn damit ist

U(f) =w(f)
als adjungierter Operator automatisch abgeschlossen.

(b) Zunichst sei f beschréinkt, so dass Dy, C Dy. Ist 2 € H und w = ¥(f)z, so wissen wir aus
Satz 8.7(2) und Lemma 8.8(c), dass

W9z, z) = (Y(g)z, ¥(f)z) = (Y(g)r,w) =
= / ngz,w = / fg dEx,z = <\IJ(fg)x,z)
Q Q
Es folgt:
(4) U(f)U(g)r =V(fg)x, Dy, [ecL™Q).
Ist y = ¥(g)z, so folgt aus (4) und (2), dass fiir x € Dy, f € L>(Q)

/Q P dEy, 2 19(y)? = [w(5)u(g)e)? D 9 (fg)a]? = /Q ol dBy.a.

Durch Approximation erhalten wir die obige Gleichung fiir beliebiges (evtl. unbeschranktes) f.
Nun besteht D(¥(f)¥(g)) aus allen z € Dy, fiir die ¥(g)xz € Dy gilt. Aus der Gleichheit folgt,
dass y = ¥(g)x € Dy genau dann, wenn x € Dy,4, somit, dass

D(¥(f)¥(g)) = Dy N Dy
Ist € Dy N Dy und y = ¥(g)x, und sind f,, wie oben definiert, so ist

Y(f)¥(g)z = V(f)y = m ¥ (fn)y = lim ¥(fng)z = ¥(fg)z.
Damit folgt die erste Aussage in (b). Die zweite ergibt sich sofort, weil D(¥(fg)) = Dy,.
(¢) Nun sei z € Dy und y € Dy = Dy. Wir schliefen aus Satz 8.7, dass (f, wie oben)

(U(f)z,y) = Em(¥(fn)z,y) = lim(z, ©(f,)y) = (z, ¥(f)y).
Damit ist y € D(V(f)*), also
T(f) S ()"
Um Gleichheit zu zeigen, wéahlen wir z € D(¥(f)*) und ¢, wie oben. Wir setzen w = U(f)*z.
Dann ist

Da W(¢p,) als beschrankter Operator selbstadjungiert ist, schliefen wir aus 8.7 und 7.15, dass

U(en) V()" C(U()U(pn)" =U(fn)" = V()
Also ist

U(pn)w = V(f,)z.
Da |p,| < 1 ist, folgt aus (2)
/ |fn’2dEz,z :/ "Pn‘szw,w < Ew,w(Q)
Q Q

Also ist z € Dy.
Die zweite Identitét in (c) erhalten wir aus der Multiplikativitét in (b), weil Dy C Dy. <

8.10. Bemerkung. Ist g beschrankt, so ist Dy = H, also Dy, € Dy und
(f)¥(g) = ¥(fg)-

Ferner

(1) (g)¥(f) C W (f)¥(g).
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8.11. Satz. In der Situation von Satz 8.9 gilt
Dy =H < f beschrankt.

Beweis. Zundchst sei Dy = H. Da ¥(f) ein abgeschlossener Operator ist, zeigt der Graphensatz,
dass U(f) € L(H). Ist f,, = fey, definiert wie im Beweis von 8.9(a), so schliefen wir

[ fnlloo = 1 (fr)llecry = 1Y (Pn)ll ey < 1),
da [[¥(pn)llea) = llenlloo < 1. Es folgt, dass f € L. Ist umgekehrt f € L°, so ist per
Definition Dy = H (weil E endliches Mag). <

8.12. Definition. Das wesentliche Bild einer Borel-messbaren Funktion f auf €2 ist die kleinste
abgeschlossene Teilmenge A von C mit der Eigenschaft, dass f(z) € A fir fast alle z € Q.
Anders gesagt: C\ A ist die Vereinigung V iiber alle offenen U C C, so dass E(f~1(U)) = 0.
Da V' abzdhlbare Vereinigung von offenen Kugeln Uj; ist, ist fiir alle « € H (mit W; = Uy,
W; =Uj \ Uk<;Ug:

HE(f‘lV):EII =BG Ul = B W)l ZIIE )z
ZHE i)zl =0,

also E(f~1(V)) = 0.

8.13. Satz. Es sei E ein Spektralmafs auf €, f : @ — C messbar und wy, = {t € Q: f(t) = a}.

Dann gilt:

(a)  Ist a im wesentlichen Bild von f und E(wq) # 0, so ist ¥(f) — al nicht injektiv, d. h. «
ist Eigenwert.

(b)  Ist a im wesentlichen Bild von f, aber E(wy) = 0, so ist ¥(f) — ol injektiv mit dichtem
Bild, aber nicht surjektiv (als Abbildung Dy — H ). Es gibt jedoch eine Folge von Vektoren
Ty € Df mit
lim ||V (f)z, — az,|| = 0.

(¢c) Das Spektrum von V(f) ist gerade das wesentliche Bild von f.

Bemerkung zu (b). Wir kénnen (V(f)—al)~! als dicht definierten Operator Bild(¥ (f)—al) —
Dy definieren. Aus der Abgeschlossenheit von V(f) — ol folgt dann die Abgeschlossenheit von

((f) —al)™!

Beweis. O.B.d.A. sei a = 0.

(a) Ist E(wp) # 0, so existiert ein x € Bild(E(wp)) mit ||z]| = 1. Wir bezeichnen mit xo die
charakteristische Funktion von F(wp). Nach Annahme ist fxo = 0. Wegen der Multiplikativitét
der Abbildung ¥ folgt:

V(e = V() Ewo)z = ¥()¥(xo)a = ¥(fx0) =0.
(b) Wir setzen
wp, ={teQ:|f(t) <1/n}, n=1,2,....
Dann ist zwar E(wg) = 0, aber E(wy) # 0 (sonst wéire 0 nicht im wesentlichen Bild). W&hlen
wir x,, € Bild E(wy,) mit ||z,|| = 1 und bezeichnen wir mit x,, die charakteristische Funktion von
Wnp, so schliefsen wir wie oben, dass

Daher gilt ¥(f)z, — 0 obwohl ||z,|| = 1; somit kann ¥(f) nicht invertierbar sein.
Ist andererseits W(f)x = 0 fiir ein x € Dy, so gilt

0= ((f)r.x) = /Q P dE, ..
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Nun ist E(wp) = 0. Also ist |f|> > 0 fast {iberall beziiglich des MaRes E, .. Wir schliefen,
dass E,.(Q) = 0. Da andererseits nach 8.3(b) gilt, dass E,.(Q) = ||z||?, folgt 2 = 0 und die
Injektivitat von W(f).

Ebenso ist W(f)* = ¥(f) injektiv. Ist y € H mit y 1 Bild ¥(f), so ist
(W(f)z,y) =0=(z,0), z€Dy.

Daher ist y € D(U(f)*) und ¥(f)*y = 0. Wegen der Injektivitét folgt y = 0. Somit ist Bild ¥(f)
dicht in H.
(c) Aus (a) und (b) folgt, dass das wesentliche Bild von f im Spektrum von ¥(f) enthalten ist.
Um die umgekehrte Inklusion herzuleiten, nehmen wir an, dass 0 nicht im wesentlichen Bild von
f liege. Dann ist g = 1/f € L*>(2). Aus fg = 1 folgt dann

Y(f)¥(g) =v1)=1.
Dann ist Bild ¥(f) = H. Ferner ist ¥(f) injektiv (mit dem gleichen Argument wie in (b)). <

8.14. Definition. Man teilt das Spektrum in zwei Teile: Das Punktspektrum besteht aus den-
jenigen «, wo Fall (a) vorliegt; das stetige Spektrum aus allen o mit Fall (b).

Existenz des Spektralmafes.

8.15. Satz. Es sei T' € L(H) selbstadjungiert. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Spek-
tralmaf E auf den Borelmengen von o(T), fiir das gilt:

T = / AAE(N).
o(T)

Erinnerung: Dies ist die Kurzschreibweise fiir (Tx,y) = ||

o(T) AdE, ,, wobei mit A die Funktion

A — A gemeint ist.

Fiir den Beweis dieses Satzes bendtigt man zwei Sétze, die wir hier nicht beweisen:

8.16. Satz von Riesz. K sei ein kompakter topologischer Hausdorffraum. Dann ist der Dual-
raum C(K)" isometrisch isomorph zum Raum Mg(K) der komplexen Borelmake auf K unter
der Abbildung

¢ 1 M(K) = O pn)(P) = [ rn

Dabei ist Mp(K) ein Banachraum beztiglich der Variationsnorm, die einem Maf p auf K den
Wert ||| = |p|(K), d.h. das Variationsmafs von K, zuordnet.

8.17. Satz von Lax-Milgram. (vgl.U3Blatt 5) Es sei B : H x H — C sesquilinear und stetig.
Dann existiert ein 7' € £(H) mit

B(z,y) = (T'z,y).

Beweis von Satz 8.15. Wir verwenden den stetigen Funktionalkalkiil fiir beschrinkte Operatoren
(Satz 5.16): Zu z,y € H und f € C(o(T)) definiere

Pz y(f) = (f(T)z,y).

Dann ist ¢, : C(0(T)) — C linear, weil die Abbildung f + f(7') linear in f ist, und stetig,
weil

(1) |2y (DI < IOl = 1 lsup 1]l 1yl

Nach dem Satz von Riesz existiert also ein komplexes Borelmaf s, ,, auf o(T), so dass

2) (F(T)z,y) = / f by,

o(T)
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Wegen (1) ist dieses Ma® endlich. Wir kdnnen also statt stetiger Funktionen auch L*°-Funktionen
einsetzen. Wir zeigen nun, dass sogar fiir jedes f € L*°(o(T')) die Abbildung

(z,y) — fdpay
o(T)
sesquilinear und stetig ist.
Die Sesquilinearitét folgt dabei aus (2), denn das Maf ist nach dem Satz von Riesz schon durch
die Werte bei Integration stetiger Funktionen eindeutig bestimmt. Um die Stetigkeit zu sehen,
bemerken wir zunéchst, dass nach dem Satz von Riesz gilt ||pzy|| = ||¢z,y]|, so dass

/ f d,ux,y
o(T)

Folglich kénnen wir den Satz von Lax-Milgram anwenden und erhalten zu jedem f € L* einen
beschrankten Operator f(7T'). Genau wie im Beweis von Satz 8.9 zeigen wir nun, dass die Abbil-
dung U : f — f(T) ein isometrischer *-Algebrenhomomorphismus ist.

def

Riesz 1)
(T) = flloolltayll “="[fllocllzyll = Ilflloc lz[l[¥lll-

< [ flloo [y

Wir definieren nun fiir eine Borelmenge w C o(T)
E(w) = ¥(xw)

als Bild der charakteristischen Funktion von w. Wei ¥ ein *-Algebrenhomomorphismus ist, ist
E(w) eine Orthogonalprojektion, und die Anforderungen an ein Spektralmaf in 8.2(1)-(5) ergeben
sich unmittelbar.

Zur Eindeutigkeit. Aus der Annahme ¥(\) = T (fiir die Funktion A — \) folgt, dass fiir jedes
Polynom p gilt ¥(p) = p(T"). Nun liegen die Polynome dicht in C(o (7)), also ist W(f) = f(T)
fir alle f € C(o(T')). Insbesondere gilt

(U(f)z,y) = /dem,y, z,y € H.

Damit ist nach Riesz E, , als komplexes Borelmal eindeutig bestimmt, also auch E(w) fiir jede
Borelmenge w.

8.18. Satz. Der Spektralsatz gilt auch fiir normale (T'T* = T*T) Operatoren T € L(H): Es
existiert ein eindeutig bestimmtes Spektralmal E auf den Borelmengen von o(T), fiir das gilt:

T = / FAE().
o(T)

Beweis. Ahnlich unter Verwendung des Funktionalkalkiils fiir normale Operatoren (den wir hier
nicht behandelt haben). <

8.19. Satz. Zu jedem selbstadjungierten Operator A : D(A) — H existiert ein eindeutig
bestimmtes Spektralmafs E auf R mit

(1) (Az,y) :/OotdELy re€D(A),y e H.

—00

Das Spektralmaf E ist auf o(A) konzentriert, d. h. E(c(A)) = I. Wir schreiben
A :/ t dE(t).

Beweis. Es sei U die Cayley-Transformierte von A. Sie ist nach Satz 7.31(c) unitér, insbesondere
also normal. Thr Spektrum, o(U), ist eine Teilmenge von S'. Ferner sei Q = S'\ {1} und Ey
das auf o(U) definierte Spektralmaf fiir U. Wir wissen aus Satz 7.31(b), dass I — U injektiv ist.
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Folglich ist Ey7({1}) = 0 nach Satz 8.13(a) (beachte: {1} = f~!{1} fiir die Funktion f : ¢ + ).
Daher geniigt es, iiber 2 zu integrieren, und

) W) = [ NdEyayN). sz B,
Q
Fur
) =i 0 xe st qa,

definieren wir nun ¥(f) wie in Satz 8.9(a) mit Hilfe von Ej:

<\I/(f)x7y> = /QdeU,x,ya HAS nyy € H.

Da f reellwertig ist, ist W(f) selbstadjungiert nach 8.9(c). Wegen der Multiplikativitdt haben
wir ferner

V(I -U)=V()lv(1—-N)=i¥(1+ N =1+T.
Insbesondere ist Bild(I — U) C D(¥(f). Als Cayley-Transformierte von A erfillt U nach Satz
7.31 die Identitat
Al -U)=iI+U)
mit D(A) = Bild(I — U) C D(V¥(f). Folglich ist ¥(f) nicht nur selbstadjungiert, sondern wegen
der Injektivitdt von I — U auch eine Fortsetzung von A. Als selbstadjungierter Operator hat
jedoch A keine echte Fortsetzung, vgl. Satz 7.23. Daher ist A = ¥(f) und

3) (40.9) = [ FaBuay, 2 DAy eI,

Nun sagt uns Satz 8.13(c), dass o(A) das wesentliche Bild von f ist. Folglich ist 0(A4) C R
(beachte: da das wesentliche Bild bzgl. des Mafes Eyy gebildet wird, haben wir nicht notwendig
‘=" — was ja auch falsch wére).

Wir definieren nun E durch
E(w) = Ey(f'(w)), w C R Borelmenge.

Dies liefert ebenfalls ein Spektralmafs, und aus (3) folgt (1): In der Tat gilt stets fiir das durch
E(w) = Ey(p~(w)) mittels messbarem ¢ : Q — ' definierte Ma®, dass

| sty = [ (g0 ¢) B,

wie man leicht sieht, indem man zuerst charakteristische, dann einfache Funktionen betrachtet.

Genauso wie wir aus (3) Gleichung (1) abgeleitet haben, hétten wir auch (3) aus (1) herleiten
kénnen. Da das Spektralmafs Ey fiir U nach Satz 8.18 eindeutig bestimmt ist, ist auch F eindeutig
bestimmt. <

8.20. Folgerung. Mit Hilfe von 8.9-8.13 erhalten wir also auch einen Funktionalkalkil fiir
unbeschrénkte selbstadjungierte Operatoren.

8.21. Satz. Es sei A: D(A) — H selbstadjungiert. Dann gilt
(a) A >0 genau dann, wenn o(A) C [0, co].
(b)  Es gibt eine eindeutige positive Quadratwurzel B zu A.
Beweis. (a) ‘=". Es sei (Az,z) > 0 und A > 0. Dann gilt
Ml = Mz, z) < (A + Na,z) < [[(A+ Na|l||z];

also ist

(1) [(A+ N)zl| = All]
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und somit A + A injektiv. Gleichzeitig folgt aus (1), dass das Bild von A + X dicht ist, denn ist
y € H und (y, (A+ X\)z) =0 fiir alle z € D(A), so ist
(y, (A+A)z) =0=(0,2),

so dass y € D((A — A)*) und (wegen der Selbstadjungiertheit) 0 = (A — A\)*y = (A — A)y. Aus
der Injektivitat folgt y = 0.

Ferner ist das Bild von A + X\ abgeschlossen: Ist y,, = (A 4+ )z, eine Folge im Bild von A + A
mit x, € D(A) und y, — y € H, so ist nach (1) auch x,, eine Cauchy-Folge in H mit einem
Grenzwert x. Aus der Abgeschlossenheit des Graphen von A folgt, dass z € D(A) und (A+\)x =
y € Bild(A). Damit ist Bild(A + A\) = H, somit A + X invertierbar und —A nicht im Spektrum.

‘<" Da das Spektrum in R liegt, kénnen wir schreiben

<Ax,w)—/ NdE; ;.
0

Nun ist A eine nicht-negative Funktion und E, , ein positives Borelmafs. Daher ist (Az,z) > 0.

(b) Nach (a) ist o(4) C Rxq. Setze B = [;° VAdE. Aus dem Funktionalkalkiil folgt, dass B
eine Quadratwurzel ist. Die Positivitét folgt wie im Beweis von (a).

Annahme: Es gibt eine weitere positive Quadratwurzel C. Dann kénnen wir schreiben
oo
C= / ANdE®
0

fiir das C' zugeordnete Spektralmaf E€. Dann erhalten wir mit dem Transformationssatz

//\dE:A:C2:/ )\QdEC:/ NE',
0 0 0

wobei E'(A\%(w)) = E¢(w). Bs folgt E' = E wegen der Eindeutigkeit des Spektralmafes und
somit C' = B. <

8.22. Bemerkung. Die Existenz eines Spektralmafkes £ mit
(Nz,y) = / ANdE; (M)
o(N)

kann man auch fiir unbeschréankte normale Operatoren beweisen.



