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6. KOMPAKTE OPERATOREN

6.1. Definition. X,Y seien Banachrdume. A € £(X,Y) heift kompakt, falls das Bild jeder
beschrankten Menge in einer kompakten Menge enthalten ist (relativ kompakt ist), mit anderen
Worten

M beschrénkt = A(M) kompakt.
Schreibe: A € K(X,Y), (X, X) = K(X).

6.2. Bemerkung.

(a) Eslangt zu fordern, dass das Bild der Einheitskugel in einer kompakten Menge enthalten
ist, denn jede beschrénkte Menge M ist in einer Kugel B(0,R) (R hinreichend grof)
enthalten. Daher

A(M) C A(B(0,R)) € RAB(0,1).
(b) A(M) ist als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt.

6.3. Satz. Die Einheitskugel in einem Banachraum ist genau dann relativ kompakt, wenn dessen
Dimension endlich ist.

Speziell: I : X — X kompakt < X endlich-dimensional.

Beweis. ,,< Ist X endlich-dimensional, so ist X = K" fiir ein n € N. Auf K" sind alle Normen
aquivalent. Fiir die Euklidische Norm beispielsweise wissen wir nach Heine Borel, dass B(0, 1)
kompakt ist.

,=" Nach 1.22 existieren z1,...,2, € B(0,1) derart, dass

mangcn+mqb>umucm+3mé0.

Setze Y = span {x1,...,zy}. Dann gilt

1

(1) B(0,1) €Y + B(0, ).

Also B(0,3) €Y + B(0, 7). Einsetzen in (1) liefert: B(0,1) CY +Y + B(0,%) =Y + B(0, 7).
Durch Iteration: B(0,1) C Y + B(0,¢) fiir jedes € > 0, somit B(0,1) C Y. Daher ist X =Y
m-dimensional. <

6.4. Lemma. X,Y,Z W seien Banachrdume. A € K(X,Y'). Dann gilt:
(a) A+ BeK(X,Y) fir Be K(X,Y).

(b) M eK(X,Y).

(c) BAeK(X,Z) fir Be L(Y,Z).

(d) ABeK(W,)Y) fir Be L(W,X).

Insbesondere ist (X)) ein Ideal in L£(X).

Beweis. Es sei Ex die Einheitskugel in X.
(a) Wie wir wissen, sind A(Ex) und B(FEx) kompakt, somit auch A(Ex) x B(Ex) CY x Y.
Aus der Stetigkeit der Addition +: Y x Y — Y folgt die Behauptung (1.12).

(b) Analog.

(c) Mit A(Ex) ist auch BA(Ex) kompakt.

(d) Da B(Ex) beschrénkt ist, ist A(B(Ex)) relativ kompakt. <

6.5. Satz. K(X,Y) ist abgeschlossen in L(X,Y).
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Beweis. Es sei (Ay,) eine Folge in K(X,Y), A, — A € L(X,Y). Zeige: A(Ex) ist relativ kompakt.
Dazu zeige (vgl. 1.22): Jede Folge in A(FEx) hat eine Teilfolge, die Cauchy-Folge ist.

(Indirekt) Annahme, dies ist falsch. Dann existiert eine Folge (z;) C Ex und € > 0 so, dass
|Az; — Azy|| > e fiir alle k,j. Da A,, — A konvergiert, existiert N mit |4, — Al < ¢/3 fiir
n > N.

Dann ist ||Apz; — Apzi|| > |[[Az; — Azl — [|Az; — Apzj|| — || Azy — Apagl] > €/3 im Widerspruch
zur relativen Kompaktheit von A, (Ex). <

6.6. Lemma. Operatoren mit endlich-dimensionalem Bild sind kompakt.

Beweis. Hat A € £(X,Y) endlich-dimensionales Bild, so ist A(EFx) beschrénkte Teilmenge in

einem endlich-dimensionalen Raum. Nach Bolzano-Weierstraf hat dort jede Folge eine Teilfolge,
die Cauchy-Folge ist. <

Das Spektrum kompakter Operatoren.

6.7. Satz. X Banachraum, A € K(X),\ # 0. Dann gilt

(a) Kern (A — A) ist endlich-dimensional.

(b)  Es gibt eine Projektion P € £(X) mit Bild P = Kern (A — A).
(c) Bild (M — A) abgeschlossen.

(d) Ist dimX = o0, soist 0 € o(A).

Beweis. (a) Setze Xo = Kern (A — A) C X. Dann ist A(Ex,) C A(Fx) kompakt. Andererseits
ist A|x, = Mx,, also A(Ex,) = AEx,. Daher ist die Einheitskugel in Xy kompakt, also nach 6.3
endlich-dimensional.

(b) Es sei {z1,..., 2} eine Basis von Kern (Al — A). Definiere 2, : span {z1,...,z,} = K,j =
1,...,n durch #’(zy) = ;5 und setze es nach Hahn-Banach zu einem Element von X' fort.
Definiere Pr = >"_, 2/(x)x;.
(c) Da P eine Projektion ist, konnen wir schreiben X = Kern P @& Bild P = M & Kern (A — A)
mit M = Kern P. Es sei y, = (M — A)x,, = Az, — Axy, und es gelte y, — y € H. Wir kénnen
annehmen, dass x, in M liegt.

Annahme: (x,) ist nicht beschrénkt. Da (y,) konvergiert und x,, # 0 ist, gilt:

(1) A A<%>:ﬁ”%0

[ |n| |n|

Da A kompakt ist, hat A (x—:”> eine konvergente Teilfolge. Weil A # 0 ist, hat auch 2=

[E3 llznl
eine konvergente Teilfolge, etwa gegen m mit m € M und ||m|| = 1. Nun ist aber nach (1)
(A — A)ym = 0, somit m € M N Kern(Al — A) = {0} im Widerspruch zu ||m| = 1.
Also ist (x,,) beschrinkt. Wegen der Kompaktheit von A hat (Az,,) eine konvergente Teilfolge.
Weil jedoch Az, — Az, = yy, ist und (y,,) konvergiert, hat auch (x,,) eine konvergente Teilfolge,
etwa gegen . Aus der Stetigkeit von A folgt, dass (AI — A)x = y und somit y € Bild (A — A).
(d) Dass 0 ¢ o(A) ist, heifit, dass A invertierbar ist. Dann ist I = A~'A € K(X) nach 6.4(c).
Aus 6.3 folgt dann dim X < oo. <

6.8. Rieszsches Lemma. Es sei U ein abgeschlossener Unterraum des normierten Raums X
und U # X. Dann existiert zu 0 < § < 1 ein z5 € X mit

llzsll = 1 und ||xs — u|| > 1 — 0 fiir alleuw € U
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Beweis. Wahle z € X \ U und setze d := inf{||z —ul| : v € U}. Da X abgeschlossen ist, ist d > 0.
Nach Wahl von § ist d < 1%5. Wir finden daher ein us € U mit ||z — us| < 1.

Nun leistet x5 = (x — ug)/||x — us|| das Gewiinschte: Die Norm ist 1, und fiir v € U ist

x us
[ — u] - —u
[ —usl| |z = usl]
1
= e = (us + |z —usllw)]|
[l — us]|
Nun ist us + ||z — us|ju in U, und daher ist die rechte Seite grofer als 1 — 4. <

6.9. Satz. Fiir A € K(X), X Banachraum, gilt

(a) o(A)\ {0} besteht lediglich aus Eigenwerten endlicher Vielfachheit.
(b)  Einzig méglicher Haufungspunkt ist Null; alle anderen Spektralwerte « sind isoliert:

Va e oc(A)\ {0} 3e>0:B(a,e) No(A) = {a}.

Beweis. (a) Wir zeigen: Ist 0 # A € C und Kern (A — A) = {0} (kein Eigenwert), so ist
Bild (AT — A) = X (d.h. Al — A invertierbar).

Dazu: R := Bild (A — A) ist abgeschlossen nach 6.7(c), also Banachraum. Ferner ist A\ — A :
X — R bijektiv. Daher ist (A\I — A)~! € L(R, X) (Satz von der offenen Abbildung).

Annahme: R < X. Setze Ry := Bild (\I — A)V.

Behauptung: Dann gilt Ry > Ry > Re > .... Dazu: Esist Ry = X > R = Ry. Ware R, = Rpp41
soauch X = Ry = (M — A)™™R,, = (Al — A)""R,,,4+1 = R. Widerspruch!

Fiir jedes m € Np wihle nun (mit dem Rieszschen Lemma fiir § = 1/2) z,, € Ry, mit ||zy,| =1
und ||z — u|| > 1/2 fir alle w € R,,41. Wir erhalten eine beschrénkte Folge (z,,). Wegen der
Kompaktheit von A hat (Ax,,) eine konvergente Teilfolge. Andererseits gilt fiir n > m > 1:
Az, — Azy|| = [ Aem — (M — A)zg + Azp, — (M — A)zy)|| > |;|,
denn (M — A)xy, + Az, — (M — A)xyy,) liegt in Ryy,41. Widerspruch.

Folglich ist R = H und o(A)\ {0} besteht nur aus Eigenwerten. Die Vielfachheit ist endlich nach
Satz 6.7.

(b) Annahme: Es gibt eine Folge () paarweise verschiedener Eigenwerte mit A; — A. Dann gibt
es eine Folge (z5,) € X mit ||z, =1 und (A, — A)x,, = 0.

Bekannt: Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig. (Annahme: Es
gibt linear abhingige Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten. Dann existiert eine nichttri-
viale Linearkombination 0 = Zk vj von Eigenvektoren v; # 0 zum Eigenwert \; (paarweise

j=1
verschiedene A;) mit minimalem k.
Es folgt
k k k k—1
0= (A — )\kl)(ZUJ) = Z)\jl}j — Z)\kl}j = Z()\j - )\k)vj;
j=1 j=1 j=1 e

£0

d. h. es gibt eine kiirzere Linearkombination. Widerspruch zur Annahme.) Die z;, sind daher linear
unabhéngig. Setze X,, = span {z1,...,z,}; wihle y, € X,, mit |y,|| = 1 und ||y, —ul| > 1/2
fir alle v € X,,—1 (Rieszsches Lemma). Dann ist (y,) eine beschriankte Folge, und wegen der
Kompaktheit von A hat (Ay,) eine konvergente Teilfolge.

Andererseits gilt fir n > m

1AYn — Aym || = | Anyn — (A — A)yn + AnYm — Amd — A)ym) |-
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Nun ist vy, = 27:1 cjzj und (A1 — A)z, =0, also (A\I — A)y, € X,,—1. Ohnehin ist Ay ym —
(Al — A)ym € X,—1. Es folgt || Ay, — Aym|| > |An]/2 — |A|/2. Fiir A # 0 ergib sich ein

Widerspruch. Also ist Null einziger Haufungspunkt. <

Adjungierte Operatoren. Auch fiir Banachrdume kann man die Adjungierte eines Operators
definieren:

6.10. Definition und Lemma. Es sei A € £(X,Y), X,Y normiert. Dann existiert genau ein
Operator A’ € L(Y', X') mit

(1) (AY)(z) =y (Az), y' €Y zeX.

Alternative Schreibweise mit (X, X')- bzw. (Y, Y”)-Dualitét:

(2, Ay ) x x = (Az, )y y.
A’ heiflt Adjungierte zu A. Es gilt
IA] = [1A]|.
Beachte: Fiir K = C ergibt sich ein Unterschied zur Hilbertraumadjungierten, weil (-,-)x x

bilinear ist und nicht sesquilinear. Diese Adjungierte entspricht bei Matrizen der Transponierten.
Die folgenden Aussagen gelten jedoch auch fiir die Hilbertraumadjungierten.

Beweis. Die Bedingung (1) heifit gerade A’y =y’ o A. Damit ist klar, dass A’y € X',
Klar: A’ ist eindeutig und linear. Zum Beweis der Stetigkeit verwenden wir, dass ||z = supj,/ <1 2'(z).
Dann ist ndmlich
|A| = sup [|AY[| = sup sup |A'y(z)]
ly'll<1 ly/I<1 flzl<1

= sup sup [y'(Az)| = sup |Az|=]All.
lyI<1 izl <1 Jell<1

<

6.11. Satz von Arzela-Ascoli. K sei ein kompakter metrischer Raum und F' C C(K) gleichs-
tetig und punktweise beschréankt. Dann ist F' relativ kompakt; d.h. jede beschrénkte Folge in F
hat eine konvergente Teilfolge.

Erinnerung;:
(a)  F ist punktweise beschrénkt, falls fiir jedes x € K die Mengen {f(z) : f € F'} beschrénkt
ist.

(b) F ist gleichstetig, falls zu jedem = € K und jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

|f(z) — f(2")| <e, fallsd(z,2’) <9, f€F.
6.12. Satz. (Schauder) X und Y seien Banachrdume. Dann ist A € L(X,Y) genau dann
kompakt, wenn A’ € L(Y', X') kompakt ist.

Beweis. ‘=": Es sei A kompakt und (y),), eine Folge in Y’ mit [|y/,|| < 1. Dann bilden die y/, eine
gleichstetige Menge von Funktionalen auf Y, weil
[ (1) = yn(w2)| = yn (1 = v2)| < llynlllyr — v2ll-

Bezeichnet B = B(0, 1) die Einheitskugel in X, so ist K = A(B) kompakt. Dann erfiillt (y/,) die
Annahmen von Arzela-Ascoli. Wir finden also eine konvergente Teilfolge, 0BdA wieder (y},). Es
folgt:

def
Ay, — Ayl = oA A (g, — y) ()] = o |(yn — Y ) (Az)| < [y, — ymallIlA] — O
z||< z||=<

Folglich ist (A'y},), konvergent und somit A’ kompakt.
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‘<’: analog. Der Vollstiandigkeit halber: Es sei A’ kompakt und (x,,) eine Folge in X mit ||z,| <
1. Bezeichne mit B’ die Einheitskugel in Y’ und mit K’ = A/(B’) den Abschluss des Bilds,
der kompakt ist. Wir konnen die x, als stetige Funktionen auf K’ auffassen, namlich durch
Zp(2') := 2/ (xy,). Mit dieser Konvention erfiillt (z,) die Annahmen von Arzela-Ascoli, denn

o (k) — ko) = (k) — ko) (2n)| < [Iky — Kollllznll, K7,k € K' (Gleichstetigkeit)

und z,(z") ist beschrankt, da K’ kompakt ist. Also existiert eine Teilfolge, 0BdA wieder (x,)
mit supy e |(2n — 2m)(K')| = 0. Es folgt

def

|Az, — Az = sup |(Ax, — Azp)(2))] = sup  |(zp — 2m)(A'2")| — 0.
[l=]|<1 [2'[|=<1
Folglich ist (Axy,), konvergent und A kompakt. <

Starke und schwache Konvergenz.

6.13. Definition. Wir nennen eine Folge (z,,) in X schwach konvergent gegen x € X, geschrie-
ben x, — x, falls
2 (zp —x) = 0 fiir alle 2’ € X'.

6.14. Bemerkung. Aus Konvergenz folgt schwache Konvergenz. Die Umkehrung gilt nicht: Im
Hilbertraum sind die Funktionale durch Paarung mit anderen Vektoren gegeben. Ist nun etwa
(en) eine Orthonormalbasis in einem unendlich-dimensionalem Hilbertraum, so gilt e, — 0, da
{en,x) € I? fiir & € H. Offensichtlich ist aber (e,) nicht gegen Null konvergent.

6.15. Lemma. Schwach konvergente Folgen sind beschrénkt.

Beweis. Es sei x, — x. Fiir jedes 2/ € X’ ist dann 2/(x,,) konvergent, also beschriinkt, durch
C(2'). Damit ist (z,),, schwach beschrankt, also nach Banach-Steinhaus (Folgerung 3.4) stark
beschrankt. 4

6.16. Satz. Essei A: X — Y linear. Dann ist dquivalent:
(1) A beschridnkt (d. h. aus z, — x folgt Az, — Ax).

(2) Aus x, = x folgt Az, = Ax.

(3) Aus x, — x folgt Az, = Ax.

Beweis. (1) = (2) Es ist (Ax,, — Az,y) = (z, — x, A'y) — 0.

(2) = (3) Klar.

(3) = (1) (mit Graphensatz) Gilt z,, — 0, Az,, — z, so folgt nach Annahme fiir beliebiges y:
(Azy,y) — 0. Andererseits gilt (Ax,,y) — (z,y). Es folgt z = 0. <

6.17. Definition. Ist X ein Banachraum, so kénnen wir X als Teilmenge des ‘Bidualraums’
X" auffassen: Wir definieren die Abbildung tx : X — X" = L(X',K) durch (txx)(2') = 2/(z).
Dies ist eine Isometrie: |[tx || = sup| <1 [(tx®)(2")| = sup| <1 [2'(z)| = [|z]| nach Satz 2.35.
Insbesondere ist ¢x stets injektiv. Man nennt X reflexiv, wenn ¢x auch surjektiv ist.
Ferner konnen wir auf X’ ein System von Halbnormen {p, : x € X} definieren durch

pa(a’) = |2'(2)].
Die erzeugte Topologie heifst schwach-*-Topologie.

6.18. Satz. X sei ein separabler Banachraum und X' sein Dualraum. Dann hat jede beschréinkte
Folge (z},) C X' eine Teilfolge (z},), die in der schwach-+-Topologie gegen ein Element z' € X'
konvergiert, d.h. (zj, — ', x) — 0 fiir jedes v € X.
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Man formuliert das auch griffig so: Die Einheitskugel im Dualraum ist schwach-x-folgenkompakt.
Dies ist eine schwache Version des Satzes von Banach-Alaoglu, der besagt, dass die Einheitskugel
im Dualraum ist schwach-x-kompakt ist.

Beweis. Dass X separabel ist, heifit, dass es eine abzéhlbare Menge D = {d;,ds, ...} gibt, die in
X dicht ist. Wegen der Beschrénktheit von (z},) gilt fiir jedes j:

|23.(di)| < =i llllds |l < Cllds |-
Somit ist x}(d;) fiir festes j beschréankt in C.
Wir extrahieren daraus die gesuchte Teilfolge mit dem Diagonalfolgen-Prinzip. Jede beschréinkte

Folge in C hat eine konvergente Teilfolge. Wir finden daher eine Teilfolge A; von N so, dass
(27.(d1))kea, in C gegen ein Element ¢; konvergiert und iterativ A; O Ay D Asz... so, dass

(23.(d)))rea, konvergent gegen c¢; € C ist.
Wir bezeichnen das I-te Element von A; mit k; und betrachten die ‘Diagonalfolge’ (x;ﬁ) Nach

Konstruktion gilt lim;_, ;U;W (dj) = ¢; fiir jedes j. Nun definieren wir ein Funktional =’ auf span D

durch 2'(d;) = ¢;. Selbst wenn D nicht linear unabhéngig ist, ist dies wohldefiniert: Ist ndmlich
Y- Ajdj =0, so ist

. . def
0= llilg)(l‘%l, Z )\jdj> = Z )\j ZE\I})IO<ZI)§Q, dj> = Z)\jCj.
J J

Ferner ist
[2(dj)] = lej| = lim [{zy,,dj)] < Clld;]

d.h. 2’ ist beschrankt auf span D. Nach dem Fortsetzungssatz hat x’ eine Fortsetzung zu einer
beschrénkten linearen Abbildung auf dem Abschluss span D = X, und |2/(z)| < Cllz|| mit
demselben C.

Es bleibt zu zeigen, dass fiir jedes x € X gilt: (2}, — 2')(z) — 0 fiir | — co. Dazu sei ¢ > 0

vorgelegt und x fest. Zunéchst finden wir ein dj, € D mit ||z — dj,|| < €/(4C). Anschliefend
wéahlen wir ein ng so, dass

‘x%l (djo) - Cjo’ <

Es folgt, dass fiir [ > ng gilt
|2 (), —2") ()] (@}, — 2')(djo)| + (2}, — &) (@ — dj)]

[(2h,, djo) — ciol +2C||lw — djp|| <e/2+ /2=

IN N

<
6.19. Bemerkung. Ist X sogar ein Hilbertraum, so braucht man die Separabilitdt nicht: Man
wahlt D = {2/, 2}, ...}, d.h. die Folge selbst. Dann kann man =’ wie oben auf span D definieren;

—1
auf span D™ setzt man 2’ = 0.

6.20. Satz. X reflexiv < X' reflexiv.

Beweis. “=" Ist 2" € X", soist 2’ := 2"1x in X'. Ist 2”7 € X", so existiert nach Annahme ein
x € X mit 2" = 1xx. Dann gilt:

(L‘m(l‘”) — I‘W(LXCC) — ($,//LX)($) — SU/(.’E) — LU//(IL’/) — LX/.’E/(QS‘,/).
Folglich ist 2" = 1x/a'.

“<” Wegen der Isometrie-Eigenschaft von vy ist tx(X) ein abgeschlossener Unterraum von X"
und somit X" /1y (X) selbst ein Banachraum. Ist X nicht reflexiv, so ist X" /tx(X) # 0. Daher
existiert ein Element # 0 in seinem Dualraum, und dieses definiert (!) ein Element 0 # 2™ € X"
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mit "/ (x) = 0 fiir alle # € X. Nach Annahme ist X’ reflexiv. Daher gibt es ein Element 2’/ € X’
mit tx 2’ = 2. Wegen 2’ (1x (X)) = 0 folgt:

2'(z) = (tx2)(2) = (tx2")(xz) = 2" (1xz) = 0,
woraus folgt, dass ' = 0 und somit 2"’ = tx/(z") = 0. Widerspruch.

6.21. Satz. Ist X ein reflexiver Banachraum und U < X ein abgeschlossener Unterraum, so
sind auch X /U und U reflexiv.

Beweis. 1. Voriiberlegung: Wir betrachten die Einbettungsabbildung iy : U — X. Die duale
Abbildung ist if; : X — U’ mit if;(2') = in. Nach dem Satz von Hahn-Banach ist sie surjektiv,
denn jedes Element v’ € U’ kann zu 2’ € X’ fortgesetzt werden mit ||| = ||2/||, s. Satz 2.33.

Der Kern dieser Abbildung ist

Ut = {2’ € X' :2/(u) =0 fiir alle u € U}.
Die Abbildung i : X'/U+ — U’ gegeben durch 2’ + U+ — in ist daher bijektiv und isometrisch.
2. Reflexivitat von Q = X/U. Essei m: X — @, x — x + U die Quotientenabbildung. Die duale
Abbildung ist 7’ : @ — X'. Dabei ist Q' = (X/U) = {2’ € X' : :ciU =0} =UC X' und 7
eine Isometrie.
Genau wie in 1. ist dann die duale Abbildung 7" : X" — Q" surjektiv. Folglich gibt es zu ¢ € Q"
ein " € X" mit 7#”(2") = ¢”. Da X reflexiv ist, ist 2" = vxx fiir ein geeignetes x € X. Setze
q = wz. Dann gilt

def su gy defz" 4 ydefq”

1Qq = gmr = whixx = wa’ = ¢".
Fiir die zweite Gleichheit beachten wir, dass beide Seiten gerade die Interpretation von x als
einem Element in Q" liefern:

w(mz)q = ¢ (nx) = (¢'m)(2) = (x2)(¢'7) = (x2)(7'q") = 7" (Lxx)(q).
Somit ist Q" = Q.
3. Reflexivitat von U. Mit X ist nach Satz 6.20 auch X’ reflexiv. Mit 2. folgt die Reflexivitiat von
X'/U+ = U’ und wiederum nach Satz 6.20 die von U. <

6.22. Satz. X sei ein normierter Raum und X' separabel. Dann ist auch X separabel.

Beweis. Es sei D = {z},z),...} eine abzihlbare dichte Teilmenge von X’. Wahle x,, € X mit
|znll = 1 und |2}, (2,)| > 3|2}, || (das ist mdglich nach Definition der Operatornorm). Setze dann
V = span{z1,xe,...}. Ware V < X, so gébe es nach Hahn-Banach ein Element 0 # ¢’ € (X/V)'.
Bezeichnet man mit 7y die Quotientenabbildung x — x + V, so ist ¢’ o Ty ein Element von X’
mit ' # 0 und (V') = 0, insbesondere also 2(z,,) = 0. Nach Definition gibt es eine Folge (7, )
in D mit x;, — 2. Es folgt:

1
0 = [, = a'll = [(zh, — &) (@ny)] =l (2n,)| = Sl gl

Daraus schliefen wir zunéchst, dass x;, — 0 und daraus, dass z' = 0. Widerspruch! <
Wir erhalten damit folgenden wichtigen Satz:

6.23. Satz. In einem reflexiven Banachraum (und somit in jedem Hilbertraum) hat jede be-
schriankte Folge eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis. Es sei (x1) eine Folge in X, die wir nun als Folge in X” = (X’)" auffassen.

Ist X = X" separabel, so auch X’ nach 6.22. Nun folgt die Aussage sofort aus Satz 6.18,
angewendet auf X’ in der Rolle von X und X” in der Rolle von X”.

Im allgemeinen Fall setzen wir U = span {z, : k € N}. Nach Satz 6.21 ist mit X auch U reflexiv.
Also hat (zy) eine Teilfolge, die in U schwach konvergiert. Sie konvergiert dann auch schwach in
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X, weil id : U — X nach Satz 6.18 schwach konvergente Folgen in schwach konvergente Folgen
iiberfiihrt. <

Damit erhalten wir eine neue Charakterisierung der kompakten Operatoren fiir reflexives X:

6.24. Satz. Essei A € L(X,Y) und X reflexiv.! Dann sind dquivalent:
(1) A ist kompakt.
(2)  Aus z, 5 0 folgt Az, — 0.

Beweis. (1) = (2) (indirekt). Annahme: Es gibt eine Folge (z,,) mit z, — 0 aber ||Az,| > ¢.
Wegen Lemma 6.15 ist (z,,) beschrankt und somit die Menge (Ax,,) relativ kompakt. Sie hat
also eine in konvergente Teilfolge. Da nach 6.18 gilt, dass Az, — 0, kann diese nur gegen Null
konvergieren. Widerspruch!

(2) = (1) Es sei (Azy) eine Folge in A(B(0,1)). Die Folge (xj) ist beschréankt und hat daher
nach Satz 6.23 eine schwach konvergente Teilfolge = 2. Es folgt Tp; — 2 0. Nach Voraus-

setzung folgt Az, — Az — 0. Damit hat (Az,) eine konvergente Teilfolge. Damit ist A(B(0, 1))
folgenkompakt, also kompakt nach Satz 1.22. <

Kompakte Operatoren im Hilbertraum. Im folgenden konzentrieren wir uns auf Hilber-
traume:

6.25. Lemma. Fiir A € L(H) ist dquivalent:

(1) A kompakt.
(2) AA* kompakt.
(3) A* kompakt.
(4)  A*A kompakt.

Beweis. (1) = (2): 6.4.
(2) = (3) Es sei x,, — 0. Wegen der Kompaktheit von AA* folgt aus 6.24, dass AA*x,, — 0 und
| A%z, || = (A*my, A*xy) < ||AA T, || lznl|  —0.

N——— SN~~~
—0 beschréankt 6.15

(3) = (4): 6.4.
(4) = (1) wie oben.

6.26. Satz. Fiir jeden kompakten Operator A € £(H) sind (Kern A)* und Bild A separabel.

Beweis. Wihle eine Orthonormalbasis B = {e,} von (Kern A)*. Wir behaupten, dass zu jedem
e > 0 nur endlich viele « existieren mit ||Ae,|| > £: Gébe es unendlich viele, so erhielten wir eine
Folge (eq,) paarweise verschiedener solcher Elemente von B. Nach der Besselschen Ungleichung

(4.11) gilt jedoch eq; % 0 und wegen der Kompaktheit von A folgt mit 6.24, dass Aeq; — 0 im
Widerspruch zur Annahme.

Andererseits ist A injektiv auf (Kern A)*, so dass Ae, # 0 fiir jedes . Folglich kann B nur
abzéhlbar sein.

Da Bild A = A((Kern A)1), ist A(span (B)) dicht in Bild A. Indem wir uns auf (die abzihlbar
vielen) Linearkombinationen mit Koeffizienten in Q @ iQ beschrianken, sehen wir, dass Bild A
separabel ist. <

6.27. Satz. Fiir A € L(H;, Hs) ist dquivalent:

IDie Reflexivitit ist notwendig, wie ein Beispiel von I. Schur zeigt (J. Reine Angew. Math. 151:79-111 (1920)):
Die identische Abbildung I : £*(N) — ¢*(N) bildet schwach konvergente Folgen auf stark konvergente Folgen ab,
ist aber nicht kompakt nach Satz 6.3.
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(1) A kompakt.
(2)  Es gibt eine Folge endlich-dimensionaler Operatoren (A,) in L(Hy, H2) (d.h. dim Bild 4,, <
o) mit A, — A.

Bemerkung: Die Aussage (2) = (1) gilt auch im Banachraumfall.

Beweis. (2) = (1): 6.5.

(1) = (2) Wihle eine abzihlbare Orthonormalbasis B = {ej, ea, ...} von (Kern A)* und definiere
P, € L(H) durch P,z = 377, (7, ¢j)ej. Nun setze A, = AP,. Dies sind endlich-dimensionale
Operatoren.

Behauptung: A4,, — A. Ware dies nicht der Fall, so gébe es ein ¢ > 0 und eine Folge (v,) in
(Kern A)* mit |jv,|| = 1 und ||A(P, — Dunll = |(An — A)vy,|| > €.
Nun gilt fiir beliebiges j:
((Py, — Iup, er) = (vp, (P, — I)eg) =0 fiir n > k.
Es folgt, dass (P, — I)v, — 0 (indem man die obige Bezichung zunichst auf span {ey,es,...}

anwendet und dann auf H fortsetzt. Da A kompakt ist, schliefen wir, dass A(P, — I)v, — 0.
Widerspruch! <

6.28. Bemerkung. Man sagt von einem Banachraum, er habe die Approximationseigenschaft,
wenn jeder kompakte Operator Grenzwert einer Folge endlichdimensionaler Operatoren ist. Der
obige Satz besagt dann, dass jeder Hilbertraum die Approximationseigenschaft hat.

Nicht jeder Banachraum hat die Approximationseigenschaft (P. Enflo, Acta Math. 1973, s.auch
A. Szankowski, Acta Math 1981).

6.29. Satz. Es sei A = A* € L(H) und « isolierter Punkt von o(A). Dann gilt

(a) 0q(t) = { (1) z(;s? ist stetig auf o(A), d.h. definiert ein Element von C(c(A),R).

(b) P, :=d,(A) (im Sinne von 5.16) ist orthonormale Projektion (P, = P} = P2).
(¢) «ist Eigenwert von A und Bild P, = {z € H : Ax = ax}.

Beweis. (a) Klar, weil « isoliert.
(b) Folgt, weil 6, = 04 = 62.
(c) Sei f(t) =t. Dann gilt fd, = ady. Mit 5.16 folgt

(1) AP, = aP,,
weil f(A) = A. Es sei also x € Bild P,. Dann ist z = P,z, also

Ax = AP,z (2 aP,r = ax.

Also ist
(2) Bild P, C {z € H : Az = ax}.

Zeige ,, 0% Dazu sei Az = ax. Schreibe = m + m* mit m € Bild P, (abgeschlossen nach 4.8),

m* € (Bild P,)* Fo=fa Kern P,. Dann gilt nach (2): Am = am, also (wegen Az = ax) auch
Amt = am™. Fiir beliebiges ¢ > 0 ist nun die Funktion ¢ + a + €8, — t nirgends Null auf o(A).
Daher ist al + P, — A invertierbar. Nun ist

(ol + ePy — A)m* = am® + 0 — am* =0.

Wegen der Invertierbarkeit ist m* = 0 somit z = m € Bild P,. <
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6.30. Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren. Es sei A = A* € K(H),
H ein komplexer Hilbertraum unendlicher Dimension. Dann ist nach 6.9

o(A) = {0} U{A, A2,...} (eventuell nur endlich viele),
Aj # 0, paarweise verschieden, [A\1| > |A2| > ... — 0. Wir setzen P; = 6),(A) (vgl. 6.29).
Dann gilt:

o . [0 j#k
(a)  Die Pj sind orthogonale Projektoren, P; Py, = { P, =k
BildPj = {x € H : Ax = \jx}.

(b) [[A- Z?ﬂ i Pjllz(y — 0, d. h.
(1) A=>"\P;
7=1

Beweis. (a) Klar mit 6.29.
(b) Setze f(t) =t. Dann gilt || f — Y5_; Ajd, llsup — 0. Mit 5.16(2) folgt (1). <

Wir konnen diesen Sachverhalt auch anders formulieren:

6.31. Entwicklungssatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren. Es sei A = A* €
IC(H) und (\;) die Folge seiner von Null verschiedenen Eigenwerte mit |A\1| > |X2| > ... — 0.
Wir wéhlen nacheinander Orthonormalbasen fiir Kern(\jI — A) und bilden damit ein Ortho-
normalsystem {e1,ea,...} (moglicherweise endlich). Indem wir nun den Eigenwert \; genau
dim Kern(AI — A)-mal wiederholen, erhalten wir: Fiir jedes x € H gilt

(1) Az = Z)\j<x,ej>ej.
j=1

Indem wir weiterhin eine Orthonormalbasis {€; : j € J} von Kern A wéhlen, erhalten wir mit
{ej} U{é;} eine Orthonormalbasis fiir H.

Beweis. Lediglich der Nachsatz ist noch nicht klar. Dazu zeige

span (e1, es,...) = (Kern A)L.
Dazu:
C: Da e; Eigenvektor zum Eigenwert \; ist, ist e; L Kern A. Folglich ist span (e1,e2,...) C
(Kern A)* und somit span (eg,es,...) C (Kern A)*.
D: Aus x Le; fiir alle j folgt mit (1): Az = 0, folglich ist span (eq, es,...)- C Kern A und somit
(Kern A)* C span (e, e2,...). <

6.32. Folgerung. Es sei A = A* kompakt. Dann ist A > 0 genau dann, wenn alle Eigenwerte
> 0 sind.

Beweis. Schreibe x = Y (z,e;)e;. Dann ist (Az,z) = Y \j[(z,e;)[%, und Lemma 5.7 liefert die
Behauptung. <

6.33. Lemma. Jeder Operator mit einer Darstellung wie in 6.31 ist kompakt.

Beweis. Wéhlt man P, als orthogonale Projektion auf span {e1,...,e,}, so gilt (A — AP,z =

Z_(;O:n—f—l Aj(z,ej)ej. Dann ist ||A — AP,|| < |Ap41] — 0, also A durch endlich-dimensionale

Operatoren approximierbar (und damit kompakt nach 6.27). <
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6.34. Lemma. Es sei A = A* kompakt mit der Darstellung aus 6.30 und f € C(o(A),C) mit
f(A;) = 0 fiir j — co. Dann ist
= Z f()‘J)P]

j=1

Beweis. Wir wissen aus 6.29, 6.30, dass 0y, € C(0(4),C) ist und dass d),(A) gerade P; ist. Wir
setzen f, = > 11 f(A;)dx;. Dann gilt [|f — follsup = sup{|f(A;)] : 5 > n+ 1} — 0. Also folgt

0 [If = Fallswp = 11F(A) = fulA)] = || £(A Zf P

<

6.35. Folgerung. Insbesondere kénnen wir die Quadratwurzel aus einem positiven kompakten
Operator A mit einer Darstellung wie in 6.30 definieren durch

VA=S P,
j=1

Dies ist wieder ein positiver Operator, wie wir aus 6.32 wissen. Er stimmt daher nach 5.18 mit
der in 5.17 definierten Quadratwurzel iiberein.

6.36. Lemma. Es sei A € L(H) normal und x # 0 mit Ax = \x. Dann ist A*z = \z.
Ist ferner U = span {x}, so ist A(U+) C U*.
Beweis. Es sei P die orthogonale Projektion auf U = span{z} Dann ist (I — P) = (I — P)* =
(I — P)? die Projektion auf U+. Wir schreiben
A=PAP+ PA(I—-P)+ (I —P)AP+ (I — P)A(I — P).
Dabei ist PAP = AP und (I — P)AP =0, da Az = A\z. Wir haben also
A = AMP+PA(I—-P)+(I—-P)A(I-P).

(1) A* = AP+ (I—-P)A*P+ (I - P)A*(I - P).
Wir berechnen nun PAA*P und PA*AP:

PAA*P = XM\P+ PA(I — P)A*P

PA*AP = M\P
Wegen der Normalitét ist PAA*P = PA*AP, also

0= PA(I — P)A*P = (PA(I — P))(PA(I — P))".
Nun ist stets Kern TT* = Kern T*. Es folgt, dass
H = Kern(PA(I — P))(PA(I — P))* = Kern(PA(I — P))* = Kern(I — P)A*P.
Damit ist (I — P)A*P = 0. Wegen (I — P)z = 0 folgt aus (1), dass A*z = \z.
Aus (I — P)A*P = 0 folgt auch PA(I — P) = 0, also ist
A= PAP + (I — P)A(I — P).

6.37. Satz. Fiir T € L(H) setze
r(T) =sup{|A|: A € o(T)} (Spektralradius von T').
Dann gilt
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(a)  Der Grenzwert lim | T™||'/™ existiert, und es gilt
r(T) = lim |77/ < |T.
(b)  Ist T normal und H komplexer Hilbertraum, so ist
r(T) = |[T1.

Beweis. (a) 1. Schritt: Existenz des Grenzwerts. Es sei m € N fest. Zu jedem n € N existieren
dann p,q € Ng mit n = mp + ¢, wobei ¢ < m. Mit C = max{1, ||T|,...,[|[T™ !} gilt dann

[T} < T [PITe)) < ClIT™ P

1 1
Nun ist = — — = P _—-_91 und daher
m mp+q m nm
1) i sup |77/ < tim sup O/ 773~ 5 = 771/

n—oo
Wir erhalten die Existenz des Grenzwerts lim,, | 77'/", da nach (1) limsup,, < liminf,,
2. Schritt ‘v < lim’: Ist z € C mit |z| > limsup ||7"||"/", so ist die Potenzreihe (vgl. 2.42)

o0

(2) J(z)==> 771"

n=0
absolut konvergent. Man rechnet nach

(T — 21)J(2) = J(2)(T — zI) Z PR A Z 2TV =

Also ist fiir diese z der Operator T' — zI invertierbar, somit z ¢ 0'( ) Folglich:
r(T) < lim | T /™.

3. Schritt ‘r > lim’. (Mit Funktionentheorie) (T' — zI)~! ist eine holomorphe L(H)-wertige
Funktion auf der Resolvente, insbesondere also auf dem Aufengebiet U = {z € C : |z| > r(T)}.
Wir wihlen ein beliebiges Element ¢ € £(H)'. Dann ist £(.J) eine holomorphe C-wertige Funktion
auf U. Wir kennen ihre Lauentreihe:

=Yy
n=0

Aus der Funktionentheorie wissen wir (vgl. Funktionentheorieskript, 4.13): Die Laurentreihe
konvergiert gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von U, Insbesondere gilt fiir r > r(T")

1
3 — ) dz = e / =l gy = 0TS, = 0(TF).

Setzen wir also
M(r) = max{||J(z)]| : z € S(0,7)} < o0,
so ist
[((T?)] < M(r)|ellr*.
1/k
Somit ist ||T%||'/* = (Sup”K”:l K(Tk)) < M (r)"/kr(E+1/k und daher limsup |77V < r fiir
alle r > r(T).
(b) Es ist T*T = TT* und | T*T| = ||T||?. Es folgt
1720 = [Ty T2 = || (T*T)" (T*T)"|| = [|(T*T)"||*.
——

:((T*T)n)*
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Es folgt:
n n—1 * n—1 n
1T = [(T*T)*" || =...= [(T*D) > =T,
und damit:
lim || 771" = 1im || 7" ||/ ") = ||T|.
<

6.38. Entwicklungssatz fiir normale Operatoren. Satz 6.30 gilt auch fiir normale kompakte
Operatoren: Es sei H ein komplexer Hilbertraum und A € K(H) normal. Dann hat A eine
Darstellung

Az = Z iz, ej)e;
j=1

mit einem Orthonormalsystem {ej,es,...} von Eigenvektoren von A, einer Folge (evtl. endlich
viele) (A\;) in C mit |A\q| > |X2| >— 0, A; # 0. Dieses Orthonormalsystem kann durch eine
Orthonormalbasis von Kern A zu einer Orthonormalbasis von H ergédnzt werden.

Beweis. Wir wissen, dass das Spektrum keinen Haufungspunkt aufer Null hat und aus Eigen-
werten endlicher Vielfachheit besteht, vgl. 6.9. Ist Null der einzige Spektralwert, so ist A = 0
nach 6.37. Anderenfalls wihlen wir A\; € 0(A) mit maximalem Betrag und einen Eigenvektor e;
Zzu A1 mit H61|| =1..

Wir setzen U = span {e1}. Dann ist U+ abgeschlossen, also ebenfalls ein Hilbertraum. Nach
Lemma 6.36 ist A(U+) C U+L. Damit ist A € K(U). Wir kénnen das Argument iterieren, erhal-
ten also einen Eigenwert A von maximalem Betrag und einen zugehorigen (auf 1 normierten)
Eigenvektor es. Da eg auch Eigenvektor von A auf H ist, ist [Aa] < |A1]. Dabei kann nur endlich
oft derselbe Eigenwert vorkommen, da die Vielfachheit jedes Eigenwerts in H endlich ist. Da
nach 6.29 alle von Null verschiedenen Eigenwerte isoliert sind, liegen auf jedem Kreis S(0, ),
r > 0 ebenfalls nur endlich viele. Damit konvergiert die Folge der Betridge der Eigenwerte #£ 0
gegen Null, und wir erhalten das gesuchte Orthonormalsystem.

Setze A, = Z;L:1 Aj(-,ej)e;. Dann konvergiert A,, gegen A: Der Operator A — A,, ist kompakt,
hat also einen Eigenwert A von maximalem Betrag und einen zugehorigen Eigenvektor x. Schreibe
r = e+ el mit e € span {eq,...,e,} und e+ € span {ey,...,e,}*. Dann ist nach Konstruktion
(A— Ap)e = 0 und Apet = 0. Ferner ist Aet € A(span{eq,...,e,}) C span {e1,...,e,}+
nach Lemma 6.36. Es folgt

e+ et = (A— A,z =(A— A,)et = Aet € span {eq,..., e}t
und somit Aet = Ae® (oder A = 0. Nach Konstruktion ist also |A| < |\,|. Da nach 6.37
|A — Ayl =sup{|\|: A€ a(A—A4,)},
folgt die Behauptung.

Durch eine Basis von Kern A kénnen wir es (wie im Beweis von 6.30) zu einer Orthonormalbasis
von Eigenvektoren von A ergénzen. <



