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5. BESCHRANKTE OPERATOREN IM HILBERTRAUM
Im Folgenden sei H ein K-Hilbertraum.
Die Adjungierte.
5.1. Satz. Zu jedem A € L(H) existiert genau ein Operator A* € L(H) mit

(1) (Az,y) = (z,A%y) Vaz,ye€ H.

Ferner gilt

(a) (A7) = A,

(b) A% = [IA]l- B

(¢) (A4 B)*=A*+ B*,(MA)* = MNA*, (AB)* = B*A* fiir B € L(H).
(d) [lA=Af = [|A]%.

Beweis. Zur Eindeutigkeit: Es gelte (1) fir A} und A%. Dann ist (x, (A} — A%)y) = 0 fiir alle
x,y € H. Es folgt (A7 — A3)y = 0, somit A} = A5.
Existenz: Es sei y € H. Dann definiert

x — (Azx,y)
ein Element von £(H,K): Klar ist die Linearitét; die Ungleichung |(Az, y)| < [|A||||z||||ly| liefert
die Stetigkeit.

Nach dem Satz von Riesz (s. 4.9) finden wir ein eindeutiges z € H mit (Ax,y) = (x, z). Wir setzen
A*y = z. Dann gilt die gewiinschte Relation (1). Man sieht leicht, dass A* dadurch eine lineare
Abbildung wird (dazu etwa: gilt (Ax,y;) = (x, z;) fiir j = 1,2, so ist (Az,y1 +y2) = (, 21 + 22),
somit A*(y1 + y2) = A%y1 + A"y

Die Abbildung A* ist auch stetig, denn fiir y € H ist |A*y||? = [(A*y, A*y)| = [(AA*y,y)| <
[A[l[lA*y[[[y]l- Wir schlieken, dass ||A*y|| < [|A[[[|y]| und deshalb [[A*]| < [|A]]

(a) Es ist fur alle x, y:

<Ax,y> = <m,A*y) = <A*y,$> = <y7 (A*)*:L') = ((A*)*x,y),
somit (A*)*z = Az fiir jedes x.
(b) Wie oben gesehen: ||A*|| < ||A||. Anwendung auf A* liefert: ||A|| = |[(A*)*|| < || A
(c) folgt sofort aus (1).
(d) Aus (a): [|A*A|| < [|A*||||A]| = ||A]|?. Andererseits ist:

[Az|? = (Az, Az) = (A" Az, z) < || A" Az] ||]].

Dies liefert dass
JA|I? = (sup [|Az|))* = sup [[Az|]*> < sup (||A* Azl ||=])),

llz)<1 =<1 llzl<1
und somit || A]|% < ||A*A|. <
5.2. Bemerkung. Fiir A € L(H)
KernA = (BildA*)*t
Kern A* = (BildA)*.
Im allgemeinen sind weder Bild A noch Bild A* abgeschlossen.

5.3. Satz. (Hellinger-Toeplitz). Essei A: H — H linear mit (Az,y) = (z, Ay). Dann ist A
stetig.

Beweis. (mit Graphensatz) Es gelte x, — 0 und Az, — z. Dann gilt fiir alle y € H : (z,y) =
lim(Ax,,y) = lim(x,, Ay) = 0. Folglich ist z = 0. <
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5.4. Definition. Ein Operator A € L(H) heift
(a) selbstadjungiert, falls A = A*.
(b) normal, falls A*A = AA*.
(c) positiv (schreibe A > 0), falls A = A* und (Az,z) > 0 fir alle x € H
Klar: Selbstadjungierte Operatoren sind normal. Dass die Bedingung in (c) sinnvoll ist, sehen
wir gleich.
5.5. Lemma. Es sei H ein Hilbertraum tiber C und A € L(H). Dann gilt
A=A" & (Az,z) €R fiir alle x € H.

Beweis. ‘=". Ist A = A*, so ist (Az,z) = (x, Az) = (Az, ).
‘<" Esist (A— A"z, z) = (Az,z) — (A*z,z) = (Az,z) — (2, A*x) = (Az,z) — (Az,z) = 0.
Der Operator B = A — A* erfiillt also (Bz,z) = 0 fiir alle z. Jetzt Polarisation:

0 = (B(z+y),z+y) — (Bx,z) — (By,y) = (Bz,y) + (By,z) und
Es folgt, dass (Bz,y) = 0 fur alle y und somit B = 0. <

5.6. Satz. Essei A€ L(H).

(a) Al = sup{[{Az, y)| - [z <1, lyll < 1}.
(b) Ist A= A* soist || Al = sup{|(Az,z)| : ||z| < 1}.

Beweis. (a) Zunéchst ist nach Cauchy-Schwarz: |(Ax, y)| < ||Az| ly]| < [[A|l||=|||ly]|, und somit
sup |[(Az,y)| < ||A]l. Nun sei A # 0 (sonst trivial). Ist Az # 0, so ist fir y = Az/|Ax|:
(Azx,y) = ||Az||. Also ist

sup sup [(Az,y)| > sup [ Azl = A].
lzl|<1 [lyl| <1 ]| <1, Az£0

(b) ‘>’ Klar.

‘<7t Wir setzen N = supj, <1 [(Az, z)|.

Nach (a) ist ||A|| = sup{|(Az,y)| : ||| < 1,|ly|]] < 1}. Wir kénnen auf der rechten Seite auch
schreiben sup{Re (Az,y) : ||z|| < 1,||y|| < 1}, denn wir finden ein ¢ € K mit |¢|] = 1 und
(Az, cy) = ¢(Az,y) € Rxo.

Nun definieren wir ¢ : H x H — C durch ¢(z,y) = (Az,y). Es gilt

(i) Y(zy)=v(y,z) Vo,yeH
(i) YA+ py,z) =AYz, 2) + p(y,z) Ve,y,z€ H A\ peK
Es folgt, dass
1 i , . . .
V(z.y) =7 Wty zt+y) =Pl —y.o—y) + 3 Wz +iy o +iy) —Pl@ -,z —iy)).
(Im Fall K = R vereinfacht sich dies zu
1

V(@ y) =5 Wty rt+y) v —yz—-y).)

Wegen der Selbstadjungiertheit gilt: ¥(z, z) € R fiir alle z € H. Es folgt

Re{Az,y) = Rew(r,y) = (W(x+y.7+9) bz —y, )

N Parallelogrammg. N
< o (le+yl+ e = yl?) = T

1 Cllzl® + 21y [1%)-

Somit ist || Al < N. <
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5.7. Lemma. A € L(H) sei normal. Dann gilt
(a)  [[A%z]| = [|Az].
(b) Ist A € K und existiert ein ¢ > 0 so, dass
(1) |(AI — A)x|| > c||z| fir alle z € H,

so ist (A — A) invertierbar, und (A — A)~! € L(H).
Beweis. (a) ||Az||? = (Ax, Ax) = (x, A*Azx) = (x, AA*z) = ||A* x|
(b) Der Operator AI — A ist ebenfalls normal. Nach (a) ist folglich
(2) (AL = A) ]| > cfj]].
Zeige: Bild (A — A) abgeschlossen. Dazu sei y, = (A — A)z,, eine Folge in Bild (A] — A) mit
yn — Yy € H.
Wegen (1) ist (x,) Cauchy-Folge, hat also einen Grenzwert x. Wegen der Stetigkeit von A\ — A
gilt (A\I — A)z = y. Somit ist y € Bild (A — A) und

H = Bild (M — A) @ Bild (\] — A)* = Bild (\] — A) & Kern (\] — A)*.

Andererseits: Kern (A — A)* = 0 wegen (2). Daher ist H = Bild (A — A). Wegen (1) ist A\l — A
auch injektiv, also bijektiv. Die Stetigkeit von (A — A)~! ist automatisch nach 3.8. <

Das Spektrum selbstadjungierter Operatoren.

5.8. Satz. Es sei A= A" € L(H). Setze

m = ”iﬁlf1<A:c,w), M = sup (Azx,z) (beide sind reell nach 5.5).
zi= [lz]]=1

Dann gilt

(a)  o(A) C[m, M].

(b) m,M € a(A).

(c) [JA|l =sup{|A| : A € 6(A)} (Spektralradius von A).

Beweis. (a) Zeige zuniichst o(A4) C R: Ist A ¢ R, so ist [\ — A| > 0 und
0 < [A= Al (A = A)z,z) — (M — A)*z, z)|
(AL = A)z, ) — (z, (M = A)z)]
2[[(AL = A [|]]-
Nach 5.7(b) folgt die Invertierbarkeit von (AI — A) in £(H). Daher ist A ¢ o(A).
Nun sei A = M + ¢, > 0. Dann ist
1AL = A)z|| 2]l > (M = Az, 2) = Az, z) = (Az,z) > e]|z]*.
Aus 5.7 folgt, dass X € p(A).
Analog: A\=m —¢.
(b) Zur Vorbereitung zeige: Es sei S = S* und (Sz,z) > 0 fir alle . Dann gilt Mg :=
5.6
Sup||z<1(Sz, ) = ||S]| und Mg € o(S).
Dazu wéhle eine Folge (x,) in H mit ||z,|| = 1 und (Sz,,z,) - Mg. Dann gilt
S2n — Mszn||* = ||Szn||® — 2(Sxpn, Msx,) + M2 < M2 — 2Mg(Sxy, ) + M2 — 0,
und S — Mg ist nicht invertierbar (dann wére ||(S — Mg)x| > c||z|| fiir ein ¢ > 0 und alle z € H).
Zuriick zu A: Betrachte S = M — A. Dann ist S = S* und (Sx,z) = M{(z,z) — (Axz,z) > 0.

Ferner: sup{(Sz,z) : ||z|| = 1} = M —m. Somit ist (M —m)I — S nicht invertierbar bzw. A —mIl
nicht invertierbar.

IN
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Analog folgt fiir S = A —mlI, dass M € o(A).
(©) 1141 % sup{|{Az,2)] - llo] < 1} 2 mas{ 2], [ml} 2 sup{|A] 5 A € o(A)}. <
5.9. Folgerung. Aus 5.8(a) folgt sofort: Ist A > 0 so ist 0(A) C R>o.
5.10. Beispiel. H =C2, A= () € £(H). Dann ist o(A) = {0}, aber ||A|| = 1, also
[A]l > sup{|A[ : A € 0(A)}.

b)

Beachte: Hier ist A # A*.

Stetiger Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren.

5.11. Definition. Es seien A, B Algebren. Eine Abbildung ¢ : A — B heifft Algebrenhomo-
morphismus, falls fiir alle a,b € A, A € K
Yla+b) = (a)+ (),
P(ra) = Ai(a),
Plab) = ¥(a)(b).

5.12. Definition und Lemma. Es sei P die Menge aller Polynome und A eine Banachalgebra
mit Eins [ iiber C (z.B. A = L(H) fiir einen komplexen Hilbertraum). Fiir A € A definiere

Pa: P — A
durch

p= chzj — chAj =:9a(p).
=0 =0

Diese Abbildung ist ein Algebrenhomomorphismus.
Ist A= L(H) und A = A* € L(H), so gilt weiterhin:

n

va(@) =Y GA = (A)" = da(p)".
=0

j=0
Statt 14(p) schreibt man oft p(A).

Beweis. Klar.
5.13. Spektralabbildungssatz fiir Polynome. Mit den Bezeichnungen aus 5.12 gilt:
a(p(A)) = p(a(4)).
Beweis. * C’: Es sei p € o(p(A)). Schreibe nach dem Fundamentalsatz der Algebra
uw—np(z) = cH(z — o) mit geeigneten o; € C,c € C.

Ist ¢ =0, so ist p = pu, also p(A) = ul, und nichts zu zeigen.

Ist ¢ # 0, so ist fiir mindestens ein j der Faktor A — a; nicht invertierbar, sonst wére néamlich
p—p(A) = c][(A — a;) invertierbar. Also a; € 0(A) und p — p(ej) =0, d.h. p € p(o(A)).

‘D% Esseip € p(o(A)), d.h. p—p(s) =0 fiir ein s € o(A). Schreibe u— p wie oben. Fiir ¢ = 0 ist
nichts zu zeigen. Ist ¢ # 0, so ist s = «, fiir ein jo, also aj, € o(A) und A—a;, I nicht invertierbar.
Betrachte pn — p(A) = ¢[[(A — a;I). Im Allgemeinen kann man aus der Nichtinvertierbarkeit
eines Faktors nicht auf die Nichtinvertierbarkeit des Produkts schliefsen. In diesem Fall aber schon,
denn die Faktoren vertauschen miteinander, und aus der Invertierbarkeit der Komposition f o g
folgt die Injektivitdt von g und die Surjektivitit von f. Also ist p € o(p(A)). <

5.14. Lemma. Es sei A = A* € L(H), H ein C-Hilbertraum. Dann gilt:

()l ey = sup{lp(®)] : t € o (A)},
d.h. die Abbildung p — p(A) ist isometrisch beziiglich der Normen in C(c(A),C) und L(H).
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Beweis. Zundchst habe p reelle Koeffizienten. Dann ist p = p, also p(A) = p(A)*, vgl. 5.12. Es

folgt aus 5.8:

Ip(A)|| = sup{|A| : A € a(p(A))} "2 sup{|p(N)| : A € a(A)}.

Falls p komplexe Koeffizienten hat, so schreiben wir p = u+iv, wobei v und v reelle Koeffizienten
haben. Dann ist

sup [p(t)]> = sup p(t)p(t) = sup (w?(t) +v*(t)) = ||u®(4) + v*(A)]| ()
teo(A) teo(A) teo(A)

= fu(A) —iv(A))(w(A) + w(A) ||y = [Ip(A) (Al ey L Ip(A) 12 ar)-

«<f

5.15. Satz. Es sei T eine nichtleere kompakte Teilmenge von R. Dann bilden die Polynome eine
dichte Teilmenge von (C(T,C),|| - ||sup)-

Beweis. Wurde fiir T = [a, b] in der Ubung bewiesen.

Im allgemeinen Fall wihle a, b so, dass T' C [a, b]. Nach dem Fortsetzungssatz von Tietze (Ubung)
konnen wir f zu einer stetigen Funktion F' auf [a,b], fortsetzen. Dann existiert zu jedem ¢ > 0
ein Polynom p mit |F(t) — p(t)| < € auf [a, ], erst recht |f(t) — p(t)| < e auf T. <

5.16. Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren. Es sei A = A* € L(H), H ein
C-Hilbertraum. Dann gibt es einen Algebrenhomomorphismus

PA: C(U(A)a (C) — ‘C(H)v
der die Abbildung 14 aus 5.12 fortsetzt. Es gilt dariiber hinaus

(1) pa(l) = I

(2) lea(Dllecry = Ifllsup

(3) pa(f) = walf)

(4) >0 = opa(f) >0.

Statt @ a(f) schreibt man meist f(A).
Beweis. Es sei P der Vektorraum der Polynome. Die Menge P|,(4) ist nach 5.15 dicht in
(C(c(A),C),| - |lsup). Wegen Lemma 5.14 ist die Abbildung
YA Ploay = L(H)
stetig; £(H) ist Banachraum. Nach dem Fortsetzungssatz existiert also eine stetige Fortsetzung
wa:C(0(A),C) =Plya) — LIH).
Fiir p, — f koénnen wir setzen

(5) oa(f) =lima(pn).

Nach dem Fortsetzungssatz ist ¢ 4 linear. Sind f, g € C(0(A)), so wihle Polynomfolgen (py,), (gn)
mit p, — f,q, — ¢g. Dann folgt p,q, — fg und somit

0A(fg) = Hmea(pagn) "= M a(pn)da(an) = 0a(f)palg)-

Damit ist ¢4 Algebrenhomomorphismus. Zu den restlichen Aussagen
(i) Esist a(1l) =9a(1) =1, da 1 Polynom.
(ii)  Aus 5.14 folgt mit der Stetigkeit der Norm und (5)

lea( ) 2y = Tm [Ya(pn)ll iy = m [pallsup = [[f]lsup-
(iii) Nach (5) und 5.12 gilt wegen p,, — f
wa(f) =limva(p,) = limva(pa)" = 0a(f)".
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(iv) Fiir f > 0 folgt aus (3): pa(f) = @a(f) = pa(f)*. Ferner ist f > 0 auf o(A) und somit
Vf € C(a(A),C). Also ist
pa(f) = oa(V/ NeaVF) wnd pa(v/F)=ealV/ ).
Es folgt
(palhza) = (pal/ ) ealv/ Pz ) = lealV/Dz]? = 0.
5.17. Folgerung. Essei A= A* € L(H), A > 0. Dann existiert zu jedem k € N die k-te Wurzel
AR ¢ L£(H), denn nach 5.9 ist o(A) C [0,00), folglich ist ¥/¢ € C(c(A),C). Es gilt
(A = pa(Vt) 0.0 pa(Vt) = pa(VD)F) = palt) = A.
Ist sogar o(A) C (0,00), so existiert auch In A, da dann Int € C(c(A), C). Ferner gilt
exp(lnA) = A:
Betrachte die Funktionenfolge (f,,) definiert durch

n

fn(t) _ Z hljt.

1l
=0 I
Dann gilt f,, — expoln gleichméfig auf o(A). Wegen exp oln(t) = ¢ folgt

" In/ A
A= palt) = limpa(f) = lim - == " exp(in 4).

J=0

Beachte: exp(In A) ist als Grenzwert der Reihe definiert!

5.18. Lemma. Die positive Quadratwurzel aus einem positiven Operator ist eindeutig bestimmt:

Es sei B = \/A die positive Quadratwurzel aus 5.16 und B’ ein weiterer positiver Operator in
L(H) mit B> = A. Dann ist B = B'.

Beweis. Zunéchst bemerken wir, dass jeder Operator T € L(H), der mit A vertauscht, auch mit
B vertauscht. Ist nimlich p, eine Folge von Polynomen mit p,(t) — v/t gleichmiRig auf o(A),
und ist TA = AT, so gilt Tp,(A) = pp(A)T fiir jedes n, somit TB = BT.

In unserem Fall ist B’A = B'B'? = B'*B' = AB'. Daher ist auch B'B = BB’ und

(B-B)B(B—B')+(B-B)B(B-B)=(B*-B*(B-B)=0.
Nun sind beide Terme auf der linken Seite positiv. Aus Satz 5.6 (||A|| = sup,<1(Az, z)) folgt,
dass beide Null sind. Daher verschwindet auch ihre Differenz, nimlich (B — B’)3, und erst recht
(B — B")*. Nun ist B — B’ selbstadjungiert, also ist nach 5.1(d) ||(B — B')||* = ||(B — B")*|| = 0.
Es folgt B — B’ = 0. <
5.19. Spektralabbildungssatz. Ist A = A* € £L(H), H ein C-Hilbertraum und f € C(c(A), C),
so gilt:

o(f(A)) = f(o(A)) = Wertebereich von f.

Beweis. Es geniigt zu zeigen
g € C(o(A),C) invertierbar auf 0(A) < g(A) invertierbar in L(H).
,=Seih=1/g € C(c(A),C)
1=eat) = patva)={ ZHOEE SN
Also ist g(A) invertierbar.
“«<* (Indirekt) Es sei g(A) invertierbar, aber g(zp) = 0.



38

Wihle eine Folge h, € C(o(A),C) mit ||hy|lsup = 1 und ||hpgllsup — 0. Setze A, = pa(hy).
Dann ist [|Aynllz(ay) = |hnllsup = 1, wihrend [|A,g9(A)| 2y = [[Pngllsup — 0. Wegen der Inver-
tierbarkeit von g(A) folgt

1= [|hnllsup = 1 Anllccmy = 1Ang(A)g(A) " iy < 1Ang(A)ll e lg(A) Iz — 0.
Widerspruch! b

5.20. Definition. U € L(H) heifit partielle Isometrie, falls ein abgeschlossener Unterraum
M < H existiert, so dass

|[Um| = |m|¥VmeM und UML) =0.

Die Polarzerlegung.

5.21. Satz. Es sei A € L(H), H ein C-Hilbertraum. Dann existiert eine partielle Isometrie
U e L(H) mit

(1) A=UVA*A.
Ist A invertierbar, so ist U unitir (d.h. UU* =U*U =1).

Bemerkung;:

e A*A ist positiv und selbstadjungiert, daher existiert v/ A*A.

e Statt v/ A*A schreibt man meist |A].

e Vergleiche z = re'¥ = e!?\/Zz fiir z € C.
Beweis. B = v/ A*A existiert nach 5.17 und ist selbstadjungiert nach 5.16(3). Definiere

U(Bzx) = Az, x € H.

Dann gilt (1).
Wohldefiniert? Wir haben ||Az||? = (Az, Az) = (A* Az, x) = (B%z, ) B=F (Bx, Bx) = || Bz|?*.
Ist also Bxy = Bz, so ist B(x1 — x2) = 0, somit A(z1 — x2) = 0 bzw. Az = Axs.

Auberdem: U ist Isometrie auf M = Bild B, hat also nach dem Fortsetzungssatz eine isometrische
Fortsetzung auf M. Setze Ul,;1 = 0. Damit ist U eine partielle Isometrie.

Ist zusétzlich A invertierbar, so ist A*A invertierbar. Daher ist v A*A invertierbar nach dem
Spektralsatz. Wegen U = Av/ A gilt

Ut = (VATA A
U'U = VAA A*AVAA =1
Ebenso UU* = I. <



