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4. HILBERTRAUME

4.1. Definition. H sei ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf H ist eine Abbildung (-, -) :
H x H — K mit folgenden Eigenschaften: Fiir beliebige z,y,2 € H,a € K

(i) (2,9 = (y,2) (= (y,2), falls K = R).

(i) (r+y,2) =(z,2)+ (¥ 2).

(iii) (az,y) = alz,y).

(iv) (z,z) > 0, falls x # 0.

Es folgt sofort (z,y + 2) = (z,y) + (z,2), (z,ay) = &(z,y).

4.2. Bemerkung.

(a)  Durch ||z|]| = \/(x, z) ist eine Norm auf H definiert.

(b) Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(z,y)| < ||z ||y|| zeigt die Stetigkeit des Skalarpro-
dukts.

(c) Es gilt die Parallelogrammgleichung ||z + y||* + ||z — y||* = 2||=||* + 2||y||?
4.3. Beispiele.

(a) C™ trigt das Skalarprodukt (z,y) =37, 2,7,

(b)  [*(Z) trigt das Skalarprodukt (z,y) = Do T

(c) L2(9) trigt das Skalarprodukt

(f.9) = /Q trors

4.4. Definition. H sei ein Vektorraum mit Skalarprodukt, M, N C H.

(i) M heift orthogonal zu N, falls (m,n) =0 fiir alle m € M,n € N.
(i) Mt ={xe H:(x,m)=0 fir alle m € M}.

4.5. Bemerkung.

(a) M C H. Dann ist M+ als Durchschnitt abgeschlossener Unterrdume (ndmlich der Kerne
der Abbildungen = — (x, m)) abgeschlossen.

by MCNCH = M+ >N

(c)  Aus M C M folgt M C M*. Ist anderseits x LM, so ist auch x L M. Somit M =M*

4.6. Definition. Es sei H ein Vektorraum mit Skalarprodukt. H heifit Hilbertraum, falls H
beziiglich der Norm ||z|| = /{z,z) vollstindig ist.

4.7. Satz. Es sei M ein Unterraum des Hilbertraums H. Dann gilt

(a) H = M @ M*, falls M abgeschlossen ist. Ferner gilt dann: Ist x = m +n mit m € M
und n € M, so ist m das eindeutig bestimmte Element von M, fiir das die Abbildung
m — ||z — m|| minimal wird.

(b) (M1)+ =M.

(¢) Es sei {0} # M zusétzlich abgeschlossen. Definiere P : H — H,x + m,, wobei x =
My + Ny, Mg € M,ny € M~+. Dann ist

1 — Pz|| = inf ||z — z|.
0 i~ Prl| = inf oz
Ferner ist P € L(H) mit P> = P, |P| = 1. Fiir alle x,y € H gilt (Pz,y) = (x, Py)

(orthogonale Projektion)
Kern P = (Bild P)*.
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Beweis. (a) Es sei ¢ M. Wir setzen d = inf{||x — z|| : z € M }. Dann existiert eine Folge (m;)
in M mit ||z —m;|| = d.
1. Schritt. Wir zeigen, dass (m;) eine Cauchy-Folge ist: Nach der Parallelogrammgleichung (oder
durch Nachrechnen) ist

0 < lmy —my))* = [[(my — z) — (my, — )|

= 2]mj — x> 42 Jmi — x| ~[[(m — ) + (m — 2)]*.

—d? —;212
Nun ist [|(m; — z) + (my, — 2)||? = 4|5 (m;j +mg) — z||* > 4d?, da L(m; + my) € M. Es folgt

0 < limsup ||m; —mg|? < 0.
7,k—00

2. Schritt. Da M abgeschlossen und H vollstandig ist, existiert ein m € M mit m; — m, ||z —
m| =d. Daxz ¢ M, ist d > 0.
3. Schritt. Zeige: (x —m,m') =0V m’ € M: Betrachte die Funktion f : R — R definiert durch
f&) = Jlz—m+tm/||?=(x—m+tm,z —m+tm)

= lz —m|® + t{m’,x — m) + t(zx —m,m’) + |||
Dann ist f(t) > d?, f ist stetig differenzierbar mit

Fi) = (o —m)+ (x —m,m') + 2t|m/|

= 2Re(m/,x —m) + 2t||m/||.

In 0 hat f lokales Minimum, also ist f/(0) = 0. Es folgt, dass Re (m/,2 — m) = 0. Analog:
Im (m/, 2 —m) = 0 (mit g(t) = ||z —m + itm/||?).
4. Schritt. Schreibe = m + (z —m). Dann ist m € M,z —m € M=*. Folglich gilt H = M + M+.
Die Summe ist direkt: Ist z € M N M*, so ist (x,2) = 0, somit = = 0. Also ist H = M @& M.
5. Schritt. Annahme: Es gibt m1, ma so, dass ||z —m|| = ||z —mz2|| = min. Dann ist nach Schritt
3z —mj € ML, also my —mg = (z —my) — (x —my) € M N M+ = {0}.
(b) Klar ist, dass M C (ML), Da (M~+)+ abgeschlossen ist, folgt M C (M*)*.

Umgekehrt sei z € (ML), Schreibe z = m +n mit m € M und n € M 450 M+ Es folgt,

dass (z,n) = 0 und somit 0 = (z,n) = (m + n,n) = (n,n). Daher ist n =0 und z =m € M.
(c) Aus (a) wissen wir, dass (1) gilt. Ist z € M, so ist m, = =, also ist P? = P. Klar: P ist
linear.
P ist stetig: Ist 2 = m + (x — m) mit x —m € M=, so ist
z]* = (m + (x — m),m + (z = m)) = |m||* + |l — m|,
also ist || Pa]] = [[m]] < |lz].

Fir 0 # € M gilt Px = xz, also ist ||P|| = 1. Nun seien z,y € H,x = my + ng, ¢ = my +ny
mit mg, my € M,ng,n, € N. Dann ist

(Pz,y) = (mg,my + ny) = (Mg, my) = (Mg + na, my) = (z, Py).
Daraus folgt sofort: x € Kern P < x 1 Bild P.

4.8. Lemma. Q sei ein Projektor auf dem Hilbertraum H, d.h. Q € L(H) mit Q? = Q. Setze
M ={x € H:Qx =x}. Dann gilt

(a) M abgeschlossen.

(b) M =BildQ =Kern (I — Q).

(¢) H=DBildQ ® KernQ.
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(d)  Gilt ferner
(1) (Qx,y) = (z,Qy) (Orthogonalitit von @),

so ist Bild Q 1L Kern Q.
Beweis. (a) Ist x,, — x eine Folge in M, so gilt wegen der Stetigkeit Qx,, — Qz. Da Qz,, =
ist, folgt x = Q. (b), (c¢) und (d) ebenfalls leicht. <
4.9. Satz. (Riesz) H sei ein Hilbertraum.
(a)  Zu jeder stetigen Linearform v € H' = L(H,K) existiert genau ein y,, € H mit

u(z) = (z,yu), z€ H.
(b) Esseif: H— H' definiert durch
(09)(@) = (&),
Dann gilt: 0 ist bijektiv und anti-linear, d. h.
O(y1 +y2) = 0(y1) +6(y2)
0(hy) = M(y)

fiir alle y,y1,y2 € H, A € K. Ferner ist |0yl zax) = |lylla-

Beweis. (a) Eristenz. Ist u = 0, so wéhle y,, = 0.

Es sei also u # 0. Dann ist N = Kernu < H und abgeschlossen. Nach 4.7 ist H = N @ N+,
Wihle y € N+ mit u(y) = 1. Dann gilt fiir beliebiges x € H

z = (z —u(x)y) +u(z)y e N® NL.
Somit ist dim N+ = 1.

Setze y, = ﬁ Dann gilt

() = (o ) = (0 = u(@ly + ulaly, s
Damit haben wir g, gefunden.
Findeutigkeit. Sei z € H ein beliebiges Element mit
(x,yu) = u(z) = (x,2) Ve H.
Dann ist (x,y, — 2) =0 Va € H, somit y,, = z.
(b) Die Antilinearitét folgt sofort aus der Definition. Aus (a) folgt die Bijektivitét. Schlieklich
ist [|0(y)[| = sup{[(z, )| : [[=] < 1} < [ly[|. Fiir 2 = y/[|y|| folgt Gleichheit. <

4.10. Definition. Es sei H ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-), ||z|| = \/{(z,z). Ferner
sei EA ={ex: A€ A} C H.

(a)  Ej heifst Orthogonalsystem, falls (ey,ey) = 0 fiir alle A, \ € A, N # A

(b)  Ej heift Orthonormalsystem, falls zusatzlich (ey,ey) = 1.

(c) Ist Ep Orthonormalsystem und = € H, so heifst (x,ey) A-ter Fourier-Koeffizient von x.

Bemerkung. Ein Orthonormalsystem besteht aus linear unabhéngigen Vektoren: Fiirey,, ..., ey, €
FEy gilt

2
n n
2
S men,| =Sl
j=1 j=1

4.11. Satz. Essei H ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, {ey : A\ € A} ein Orthonormalsystem,
x € H. Dann gilt



(a) =270 ((z,ex)en Loey fiiralleey,,... ey, € Ex.

(b) lz =225 (m e, e, 1?2 = ||=||? — > i1 [(z, ex,)|? fiir alle ey, , ... ex, € Ey.
© S en ) < a2

(d)  Fiir hochstens abzédhlbar viele A gilt (x,ey) # 0, und

Z [z, en)|* < ||z (Besselsche Ungleichung).
AEA

(e)  Die Funktion
p:Kx...xK — [0,00)
ploa,...,op) = ||:C—Zaj€)\j”2

wird genau fiir oij = (w, ey;) minimal: Es gilt

n 2 n
(1) Hx—ZajeAj = Hx—Z(m,eA ex;
Jj=1 Jj=1
d. h. die Fourierkoeffizienten liefern die bestmégliche Approx1mat1on.

(c) aus (b).
> 1/k}. Wegen (c) ist Ay endlich. Somit ist {\ € A :

_04]‘

Beweis. (a) ist klar. (b) folgt aus (a),
(d) Setze A = {X € A : |(z,ey)]

|{(z,en)| # 0} = U Ay abzdhlbar. Also ist } .y = D g.yep eine gewdhnliche Reihe. Die

k=1
Besselsche Ungleichung folgt aus (c).
(e) Identitét (1) folgt, indem man (b) auf y = x — ) ajey, anwendet und beachtet, dass

n n n n
Z(y,exﬂe)\j = Z (z,ex;) ZajeA = Z ((z,ex;) — aj)ey,; somit
j=1 j=1 j=1
n n
Yy — Z<y7 6/\j>€)\]. =T — Z(xa 6)\]'>e)\
j=1 J=1

Dann folgt nédmlich:

n n
df
= H H2 Hy Z(yae)\j>e)\j”2+Z’<y76)\j>|2

j=1 j=1

n
HI’ — E Oéje)\
j=1

n

n
= lz =D (men)ex, P+ Y (@, ex,) —a;f?
j=1 j=1
<
4.12. Bemerkung. H sei ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, {e) : A € A} ein Orthonor-
malsystem. Ferner sei {ey; : j € N} eine abzéihlbare Teilmenge, o € I2(N).
(a) Dannist s, = >°7_ ajey; eine Cauchy-Folge in H, da |[|s, — sml|? = D immi1 |ovj|? fiir
n > m. Die Konvergenz ist invariant unter Umsummierung.
(b)  Im allgemeinen ist ) [|(z,ey,)ey, || nicht konvergent.
4.13. Satz. H sei ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, {ey : A\ € A} ein Orthonormalsystem.
Dann ist dquivalent
(a) LH{ey: e A} ist dicht in H.
(b) Fiir allex € H gilt )\ .p(x,ex)en = .
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(c) Firallex,y € H gilt )\ x(z,ex)(y,ex) = (z,9).
(d)  Fiir alle x € H gilt ||z||*> = Y |(z, ex)|?.
Ist H ein Hilbertraum, so kommt hinzu:

(e) {ex: A€ A} ist eine maximale orthonormale Menge, d.h. ist xLey fiir alle A, so ist x = 0.

Beweis. (a) = (b): Es gibt nur abzéhlbar viele ey, mit (z,ey;) # 0. Zu jedem k € N existieren
dann o, €K, j=1,...,ng, so dass fir k =1,2,... gilt

n
Hx— g QjKEN;
j=1

Aus 4.11(e) folgt, dass dann

Hx_z<$,€)\j>€)\j < Hl'—zajke)\j < ﬁ7
j=1 J=1
(b) = ( ) Gilt & = ) (7, ex)ey, so kdnnen nur abzihlbar viele (z, ey;) ungleich Null sein. Damit
gilt Z —i{z,en)en = T
(b) = ( ) klar
(c) = (d) klar
(d) = (b): Da nur abzéhlbar viele (z,e,;) ungleich Null sind, folgt aus 4.11(b)
N N
lz =D (w exenll = llzl® =Y [z en)* = 0.
j=1 j=1
(e) & (a) Fiir M = LH{e, : A € A} gilt im Hilbertraum: M+ = {0}, genau dann, wenn M = H.
Stets folgt (e) aus (c). <

4.14. Definition. Ist H ein Hilbertraum und ist eine der dquivalenten Eigenschaften aus 4.13
erfiillt, so heifit {e) : A € A} eine Orthonormalbasis.

Beachte. Eine Orthonormalbasis ist im allgemeinen keine Basis im Sinne der linearen Algebra.
4.15. Beispiele fiir Orthonormalbasen. (Bei geeigneter Wahl der Konstanten c;)

(a) H=L*[0,27]%),¢;(t) = cj it j e ZF t € ]0,2n]F (trigonometrische Polynome).

(b)  H =L*[-1,1],p;(t) = ¢; 45 4 (12 — 1)1, € Ny (Legendre-Polynome).

(¢) H=L*R),¢;(t) = /2L e~7*/2 j € Ny (Hermite-Funktionen).

4.16. Bemerkung. Jeder Hilbertraum hat eine Orthonormalbasis (Lemma von Zorn) und ist
damit isomorph zu £?(A), wobei A die Indexmenge der Orthonormalbasis ist.



