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4. Hilberträume

4.1. Definition. H sei ein K-Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf H ist eine Abbildung h·, ·i :
H ⇥H ! K mit folgenden Eigenschaften: Für beliebige x, y, z 2 H,↵ 2 K
(i) hx, yi = hy, xi (= hy, xi, falls K = R).
(ii) hx+ y, zi = hx, zi+ hy, zi.
(iii) h↵x, yi = ↵hx, yi.
(iv) hx, xi > 0, falls x 6= 0.
Es folgt sofort hx, y + zi = hx, yi+ hx, zi, hx,↵yi = ↵hx, yi.

4.2. Bemerkung.

(a) Durch kxk =

p
hx, xi ist eine Norm auf H definiert.

(b) Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |hx, yi|  kxk kyk zeigt die Stetigkeit des Skalarpro-
dukts.

(c) Es gilt die Parallelogrammgleichung kx+ yk2 + kx� yk2 = 2kxk2 + 2kyk2

4.3. Beispiele.

(a) Cn trägt das Skalarprodukt hx, yi =
P

n

j=1 xjyj .
(b) l

2
(Z) trägt das Skalarprodukt hx, yi =

P1
j=�1 xjyj .

(c) L
2
(⌦) trägt das Skalarprodukt

hf, gi =
Z

⌦
f(x)g(x) dx.

4.4. Definition. H sei ein Vektorraum mit Skalarprodukt, M,N ✓ H.
(i) M heißt orthogonal zu N , falls hm,ni = 0 für alle m 2 M,n 2 N .
(ii) M

?
= {x 2 H : hx,mi = 0 für alle m 2 M}.

4.5. Bemerkung.

(a) M ✓ H. Dann ist M
? als Durchschnitt abgeschlossener Unterräume (nämlich der Kerne

der Abbildungen x 7! hx,mi) abgeschlossen.
(b) M ✓ N ✓ H ) M

? � N
?.

(c) Aus M ✓ M folgt M
? ✓ M

?. Ist anderseits x?M , so ist auch x?M . Somit M
?
= M

?.

4.6. Definition. Es sei H ein Vektorraum mit Skalarprodukt. H heißt Hilbertraum, falls H

bezüglich der Norm kxk =

p
hx, xi vollständig ist.

4.7. Satz. Es sei M ein Unterraum des Hilbertraums H. Dann gilt
(a) H = M � M

?, falls M abgeschlossen ist. Ferner gilt dann: Ist x = m + n mit m 2 M

und n 2 M
?, so ist m das eindeutig bestimmte Element von M , für das die Abbildung

m 7! kx�mk minimal wird.
(b) (M

?
)
?
= M .

(c) Es sei {0} 6= M zusätzlich abgeschlossen. Definiere P : H ! H,x 7! mx, wobei x =

mx + nx, mx 2 M,nx 2 M
?. Dann ist

(1) kx� Pxk = inf
z2M

kx� zk.

Ferner ist P 2 L(H) mit P
2
= P , kPk = 1. Für alle x, y 2 H gilt hPx, yi = hx, Pyi

(orthogonale Projektion)
KernP = (BildP )

?
.
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Beweis. (a) Es sei x /2 M . Wir setzen d = inf{kx� zk : z 2 M}. Dann existiert eine Folge (mj)

in M mit kx�mjk ! d.
1. Schritt. Wir zeigen, dass (mj) eine Cauchy-Folge ist: Nach der Parallelogrammgleichung (oder
durch Nachrechnen) ist

0  kmj �mkk2 = k(mj � x)� (mk � x)k2

= 2 kmj � xk2
| {z }

!d2

+2 kmk � xk2| {z }
!d2

�k(mj � x) + (mk � x)k2.

Nun ist k(mj � x) + (mk � x)k2 = 4k1
2(mj +mk)� xk2 � 4d

2, da 1
2(mj +mk) 2 M . Es folgt

0  lim sup

j,k!1
kmj �mkk2  0.

2. Schritt. Da M abgeschlossen und H vollständig ist, existiert ein m 2 M mit mj ! m, kx �
mk = d. Da x /2 M , ist d > 0.
3. Schritt. Zeige: hx�m,m

0i = 0 8 m
0 2 M : Betrachte die Funktion f : R ! R definiert durch

f(t) = kx�m+ tm
0k2 = hx�m+ tm

0
, x�m+ tm

0i
= kx�mk2 + thm0

, x�mi+ thx�m,m
0i+ t

2km0k2.

Dann ist f(t) � d
2, f ist stetig differenzierbar mit

f
0
(t) = hm0

, x�mi+ hx�m,m
0i+ 2tkm0k2

= 2Re hm0
, x�mi+ 2tkm0k2.

In 0 hat f lokales Minimum, also ist f
0
(0) = 0. Es folgt, dass Re hm0

, x � mi = 0. Analog:
Im hm0

, x�mi = 0 (mit g(t) = kx�m+ itm
0k2).

4. Schritt. Schreibe x = m+(x�m). Dann ist m 2 M,x�m 2 M
?. Folglich gilt H = M +M

?.
Die Summe ist direkt: Ist x 2 M \M

?, so ist hx, xi = 0, somit x = 0. Also ist H = M �M
?.

5. Schritt. Annahme: Es gibt m1,m2 so, dass kx�m1k = kx�m2k = min. Dann ist nach Schritt
3: x�mj 2 M

?, also m1 �m2 = (x�m2)� (x�m1) 2 M \M
?
= {0}.

(b) Klar ist, dass M ✓ (M
?
)
?. Da (M

?
)
? abgeschlossen ist, folgt M ✓ (M

?
)
?.

Umgekehrt sei z 2 (M
?
)
?. Schreibe z = m + n mit m 2 M und n 2 M

? 4.5(c)
= M

?
. Es folgt,

dass hz, ni = 0 und somit 0 = hz, ni = hm+ n, ni = hn, ni. Daher ist n = 0 und z = m 2 M .
(c) Aus (a) wissen wir, dass (1) gilt. Ist x 2 M , so ist mx = x, also ist P

2
= P . Klar: P ist

linear.
P ist stetig: Ist x = m+ (x�m) mit x�m 2 M

?, so ist

kxk2 = hm+ (x�m),m+ (x�m)i = kmk2 + kx�mk2,

also ist kPxk = kmk  kxk.
Für 0 6= x 2 M gilt Px = x, also ist kPk = 1. Nun seien x, y 2 H,x = mx + nx,' = my + ny

mit mx,my 2 M,nx, ny 2 N . Dann ist

hPx, yi = hmx,my + nyi = hmx,myi = hmx + nx,myi = hx, Pyi.

Daraus folgt sofort: x 2 KernP , x?BildP .

4.8. Lemma. Q sei ein Projektor auf dem Hilbertraum H, d. h. Q 2 L(H) mit Q
2
= Q. Setze

M = {x 2 H : Qx = x}. Dann gilt

(a) M abgeschlossen.
(b) M = BildQ = Kern (I �Q).
(c) H = BildQ�KernQ.
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(d) Gilt ferner
hQx, yi = hx,Qyi (Orthogonalität von Q),(1)

so ist BildQ?KernQ.

Beweis. (a) Ist xn ! x eine Folge in M , so gilt wegen der Stetigkeit Qxn ! Qx. Da Qxn = xn

ist, folgt x = Qx. (b), (c) und (d) ebenfalls leicht. C
4.9. Satz. (Riesz) H sei ein Hilbertraum.
(a) Zu jeder stetigen Linearform u 2 H

0
= L(H,K) existiert genau ein yu 2 H mit

u(x) = hx, yui, x 2 H.

(b) Es sei ✓ : H ! H
0 definiert durch

(✓y)(x) = hx, yi.
Dann gilt: ✓ ist bijektiv und anti-linear, d. h.

✓(y1 + y2) = ✓(y1) + ✓(y2)

✓(�y) = �✓(y)

für alle y, y1, y2 2 H,� 2 K. Ferner ist k✓ykL(H,K) = kykH .

Beweis. (a) Existenz. Ist u = 0, so wähle yu = 0.
Es sei also u 6= 0. Dann ist N = Kernu < H und abgeschlossen. Nach 4.7 ist H = N � N

?.
Wähle y 2 N

? mit u(y) = 1. Dann gilt für beliebiges x 2 H

x = (x� u(x)y) + u(x)y 2 N �N
?
.

Somit ist dimN
?
= 1.

Setze yu =
y

hy,yi . Dann gilt

hx, yui = hx, y

hy, yii = hx� u(x)y + u(x)y,
y

hy, yi)i = u(x)hy, y

hy, yii = u(x).

Damit haben wir yu gefunden.
Eindeutigkeit. Sei z 2 H ein beliebiges Element mit

hx, yui = u(x) = hx, zi 8x 2 H.

Dann ist hx, yu � zi = 0 8x 2 H, somit yu = z.
(b) Die Antilinearität folgt sofort aus der Definition. Aus (a) folgt die Bijektivität. Schließlich
ist k✓(y)k = sup{|hx, yi| : kxk  1}  kyk. Für x = y/kyk folgt Gleichheit. C
4.10. Definition. Es sei H ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt h·, ·i, kxk =

p
hx, xi. Ferner

sei E⇤ = {e� : � 2 ⇤} ✓ H.
(a) E⇤ heißt Orthogonalsystem, falls he�, e�0i = 0 für alle �,�0 2 ⇤,�

0 6= �.
(b) E⇤ heißt Orthonormalsystem, falls zusätzlich he�, e�i = 1.
(c) Ist E⇤ Orthonormalsystem und x 2 H, so heißt hx, e�i �-ter Fourier-Koeffizient von x.

Bemerkung. Ein Orthonormalsystem besteht aus linear unabhängigen Vektoren: Für e�1 , . . . , e�n 2
E⇤ gilt ������

nX

j=1

µje�j

������

2

=

nX

j=1

|µj |2.

4.11. Satz. Es sei H ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, {e� : � 2 ⇤} ein Orthonormalsystem,
x 2 H. Dann gilt
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(a) x�
P

n

j=1hx, e�j ie�j ? e�k
für alle e�1 , . . . , e�n 2 E⇤.

(b) kx�
P

n

j=1hx, e�j ie�jk2 = kxk2 �
P

n

j=1 |hx, e�j i|2 für alle e�1 , . . . , e�n 2 E⇤.
(c)

P
n

j=1 |hx, e�j i|2  kxk2.
(d) Für höchstens abzählbar viele � gilt hx, e�i 6= 0, und

X

�2⇤
|hx, e�i|2  kxk2 (Besselsche Ungleichung).

(e) Die Funktion

' : K⇥ . . .⇥K ! [0,1)

'(↵1, . . . ,↵n) = kx�
X

↵je�jk2

wird genau für ↵j = hx, e�j i minimal: Es gilt
���x�

nX

j=1

↵je�j

���
2
=

���x�
nX

j=1

hx, e�j ie�j

���
2
+

nX

j=1

|hx, e�j i � ↵j |2(1)

d. h. die Fourierkoeffizienten liefern die bestmögliche Approximation.

Beweis. (a) ist klar. (b) folgt aus (a), (c) aus (b).
(d) Setze ⇤k = {� 2 ⇤ : |hx, e�i| � 1/k}. Wegen (c) ist ⇤k endlich. Somit ist {� 2 ⇤ :

|hx, e�i| 6= 0} =

1[

k=1

⇤k abzählbar. Also ist
P

�2⇤ =
P

0 6=�02⇤ eine gewöhnliche Reihe. Die

Besselsche Ungleichung folgt aus (c).
(e) Identität (1) folgt, indem man (b) auf y = x�

P
↵je�j anwendet und beachtet, dass

nX

j=1

hy, e�j ie�j =

nX

j=1

hx, e�j ie�j �
nX

j=1

↵je�j =

nX

j=1

(hx, e�j i � ↵j)e�j ; somit

y �
nX

j=1

hy, e�j ie�j = x�
nX

j=1

hx, e�j ie�j .

Dann folgt nämlich:
���x�

nX

j=1

↵je�j

���
2

def
= kyk2 (b)

= ky �
nX

j=1

hy, e�j ie�jk2 +
nX

j=1

|hy, e�j i|2

= kx�
nX

j=1

hx, e�j ie�jk2 +
nX

j=1

|hx, e�j i � ↵j |2

C
4.12. Bemerkung. H sei ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, {e� : � 2 ⇤} ein Orthonor-
malsystem. Ferner sei {e�j : j 2 N} eine abzählbare Teilmenge, ↵ 2 l

2
(N).

(a) Dann ist sn =
P

n

j=1 ↵je�j eine Cauchy-Folge in H, da ksn � smk2 =
P

n

j=m+1 |↵j |2 für
n � m. Die Konvergenz ist invariant unter Umsummierung.

(b) Im allgemeinen ist
P

khx, e�j ie�jk nicht konvergent.

4.13. Satz. H sei ein K-Vektorraum mit Skalarprodukt, {e� : � 2 ⇤} ein Orthonormalsystem.
Dann ist äquivalent
(a) LH{e� : � 2 ⇤} ist dicht in H.
(b) Für alle x 2 H gilt

P
�2⇤hx, e�ie� = x.
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(c) Für alle x, y 2 H gilt
P

�2⇤hx, e�ihy, e�i = hx, yi.
(d) Für alle x 2 H gilt kxk2 =

P
|hx, e�i|2.

Ist H ein Hilbertraum, so kommt hinzu:
(e) {e� : � 2 ⇤} ist eine maximale orthonormale Menge, d.h. ist x?e� für alle �, so ist x = 0.

Beweis. (a) ) (b): Es gibt nur abzählbar viele e�j mit hx, e�j i 6= 0. Zu jedem k 2 N existieren
dann ↵jk 2 K, j = 1, . . . , nk, so dass für k = 1, 2, . . . gilt

���x�
nkX

j=1

↵jke�j

��� <
1

k
.

Aus 4.11(e) folgt, dass dann
���x�

nkX

j=1

hx, e�j ie�j

���
2


���x�
nkX

j=1

↵jke�j

���
2
<

1

k2
,

(b) ) (a) Gilt x =
P

hx, e�ie�, so können nur abzählbar viele hx, e�j i ungleich Null sein. Damit
gilt

P
N

j=1hx, e�j ie�j ! x.
(b) ) (c) klar
(c) ) (d) klar
(d) ) (b): Da nur abzählbar viele hx, e�j i ungleich Null sind, folgt aus 4.11(b)

kx�
NX

j=1

hx, e�j ie�jk = kxk2 �
NX

j=1

|hx, e�j i|2 ! 0.

(e) , (a) Für M = LH{e� : � 2 ⇤} gilt im Hilbertraum: M?
= {0}, genau dann, wenn M = H.

Stets folgt (e) aus (c). C
4.14. Definition. Ist H ein Hilbertraum und ist eine der äquivalenten Eigenschaften aus 4.13
erfüllt, so heißt {e� : � 2 ⇤} eine Orthonormalbasis.

Beachte. Eine Orthonormalbasis ist im allgemeinen keine Basis im Sinne der linearen Algebra.

4.15. Beispiele für Orthonormalbasen. (Bei geeigneter Wahl der Konstanten cj)

(a) H = L
2
([0, 2⇡]

k
), ej(t) = cje

ijt
, j 2 Zk

, t 2 [0, 2⇡]
k (trigonometrische Polynome).

(b) H = L
2
[�1, 1], pj(t) = cj

d
j

dtj
(t

2 � 1)
j
, j 2 N0 (Legendre-Polynome).

(c) H = L
2
(R), j(t) = e

x
2
/2 d

j

dxj e
�x

2
/2
, j 2 N0 (Hermite-Funktionen).

4.16. Bemerkung. Jeder Hilbertraum hat eine Orthonormalbasis (Lemma von Zorn) und ist
damit isomorph zu `2(⇤), wobei ⇤ die Indexmenge der Orthonormalbasis ist.


