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2. NORMIERTE RAUME

Topologische Vektorraume. Wir betrachten in der Funktionalanalysis nur Vektorrdume iiber
R oder C.

2.1. Definition.

(a) Sind (X, Ix), (Y, %) topologische Rédume, so erhalten wir auf kanonische Weise eine To-
pologie auf X x Y: U C X x Y heit offen, falls zu jedem (x,y) € U offene Umgebungen
Uz von z in X und U, von y in Y existieren mit U, x U, C U. (Zeige: Dies ist tatséchlich
eine Topologie.)

(b)  Ein K-Vektorraum X heifst topologischer Vektorraum, falls X topologischer Raum ist und
die Abbildungen

X xX =X, (v,w) »v+w
Kx X — X, (A, v) = Av
stetig sind.

2.2. Bemerkung. Man kann zuséatzlich fordern, dass jeder Punkt von X eine abgeschlossene
Menge ist. Dann ist X automatisch ein Hausdorffraum, s. Rudin, Def. 1.6 und Theorem 1.12.

Halbnormen und Normen. Im Folgenden sei K = R oder C.

2.3. Definition. X sei ein K-Vektorraum. Eine Abbildung p : X — [0,00[ (auch || - || : X —
[0, 00]) heiftt Halbnorm auf X, falls fiir alle z,y € X und alle A € K gilt

(1) p(Az) = Ap(x)
(2)  plr+y) <pl@)+py).

Wir nennen p eine Norm, falls p(z) > 0 fiir alle  # 0. X, versehen mit der (Halb-)Norm p heifst
(halb-)normiert. Schreibe (X, p).

2.4. Bemerkung.

(i)  (X,p) sei (halb-)normierter Raum. Dann ist durch p(z,y) = p(z — y) eine (Halb-)Metrik
auf X definiert:

p(x,x) = p(0)=0 wegen 2.3(1)
p(z,y) plr—y)=|-1lp(y — z) = p(y,z)
p(z,z) = plr—2)<plx—y)+ply—2) =py)+py,=2)

fiir beliebige z,y, 2 € X. Ist X normiert, so ist
plx,y) =plz —y) #0 fir alle z # y.

(ii)  Sind (X, p) und (Y, ¢) (halb-)normierte Rdume, so wird X x Y zu einem (halb-)normierten
Raum mit

r(z,y) = p(z) + q(y).
Sind p, ¢ Normen, so auch r.

Eine Menge U C X x Y ist genau dann offen, wenn gilt
V(z,y) € U3ez, ey >0: B(x,e,) X B(y,ey) CU.
2.5. Satz. In einem halbnormierten Raum X sind die Operationen
(z,y)—z+y und (N\z)— () AeKz,yeX

stetig, d. h. ein halbnormierter Raum ist ein topologischer Vektorraum.
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Beweis. Nach 1.19 geniigt es zu zeigen, dass aus (zn,yn) — (z,y) in X x X bzw. aus z,, — x in
X und A, — A in K folgt
Tn+Yn = T+Y, ApTn— AT
Dies ist klar, weil im ersten Fall gilt p(z, — ) — 0 und p(y, — y) — 0 und daher
p((xn +yn) — (x+y) < plxn, —2x)+p(Yyn —y) = 0; im zweiten Fall gilt
PAnxn —Az) < p(An(Tn — ) + p((An — A)z)
= ’)‘n| p(‘xn_x)"’_‘)‘n _>‘| p(l‘) — 0.
—~ ——— —— =~
beschrankt —0 —0 beschrankt

<

2.6. Definition. Ein halbnormierter Vektorraum (X, p) heift vollsténdig, falls X als halbme-
trischer Raum mit der Halbmetrik

p(z,y) =p(z —y)
vollsténdig ist.
Ein vollstdndiger normierter Raum heift Banachraum.
2.7. Beispiel.
(a) Ist K ein kompakter topologischer Raum, so ist der Raum (C(K), || - |lsup) aller auf K

stetigen K-wertigen Funktionen ein Banachraum (der Beweis ist derselbe wie fiir C([a, b])).
(b) Auf C([0,1]) kann man eine weitere Norm definieren durch

1
11l = /0 () dt.

Damit ist C([0,1]) normiert, aber nicht vollstandig:

E 0<t<k?2

Es sei fr, € C(]0,1]) gegeben durch fi(t) = { % sonst

fr ist Cauchy-Folge beziiglich || - ||1, hat jedoch keinen Grenzwert in C(]0, 1]). (Wieso?)

(c) Ist 2 ein beschrianktes Gebiet in C, so ist H(€2) N C(Q) mit der Norm || f|| = sup{|f(z)| :
z € 000} ein Banachraum.

(d) 1P(ZF),1 < p<oound LP(Q),1 < p < oo, Q Makraum, sind Banachriume.

2.8. Lemma. Sind (X,p) und (Y, q) Banachrdume, so wird X x Y mit der Norm r(z,y) =
p(x) + q(y) ein Banachraum.

k,l—o0

Beweis. Ist ((xy,yn)) eine Cauchyfolge in X XY, so gilt p(xp —x;) < r((xk, yx) — (1, y1)) — 0.
Daher ist (z) eine Cauchyfolge, ebenso (yx). Aus der Vollstandigkeit von X und Y folgt die
Existenz von Grenzwerten z € X und y € Y. Dann gilt r((z,y) — (zn,yn)) < p(z — 2p) + q(y —
Yn) — 0. <

2.9. Satz. (X,p), (Y, q) seien halbnormierte Rdume, T' € Hom (X,Y). Dann sind dquivalent:
(1) T ist stetig.

(2) T ist stetig in 0.

(3) T ist beschréankt, dh. 3K > 0: q(Tz) < Kp(x).

Beweis. (1) = (2) trivial. (3) = (1): Wegen ¢(T'z1 — Tza) < Kp(z1 — x2) ist T stetig (sogar
gleichmafig).

(2) = (3): Zunéchst folgende Beobachtung: Ist T stetig in 0 und p(z) = 0, so ist ¢(Tx) = 0
(das folgt sofort aus der e — d-Charakterisierung der Stetigkeit, weil p(z — 0) = 0 und somit
q(Tx —T0) < ¢ fiir alle € > 0). Fiir p(x) = 0 ist also nichts zu zeigen.
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Nun nehmen wir an, es gebe kein solches K. Dann existiert zu jedem n ein x,, mit p(z,) = 1 und
o(Tn) > = nplzy).

Setze y, = x,/n. Dann gilt p(y,) = 1/n, also y, — 0, aber Ty, /4 0, da ¢(Ty,) > 1. Wider-

spruch! <

2.10. Lemma. (X,p) sei ein halbnormierter Raum, U Unterraum von X. Dann ist auch U

Unterraum von X.

Beweis. Klar U # (). Seien u € U, A € K. Dann existiert eine Folge (u,) C U mit u, — u. Es
folgt \u, — Au, folglich ist Au € U nach 1.8(d). Ebenso: Sind u,v € U,up — u,v, — v mit
Uy, Uy € U, dann gilt u, +v, > u+v; alsoist u+v € U. <

2.11. Satz. Essei (X, p) ein halbnormierter Raum, Y ein Banachraum, U < X, S € Hom (U,Y).
Ferner existiere ein L > 0 mit

(1) |Szlly < Lp(z), z€U.
Dann existiert genau eine stetige Abbildung S € Hom (U,Y) mit S = Sz fiir alle x € U; es gilt
|Sz|ly < Lp(z), z € U.
Beweis. Aus (1) folgt

1Sz1 — Swolly = [|S(z1 — 2)|ly < Lp(a1 — 22).

Also ist S gleichmiRig stetig. Nach dem Fortsetzungssatz 1.26 existiert genau eine Fortsetzung
S von S auf U. Es ist S(x) = lim Szy, fiir jede beliebige Folge ) — .

Zeige: S ist linear. Dazu seien x, 2" € U, (wn), (27,) C U, 2p — x, 2, — 2. Dann gilt (z, +7,) —
x + 2’ Az, — Az. Daher ist S(z + 2') = lim S(z, + 27,) = lim Sz, + lim Sz, = Sz + Sz,
S(Az) =lim S(Azy,) = Alim Sz,, = AS«z.
Nach dem Fortsetzungssatz gilt
1Sz — Sz'||ly < Lp(x — ).
Fiir 2/ = 0 folgt die Zusatzbedingung. N

Systeme von Halbnormen.

2.12. Definition. Es sei X ein K-Vektorraum und & eine Familie von Halbnormen auf X, die
separierend ist, d.h. zu jedem 0 # = € X existiert ein p € & mit p(x) # 0. Fir beliebiges p € &
und € > 0 definieren wir

Vip,e) ={y € X :p(y) <e}

und nennen eine Teilmenge U von X offen, falls zu jedem x € U endlich viele py,...,pxy und
€1,...,EN existieren, so dass

x4+ (V(p,e1)N...0V(pn,en)) CU.

Dies liefert die sog. von & erzeugte Topologie.

2.13. Satz. Es sei & = {p1,pa,...} ein abzidhlbares separierendes System von Halbnormen auf
dem K-Vektorraum X. Wir definieren eine Metrik d durch

N L pilr—y)
R P )

Dann stimmt die von & erzeugte Topologie mit der von d erzeugten iiberein, d.h. eine Menge
ist genau dann offen im Sinn von Definition 2.12, wenn sie offen beziiglich d ist.

Eine Folge (x,) ist genau dann konvergent gegen x € X, wenn p;(x — xj) — 0 fiir jedes j.

Beweis. Ubung <
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2.14. Definition. Einen K-Vektorraum X mit einem abzdhlbaren separierenden System von
Halbnormen, der in der erzeugten Topologie vollstandig ist, nennt man einen Fréchet- Raum.

Alternativ definiert man einen Fréchet-Raum als einen topologischen Vektorraum mit einer Topo-
logie, die von einer vollstdndigen, translationsinvarianten Metrik d (d.h. d(z,y) = d(z+z,y+2))
erzeugt wird, die ferner eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen hat (das nennt man auch
einen lokalkonvexen Raum. Es ist klar, dass die obige Definition diese liefert, fiir die Umkehrung
muss man etwas arbeiten.

2.15. Beispiel.

(a)

(b)
()

Ist X eine offene Menge in R", so ist C°°(X) ein Fréchetraum. Man wéahlt eine Aus-
schépfung X = |J K; von X durch kompakte Mengen K C Ky C ... und setzt p;(f) =
Hf“sup,Kja J=L1L2...

Der Raum der schnellfallenden Funktionen auf R™ ist ein Fréchetraum mit den Halbnormen
pi(f) = maxjaj 515 [0 Dz fllsup-

Ist Q ein Gebiet in C, so bilden die holomorphen Funktionen auf €2 einen Fréchetraum

mit den Halbnormen ; analog wie bei C'*° definiert fiir eine Ausschopfung durch kompakte
Mengen.

Normierte Algebren. Das Spektrum beschrinkter Operatoren.

2.16. Definition. (X,p), (Y,q) seien normierte Rédume.

(a)
(b)

L(X,Y) bezeichne die Menge aller stetigen linearen Abbildungen von X nach Y.

Fir A € L(X,Y) setze ||A| := sup{qz()ég;) cx # 0}

2.17. Lemma. (X,p) und (Y, q) seien normierte Rdume. Dann ist

A
sup a(Az) = sup ¢(Az)= sup q(Az).
70 p(.ﬂ?) p(x)<1 p(x)=1

Beweis. Bezeichnen wir die drei Suprema mit s1, so und s3. Fiir 2 # 0 setze y = z/p(x). Dann ist
q

p(y) =1 und q(Az)/p(x) = q(Ay), also 51 < s3 < s2. Andererseits ist sy < sup,,

A
<t zg(y%) = st

Es folgt s1 = s9 = s3. <
2.18. Lemma. (X,p), (Y,q) seien normierte Raume. Fiir A, B € L(X,Y), \ € K definiere

A+Be L(X,Y) durch (A+ B)(z)= Az + Bz
M e L(X,Y) durch (AA)(x) = AM(Azx).

Dann wird £(X,Y) mit || - || zu einem normierten Raum.
Beweis.
q(ANAx q(Ax
Al = sup DOAD gy LAy
z#£0 p(z) x#£0 p(z)
q((A+ B)z) q(Az) | q(Br)
—— = + < [lA[f+1BI].
p(z) p(z) — px)
Es folgt ||[A + B|| < ||Al| + || B]|- <

2.19. Lemma. (X,p), (Y,q), (Z,r) seien normierte Rdume. Ist A € L(Y,Z) und B € L(X,Y),
so ist AB € L(X, Z) mit [|AB| zx,2) < Al cov,z) 1 Bllzx,v)-

Beweis. Es ist

r(ABz) _ ||A| ¢(Bx)
p(z) —  plx)

< [lA[[Bll

und daher |AB| < ||A]| |B]. <
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2.20. Definition. Ein K-Vektorraum A heiftt Algebra, falls gilt

(1)  Auf A ist eine Multiplikation

AxA— A
definiert, wobei fiir alle A, B,C € A, \ € K gilt:
(AB)C = A(BC) (Assoziativgesetz).
A(B+C)=AB+ AC (Distributivgesetz).
4) (A4 B)C=AC+ BC (Distributivgesetz).
5) MAB) = (M)B = A(\B).

A heifst Algebra mit Eins (oder unitale Algebra), falls es ein Element I € A gibt mit AT = TA =
A.

A heifit normierte Algebra, falls A als K-Vektorraum normiert ist und || AB|| < ||A]| || B|| gilt.
A heiflt normierte Algebra mit Eins, falls zusétzlich I € A existiert mit JA =1 = Aund ||I]| = 1.
A heifit Banachalgebra (mit Eins), falls A zusétzlich als K-Vektorraum vollstandig ist.

2

(
(3
(
(

— ~— ~— ~—

2.21. Beispiel.

(a) Essei K ein kompakter topologischer Raum. Dann ist C'(K) mit der punktweisen Multi-
plikation und der Supremumsnorm eine Banachalgebra mit Eins (die Eins ist die konstante
Funktion 1).

(b) Ist X ein normierter Raum, so ist £(X) eine normierte Algebra. Ferner gilt:

2.22. Lemma. Ist X ein normierter Raum, Y ein Banachraum, so ist £(X,Y’) mit der Opera-
tornorm ein Banachraum. Insbesondere gilt also :

(i)  L(X,K) ein Banachraum, falls X normiert (nicht notwendig vollstindig)ist.
(ii)  Ist X Banachraum, so ist £(X) Banachalgebra mit Eins.

Beweis. Es sei (A,) C L(X,Y) eine Cauchyfolge, d.h.
Ve>03dng:||An — Anl < eVn,m > nyg.
Dann ist ||A,x| eine Cauchy-Folge in Y fiir jedes x € X, da
[Anz = Amz|| < [|An = A} ]

Da Y vollstandig ist, existiert
Az =lim A, x.

Aus den Grenzwertsétzen folgt die Linearitédt von A.

Ferner konvergiert A,, gegen A, denn fiir m,n > ng gilt

|Az — Apz|| = lim ||Apz — Apx|| < €||z||, d.h. |4, — A <e.
Weiterhin ist ||Az| < [[Az — Anx|| + [|Anz|| < (e + || Aml)||z]|; somit ist A beschrankt. <
Der folgende Satz ist fundamental fiir Invertierbarkeit in unitalen Banachalgebren:

2.23. Satz. A sei Banach-Algebra mit Eins.

(a) Ist A€ Amit||A|| <1, soist I — A invertierbar. Es gilt (I — A)~! = 37 / A¥ (Neumann-
sche Reihe) und
1
Iz =A™ < —r
1— [ Al
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(b)  Die Gruppe der invertierbaren Elemente von A ist offen; es gilt: Ist A € A invertierbar
und B € A mit |B — A| < 1/||A7Y||, so ist B invertierbar und

IB—Al
= AT B - 4]

B~ = ATY < [|ATH?
Die Inversion ist also stetig auf der Gruppe.

Beweis. (a) Zeige: Sy, := > j_, A ist Cauchy-Folge.

n n Al|lmt+1
IS, =Sl <l 3 A< 3 < 2 oo
k=m+1 k=m+1

Setze S :=lim S,,. Dann gilt S(I — A) = (I — A)S = I, weil
Sp(I—A)=T+A+...+ AT -A)=1—- A" = (I - A)S,.
(b) Schreibe B = A — (A — B) = A(I — A~Y(A — B)). Nach Voraussetzung ist
|44 = B)| < AV 1A - B < 1
folglich ist 7 — A~*(A — B) nach (a) invertierbar, somit auch B. Ferner gilt

Bt =) (ATN(A-B)rAT,
k=0
also
B —AT' =) (AT (A-B)fAT =47 (A-B)) (AT(A-B))Fa!
k=1 k=0
und
1
Bl—AY <A Y|A-B A7
| <A™ HlfIIA*lII HAfBHH |

2.24. Definition. Es sei A Banach-Algebra mit Eins iiber C, A € A.
o(A) = {AeC: (M — A)~! existiert nicht} heiBt Spektrum von A
p(A) = {AeC: (M — A) ! existiert) = C\ 0(A) heiBt Resolvente von A.
2.25. Bemerkung. Im endlich-dimensionalen Fall definiert man das Spektrum als die Menge
der Eigenwerte, d.h. als {\: 3z # 0 mit Az = A\z}.
Dies ist im unendlich-dimensionalen Fall i.Allg. eine kleinere Menge.

2.26. Beispiel. Auf C(]0,1]) betrachte den Operator A, der mit der Funktion ¢(t) = ¢ multi-
pliziert: (Af)(t) =tf(t). Dann ist 0(A) = [0, 1], aber A hat keine Eigenwerte (wieso?).

Ein leichter, aber wichtiger Satz zur Struktur des Spektrums:

2.27. Satz. A sei eine Banach-Algebra mit Eins iiber C, A € A. Dann ist o(A) kompakt. Spéater
wird gezeigt: o(A) # ().

Beweis. (a) Fiir || > ||A| ist A\I — A invertierbar, da A\l — A = A(I — A7!1A) und ||\ 1A =
|All/IA| < 1. Folglich ist o(A) beschrinkt.

Nach 2.23(b) ist p(A) offen, also o(A) abgeschlossen. Nach dem Satz von Heine-Borel ist also
o(A) kompakt.
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Die Satze von Hahn-Banach.

2.28. Definition. Ist X topologischer Vektorraum, so heifit X’ = £(X,K) der Dualraum zu
X. Nach 2.22: Ist X normiert, so ist X’ ein Banachraum.

2.29. Definition. Eine Menge E mit einer Relation < heifst halbgeordnet, falls gilt

(i)  Fiir jedes a € E gilt a < a (Reflexivitét).

(ii) Sind a,b € E und gilt a < b und b < a, so ist a = b (Antisymmetrie).

(iii) Sind a,b,c € F und gilt a < b und b < ¢, so gilt a < ¢ (Transitivitit).

Gilt sogar
(iv) Fir jede Wahl von a,b € F gilt a < b oder b < a, so heift E geordnet und < Ordnungsre-
lation.

Ist ) # A C E, so heikt S € FE obere Schranke fiir A, falls a < S fiir alle a € A.

Ein Element m € E heift maximal, falls kein z € F existiert mit m < x und m # =z.

Beispiel. E Menge, P(E) Potenzmenge, halbgeordnet beziiglich ,,C*.

2.30. ,Lemma von Zorn*“. Es sei F halbgeordnet, und jede geordnete Teilmenge habe eine
obere Schranke. Dann hat F ein maximales Element.

Das Lemma von Zorn ist dquivalent zum Auswahlaxiom und zum Wahlordnungssatz. Vergleiche
etwa Dugundj: Topology. Wir benutzen es hier ohne Beweis.

2.31. Satz. (Hahn-Banach: Fortsetzung). Es sei (X,p) ein halbnormierter K-Vektorraum,
M Unterraum von X. Ferner sei [ : M — K eine K-lineare Abbildung mit Rel(m) < p(m) fiir
jedes m € M. Dann existiert eine lineare Fortsetzung L : X — K von [ mit

(1) ReL(z) <p(z), ze€lX.

Bemerkung. Hier muss p keine Halbnorm sein. Es langt, dass p : M — R (nicht notwendig R>!)
abbildet und

(i) plz+y) <plx)+py)
(ii) p(Az) =Ap(z), € X,A>0.

Das ist fiir Anwendungen interessant, und wir werden nur diese sog. Sublinearitit verwenden.

Beweis. Zunéchst sei K = R. Dann ist Rel = und Re L = L. Wir definieren
E={(G,lg): M <G < X,lg Fortsetzung von [, l(g) < p(g) fiir alle g € G}.
Auf E definiere die Halbordnung
(G1,le,) < (Go,lg,) falls (Gi < G2 und g, Fortsetzung von lg, ).
Es sei £ geordnete Menge in F. Setze
Ge= |J G wd lg (2)=lg(x) falls z€G.

(G.lg)eL
Damit gilt Iq, (z) < p(z) fiir © € G2 und (G, lg,) ist obere Schranke fiir £. Nach Zorn hat also
E ein maximales Element (B,lp).
Zeige: B = X indirekt: Angenommen, es gebe ein xp in X \ B. Dann konstruieren wir eine
Fortsetzung [ von I auf LH {zo} & B wie folgt:

Es seien z, 2’ € B. Dann gilt nach Annahme:
Ann.
Ig(z) +1g(2) =lg(z+2") < plz+72) <plz+x0) +p(z — 30).

Folglich gilt:
Ip(2") — p(z' — x0) < p(z + x0) — I5(2).
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Da ‘<’ stabil ist unter Supremum und Infimum, existiert ein v in R mit
sup Ip(2') — p(2' —wo) <y < inf p(z +z0) — IB(2).
Z'€B z€B

Wir setzen dann

I(Azo+2) =My +1g(z), AeR,z€ B.

Damit ist { eine lineare Fortsetzung von l5. Wir zeigen, dass auch fiir I Eigenschaft (1) gilt, d.h.

l(Azg + z) < p(Azg + z) fir alle z € B, bzw.
My +1B(z) < p(Azo + 2).

Dazu: Fiir A > 0 folgt aus v < p (z0 + %) — l5 (%), dass I(\xo + 2) = My + 15(2) < p(Azo + 2).
Fir A < 0 setze p = —A > 0. Dann folgt aus

lp <Z> -p <Z —330) <7, dass
M 2

z z
M +1(2) = —py + plp <u> < pp <u - 330) = p(z + Azo).

Damit haben wir g auf einen groferen Unterraum fortgesetzt. Widerspruch!

Den Fall K = C fiihrt man mit dem folgenden Lemma auf den reellen Fall zuriick. (Ende des
Beweises nach dem Beweis von 2.32.) <

2.32. Lemma. X sei C-Vektorraum (also auch R-Vektorraum).

(a) Seil: X — C C-linear. Dann kénnen wir | schreiben in der Form [(x) = li(x) + ila(z)
(Zerlegung in Real- und Imaginérteil), und es gilt

1,1 sind R—linear

ll(w:) = —ZQ(CC)

lg(lx) = ll (m)
(b) Ist u: X — R R-linear, so kénnen wir durch

l(z) = u(x) — iu(iz)
eine C-lineare Abbildung definieren.

Beweis. (a) l1(ix) + ila(ix) = l(iz) = il(x) = ily (ix) — l2(x)
(b) Mit der Definition gilt I(ix) = u(iz) — iu(—x) = u(ix) + iu(x) = i(u(x) — iu(iz)). <

Zum Abschluss des Beweises des Satzes von Hahn-Banach fiir K = C zerlege | nach 2.32(a)
in Real- und Imaginéarteil, setze den Realteil fort und konstruiere dazu den Imaginérteil nach

2.32(b).

2.33. Satz. (X,| - ||x) sei ein normierter K-Vektorraum, M < X. Wir machen M zu einem
normierten Raum durch ||m|y = ||m||x. Dann gilt: Jedes | € L(M,K) laft sich normgleich auf
X fortsetzen.

Beweis. Definiere p : X — R durch p(z) = ||l|| ||z||x. Damit wird p eine Halbnorm; es gilt
|l(x)| < p(x) fiir jedes © € M. Nach Hahn-Banach existiert eine Fortsetzung L : X — K mit
Re L(z) < p(z) = ||I|| ||z||x. Nun gilt fiir geeignetes ¢ € [0, 27):

|L(z)| = e L(z) = L(e*z) "= Re L(e*x) < p(e*’x) = p(z) = ||I[|]|]-
Also ist || L|| < ||I]|; es gilt ,,=*, da Fortsetzung. <



20

2.34. Schreibweise. Ist X normierter Raum, [ € X’ so schreibt man statt [(x) oft (I, x). Die
Abbildung

()X x X 5K
ist bilinear (klar) und stetig, da
{2 < (12l |l x -

2.35. Satz. X sei ein normierter Raum.
(a)  Zu jedem zp € X \ {0} existiert u € X' mit |lul|x = 1,u(zo) = ||zo]|-
(b)  Fiir jedes xog € X gilt

[lzoll = sup{[{u, z0)| : u € X', [|uf| < 1}.

Beweis. (a) Setze M = LH{xo}, definiere [ : M — K durch {(Azg) = A||xo||. Dann ist [I(z)]| =
||z||, also ||I|| = 1. Daher existiert eine Fortsetzung mit Norm 1.

(b) Nach (a) gilt [[zo|| < supjy) ., <1 [{u,z0)|- Andererseits ist [(u, z0)| < [lullx|zol|, also folgt
Gleichheit. 4

2.36. Definition.

(a)  Wir nennen eine Teilmenge M eines Vektorraums konvex, falls mit m; und ms auch
Ami+ (1= XN)mg fiir 0 < A < 1 zu M gehoren.

(b)  Zu einer beliebigen Teilmenge M eines K-Vektorraums X definiert man das Minkowski-
Funktional pys : X — [0, co] durch

pyv(x) =1inf{A > 0: ; € M}.

—~
o
~

Man nennt eine Teilmenge M absorbierend, falls pys(x) stets endlich ist.

N

.37. Lemma. Wir verwenden die Bezeichnungen von 2.36
a) Ist B(0,e) C M fiir ein € > 0, so ist ppr(z) < ||z /€.
) Ist M offen und konvex mit 0 € M, so ist M = p;/ ([0, 1)).

Unter den Voraussetzungen von (b) gilt zusétzlich pyr(cx) = epar(z) fiir ¢ > 0 und ppr(x+
y) < pym(x) + pa(y) (Sublinearitét).

o
~

Beweis. (a) Klar.
(b) Ist x € M, so ist wegen der Offenheit auch (1 4 e)xr € M fiir geeignetes £ > 0. Damit ist
pu(z) < 1/(1+¢) < 1. Ist umgekehrt x € X mit pps(x) < 1, so existiert ein A < 1 mit z/\ € M.
Da 0 in M liegt, folgt aus der Konvexitét, dass Ax/A + (1 — \)0 =z € M liegt.
(c¢) Klar ist die erste Identitdt. Nun sei € > 0 vorgelegt. Wir finden dann A\, > 0 so, dass
A < pu(x)+eund z/\ € M sowie p < pyp(y) + € und y/pu € M. Aus der Konvexitat von M
folgt, dass
Az nwoy x+y
M > -+ == .
A4 A+pp A+p
Daher ist par(z 4+ y) < A+ p < pu(@) +pu(y) + 2e. <

2.38. Satz. Ist X ein normierter Raum und V' C X offen und konvex mit 0 ¢ V', so existiert
ein ' € X' mit Rex'(x) < 0 fiir alle x € V.

Beweis. Wie beim Beweis des Satzes von Hahn-Banach konnen wir uns auf den Fall K = R
beschranken.
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Wir wéhlen einen beliebigen Punkt w € V und setzen U = {v —w : v € V'}. Dann ist U offen
und konvex. Ferner ist 0 € U und —w ¢ U (sonst wiare 0 € V). Auf W = LH (w) definieren wir
nun ein Funktional [ durch

(1) l(Aw) = =Apy (—w).
Wir iiberzeugen uns, dass
l(z) <py(z), zeW:
Fiir A > 0 folgt dies sofort aus der Definition, da pyy > 0. Fiir A < 0 ist
[(Aw) = =Apy (—w) = pu(Aw).
Nach dem Satz von Hahn-Banach existiert also eine Fortsetzung L : X — R von [ auf X mit
L(x) < py(z) fir alle x.

Weil 0 ein innerer Punkt von U ist, wissen wir aus Lemma 2.37(a), dass py(x) < C|z| fir
geeignetes C' > 0. Es folgt, dass

|L(z)| = max{L(z), L(—x)} < max{py(z),pv(-z)} < Cllz|.
Daher ist L sogar stetig.
Wir zeigen nun noch, dass L(v) < 0 fir alle v € V. Dazu schreiben wir v € V in der Form
v =u+ w fir ein u € U. Wir beobachten, dass nach Lemma 2.37 gilt L(w) = —py(—w) < —1,
da —w ¢ U und somit py(—w) > 1, wahrend L(u) < py(u) < 1. Damit ist
L(v) = L{u+w) = L(u) + L(w) <0,
und 2’ := L liefert das Gewiinschte. <

2.39. Satz. Hahn-Banach: Trennung konvexer Mengen FEs seien Vi und Vs disjunkte
konvexe Teilmengen eines normierten Raums X ; Vi sei offen. Dann gibt es ein Funktional 2’ € X'
mit

Rea'(v1) < Rez'(ve), w1 € Vq,v9 € Va.

Beweis. Wir setzen

V={vi—vy:v; €V1,vg e Wt
Dann ist V konvex (klar) und offen, da V' = (J,,cy, V1 — v2 eine Vereinigung offener Mengen ist.
Ferner ist 0 ¢ V, da V1 NV, = (. Nach Satz 2.38 ﬁnden wir ein 2’ € X’ mit Re/(v) < 0 fiir alle
v € V. Es liefert das Gewdlinschte. <

Das Spektrum beschrinkter Operatoren (Fortsetzung).

2.40. Bemerkung. Wir benétigen einen Satz aus der Funktionentheorie: Es sei 2 C C offen.
Man nennt f : Q — C (oder allgemeiner f : Q — X, X halbnormierter Raum) holomorph, falls
fiir jedes zp € ) die Ableitung
o) — tim L) = 1)
z2—20 Z— 2
existiert. Schreibe f € H(Q?), f € H(Q, X).
Ist Q einfach zusammenhéngend und f : 0 — C holomorph, so ist fv f(z)dz = 0 fir jeden

geschlossenen Weg . Dies ist analog dazu, dass das Integral eines Vektorfelds iiber einen ge-
schlossenen Weg verschwindet, wenn das Vektorfeld ein Potential hat.

2.41. Lemma. Es sei A eine Banachalgebra mit Eins I iiber C, x € A. Dann ist die Funktion

f:C\a(@) = A fO) =\ —2)7,
komplex differenzierbar, d. h. f € H(C\ o(x),.A). Fiir jedes 2’ € A’ ist die durch

g(\) = (', (M —2)71)

definierte Funktion ein Element von H(C\ o(z)).
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Beachte: C\ o(z) ist offen in C.

Beweis. Es seien A\, \g € C \ o(x). Die Identitiit u=! — vt = —u~!(u — v)v~! liefert
M —2) P =Nl —2) =N =X)A —2) (NI —2)" L.

Es folgt
fA) = f(Ao) . -1 -1 -2
—r - - =—1 I—- I—- = —(Xol —
T A
wegen der Stetigkeit der Inversion (2.23(b)).
Die Aussage fiir g folgt genauso. <

2.42. Satz. Es sei A eine Banachalgebra iiber C mit Einselement I, x € A. Dann ist o(z) # (.
Beachte. (i) Anwendung auf Matrizen liefert den Fundamentalsatz der Algebra.

(ii) Stimmt nicht fiir K = R, wie <_01 é) zeigt.

Beweis. Annahme: o(z) = (). Dann ist fiir jedes 2/ € A’ die Funktion A +— (2, (A — z)~!)
holomorph auf C. Nach Cauchy ist

/ —:L‘_l —
(1) /S(T’O)@:,()\I )1y d) = 0

fiir alle r > 0.
Andererseits existiert nach Hahn-Banach ein 2’ € A" mit (2/, I) = 1. Fur |A\| > ||z| gilt dann
k

_ _ B 1
W —a) =X - = S

nach 2.23. Also gilt fiir |r| > ||z||:

0 k
/ a1 _ / €
/S LTy /S ( @3 ) A

r0) k=0
= > (2" / A RLdN = (2, 1) 2mi
=0 S(r,0) Y
[ 2m k=
1 0 sonst
im Widerspruch zu (1). <

2.43. Satz. (Gelfand-Mazur). A sei eine Banachalgebra mit Eins und zusétzlich Divisions-
algebra (d.h. zu jedem z € A\ {0} existiert das Inverse z~1). Dann ist A = C.

Beweis. Es sei © € A. Nach 2.42 existiert mindestens ein Element A, € o(x). Dann hat A\, — z
keine Inverse und ist also nach Voraussetzung = 0. Damit ist o(x) = {\;} und x = X\, I, d.h.
A=LH{I}=C.

Wegen Axiom 2.20(5) ist der Isomorphismus ein Algebraisomorphismus: Ist © = A1, y = A1,
so ist 2y = (A l)(AyD) = X Ayl, d. b Ay = Ap Ay <



