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8. DAS RIEMANN-INTEGRAL

Integrierbarkeit. Im Folgenden sei X ein Banachraum iiber K = R oder C, [a, ] ein Intervall
in R, a <bund f:[a,b] = X eine beschrinkte Funktion (d.h. es gibt ein C' > 0 mit || f(¢)|| < C
fir alle ¢ € [a,b]).

8.1. Definition. Fiir eine Zerlegung (,,Partition®)
Z={ty=a<t;1<...<ty=0b}
von [a, b] definiert man die Feinheit |Z| durch
|Z] =max{t; —tj_1:j=1,...,N}.
Zur Zerlegung Z wihle s; € [t;_1,t5],j =1,..., N, setze s = {s1,...,5n}.

Die “Riemannsche Zwischensumme zur Zerlegung Z mit Zwischenpunkten si,...,sy" ist
N

(1) o(f,2.5) = > flsj)(t; —tj1).
j=1

Wir nennen f (Riemann-) integrierbar, falls f beschriankt ist und ein Element I € X existiert,
fiir das gilt

Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0 so, dass fiir jede Zerlegung Z mit |Z]| < § gilt
I —o(f,2Z,s)|| <e unabhéngig von der Wahl der s;.

In diesem Fall nennen wir I das Integral von f und schreiben

b
1= / f(t)dt.
a
Offensichtlich spielt es keine Rolle, wenn man f in endlich vielen Punkten abéndert: Der Beitrag
zu (1) geht bei hoher Feinheit gegen 0.

Besteht das Intervall [a,b] nur aus einem Punkt (a = b), so liefert die Konstruktion stets I = 0.

8.2. Satz.

(a)  f:[a,b] = C ist Riemann-integrierbar, genau dann wenn Re f,Im f : [a,b] — R Riemann-
integrierbar sind; dann ist

/abf(t)dt:/abRef(t)dt+i/abImf(t)dt.

(b) f :la,b] = K" ist Riemann-integrierbar < f; : [a,b] — K Riemann-integrierbar fiir
7 =1,....n. In diesem Fall ist

/abf(t)dt: (/abfl(t)dt,...,/abfn(t)dt>

Beweis. (a) f beschriankt < Re f und Im f beschrankt. Nun ist Reo(f, Z,s) = o(Re f, Z, s)
und Imo(f, Z,s) = o(Im f, Z,s). Daraus folgt die Behauptung, weil

max{|Rel —o(Re f, Z,s)|,|[ImI —o(Im f, Z,s)|} < |I —o(f, Z,s)|
<|Rel —o(Ref,Z,s)|+ |ImI —o(Im f, Z,s)|
(b) Analog. <

8.3. Satz. FEs seien f,g: [a,b] — X Riemann-integrierbar, c € K.
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(a)  f+4g:]a bl — X ist Riemann-integrierbar,

b b b
/f(t)+g(t)dt:/ f(t)dt+/ g(t)dt.

(b) ¢f :]a,b] - X ist Riemann-integrierbar,

bcf(t) dt = ¢ bf(t) dt.
/ /

/abf(t) dt < /abg(t) dt.

Beweis. Folgt sofort aus der Definition iiber Zwischensummen. <

(¢) Ist X =Rund f <g, soist

8.4. Satz. Essei f:[a,b] — X stetig, X Banachraum. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Zum Beweis brauchen wir einen neuen Begriff:

8.5. Definition. Eine Funktion f : U — X (U Teilmenge eines normierten Raums Y') heifst
gleichmdfig stetig, falls gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein § > 0 mit

lf(t) — fE)|lx < e fiir alle ¢,#' mit ||t — |y < 4.
Dies unterscheidet sich von der iiblichen Stetigkeitsdefinition dadurch, dass das d nicht von der
Wahl des ¢ abhéngt.

Dann gilt folgender Satz:
8.6. Satz. FEine stetige Funktion auf einer kompakten Menge ist gleichméfig stetig.

Bemerkung. Die Kompaktheit ist entscheidend: ¢ — 1/t auf ]0,1[ und ¢t ~ sin(¢?) auf R sind
nicht gleichméfig stetig.

Beweis. Es sei F' : K — X stetig, K kompakte Teilmenge eines normierten Raums Y (z.B.
K = [a,b]). Wére F nicht gleichméBig stetig, so gibe es ein € > 0 und Folgen (t;), (t;) mit

() Nt =5l =0 aber  (wx) [IF(t;) = F(t)]| = e.
Wegen der Kompaktheit haben (t;), (¢;) konvergente Teilfolgen (t;,), (t},); wegen (+) haben diese
denselben Grenzwert, etwa ¢ € K. Dann folgt aus der Stetigkeit von F, dass F'(t;,) — F(t) +
F(t;) im Widerspruch zu (%x). <

Beweis von 8.4. Schritt 1. f ist beschrankt nach 6.9 und gleichméfig stetig nach 8.6. Zu € > 0
existiert ein § > 0 so, dass
€

1f(t) = f(E)l < m,

Schritt 2. Es sei Z wie in Definition 8.1 eine Zerlegung der Feinheit < ¢ mit Zwischenstellen-Tupel
s. Ist S’ ein anderes Zwischenstellen-Tupel, so gilt

falls [t — '] < 4.

N
0(Z, f,8) = o(Z,£,8) <D 1f(sy) = LIty — t5-1)
j=1

e & . _
< m;(tj —tj_1) = m(b_ a) = 5
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Schritt 3. Es sei Z' eine weitere Zerlegung, die alle Zerlegungspunkte von Z enthilt; s’ sei ein
Zwischenstellen-Tupel fiir Z’. Wir denken uns die Zerlegungspunkte von Z’ bei Z dazu, behalten
jedoch auf den Intervallen [t;_1,t;] den Zwischenwert s; bei. Wie bei Schritt 2 schliefen wir, dass
lo(Z, f,s) —oa(Z', f,s)| <e/2.

Schritt 4. Sind nun 27 und Z5 zwei Zerlegungen von [a, b] mit Zwischenstellen-Tupeln s und
s so betrachten wir die Zerlegung 2/, die die Zerlegungspunkte beider Zerlegungen enthélt
und wihlen ein beliebiges Zwischenstellen-Tupel s’. Nach Schritt 3:
|O-(Zl’ f, 8(1)) - 0(225 fa 5(2))|
< o(21,fis') = a(2', 1.8 +10(2, [.8) —0(22, f.57) | <ef2+e/2=c.

Schritt 5. Nun wéhle eine Folge &,, — 0 und zugehérige 6, sowie Zerlegungen Z,, mit |Z,| < 0,
Zwischenpunkte-Tupel s(™).
Dann gilt fiir k,m > n

lo (£, 2, s™) = o (f, Zny s"™)|| < &
Die Folge (o(f, Zx,s*)))22 | ist daher eine Cauchy-Folge in X, hat also (X ist ein Banachraum)
einen Grenzwert, I. Aus Schritt 4 folgt, dass I nicht von der Wahl der Zerlegungsfolge abhéngt.

Also ist I = [ f(t)dt. <

8.7. Satz. Esseia <b<c,f1:[a,b - X Riemann-integrierbar, fo : [b,c] — X Riemann-
integrierbar. Definiere f : [a,c] — X durch

_J Alt) a<t<b
f(t)_{ f;(t) b<t<ec -

Dann ist f : [a,c] - X Riemann-integrierbar und

L?mﬁ:fﬁmﬁ+fﬁ@#

Beweis. (Analog zum Beweis von Satz 8.4) Sei ¢ > 0 vorgelegt. Setze I; = fab fi)dt, I, =
Jy f2(t) dt. Dann existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle Zerlegungen Z; von [a,b] und Z3 von [b, ]
mit |Z1],| 22| < ¢ und beliebigen Zwischenpunkt-Tupeln (), 5() gilt

. 5 )
(1) 11; — o (f;. 24,8V < 3 J=1L2

Sei nun Z eine Zerlegung von [a,c] mit Zwischenpunkt-Tupel s. Wir fiigen zu Z den Punkt b
hinzu, nennen diese Zerlegung Z’, wihlen einen zusitzlichen Zwischenpunkt, nennen das neue
Tupel s'.
Dann ist |lo(f, Z,s) —o(f, 2", 8")|| < 2maxciqq | f(¢)]| - |Z]. Ferner liefert 2’ Zerlegungen 2y
von [a,b] und Z, von [b, ¢| von mindestens gleicher Feinheit, und o(f, 2’,s') = o(f1, 21,51 +
o (f2, Za,5?)). Ist also |Z| < min{4, m}, so ist
lo(f, 2,s) — (I + )|
< o(f, 2,8) = o(f, 2,8 + lo(fr, Z1,0) = L[| + o (fo, Z2,57) = I
e € €
< 4 4-=-
= 3 + 3 + 3 €
<

8.8. Definition und Folgerung. Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — X stiickweise stetig,
falls es eine Zerlegung a =ty < t; < ... <ty = b gibt und stetige Funktionen f; : [t;_1,t;] — X,
j=1,...,N,sodass f auf |t;_1,¢;[ mit f; tibereinstimmt.
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Der obige Satz zeigt, dass stiickweise stetige Funktionen Riemann-integrierbar sind.

8.9. Satz. FEssei f:[a,b] — X stiickweise stetig. Dann ist
u/ i </ 1)t
Insbesondere ist || fab f@)dt]| < (b—a) SUDye[a,5] 1£@)).4

Beweis. Beachte: || f]| ist stiickweise stetig, also auch Riemann-integrierbar.

Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass

lo(f, 2, 8) < o(lfl, 2, 5)
fiir beliebige Z, s. <

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

8.10. Definition. Ist f: [a,b] — X Riemann-integrierbar, a < b, so setze

/baf(t)dt:—/abf(t)dt

8.11. Satz. Essei f:[a,b] - X stetig, to € [a,b]. Definiere F : [a,b] — X durch

Beweis. Sei t; € [a,b] fest. Dann ist fiir ¢ # ¢,

F(t) — F(t;) i F(s)ds — f(t1)(t —t1)
B — Yo ft) P—
fty)ds
(1) _ t_tl o)

Wegen der Stetigkeit von f in ¢1 existiert zu € > 0 ein § > 0 mit
lf(s) = f(t)| <e, falls |s—t1] <.
Nach 8.9 ist
t
1] Fls) = fltr)ds| <eltr —t].
t1
Also ist die Norm der rechten Seite von (1) < e und F'(t1) = f(t). <

8.12. Definition. Eine differenzierbare Funktion F' : [a,b] — X heift Stammfunktion von
fila,b] = X, falls F/ = f.

8.13. Satz. Essei f :[a,b] — X stetig und F : [a,b] — X eine Stammfunktion. Eine weitere
Funktion G : [a,b] — X ist genau dann ebenfalls eine Stammfunktion, wenn F' — G konstant ist.

4Die Aussage stimmt auch fiir Riemann-integrierbares f; der Beweis ist etwas komplizierter.
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Beweis. ,,<=“ Ist F — G = C konstant, so ist ' = (G+C) =F' = f.
2= Ist G'=F = f,soist (F—G) =0, also F — G konstant nach 7.19(c). <

8.14. Folgerungen. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei f :
[a,b] — X stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/bf(t) dt = F(b) — F(a) =: F(t)|’.

Man schreibt diese Identitdt oft in der Form “[ f(¢)dt = F(t) + C ” und nennt [ f(t)dt das
unbestimmte Integral.

Beweis. Definiere Fy(t) = fcf f(s)ds. Dann ist Fy Stammfunktion von f und

b
Fo(a) =0, %@sz@@.

Ist F' beliebige Stammfunktion, so ist F(t) = Fy(t) + c fiir ein festes ¢ € X. Es folgt

b
F() = F(a) = Fob) ~ Fola) = [ f(s)ds.

8.15. Beispiele.
(a) Seise€R,s# —1. Dann gilt

b

)
a

b t8+1
/ t°dt =
a s+1
t5+1

da pam) Stammfunktion zu ¢°. Dabei setzen wir voraus: Fir s = —2, —3, ... soll 0 nicht im
Integrationsintervall liegen. Fiir s € R\ Z soll Integrationsintervall in R liegen, ansonsten
ist t* nicht definiert.

(b) Fiir a,b> 0 gilt

b
dt
— =Int]’,
o t
da Int Stammfunktion zu 1/t auf Ry ist.
Fiir a,b < 0 gilt
b
dt b
+ = In(—1)]q,

a

da In(—t) Stammfunktion zu 1/t auf R_ ist.
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b
/sintdt = —costl), da cos’=—sin
a
b
/costdt = sint]’, da sin’ = cos
a

b
/etdt = b, da (ef) =¢
a

b
dt b 1
———— = arcsint|,, da arcsin’(t) = , —1<a<b<l1
/a\/l—tQ a 0= -
b
dt 1
/ —— = arctan t°, da arctan’(t) = 5
L 1+t 1+t
b
dt b 1
= tant|,, da tan'(t) = —5;
/a cos?t antl,, da tan'(t) cos?t’

hier setzen wir voraus, dass cos?t # 0 im Integrationsintervall.

8.16. Beispiel.
o 2m k=0
BZktdt = { 2wki__ .
/0 < keR\{0}
Speziell =0 fiir k € Z \ {0}.
Beweis. Gilt, weil (€)' = iketkt.
8.17. Satz. (Substitutionsregel). Es sei f : [a,b] — X stetig, ¢ : [c,d] — [a,b] stetig
differenzierbar. Dann gilt

d o(d)
| sy wi= [ s ds
¢ v(c)

Beweis. Sei F' Stammfunktion zu f. Fiir F' o ¢ gilt nach der Kettenregel:

(Fop)(t)=F(p(t)¢'(t) = flet)¢' ().
Also:
©(d)

d
| fe@) @it = F ol = Fle@) - Flo(e) = [ f(s)ds.
c ©(c)
<

8.18. Beispiel: Halbkreisfliche. Sei —1 < u < v < 1, t = sinz = ¢(z), a = arcsinu,

b = arcsinwv.
arcsin v

v
/ V1—t2dt = V1 —sin?z cosxdr (mit cos>0!)
u

arcsin u

arcsin v
(1) = / cos? x dx.
arcsin u
Wegen
T —iz\ 2
1, o . 1 1 1
cos® x = <%> = 1(62“’3 +e M) 4+ 5 = 5008 2z + 3

folgt

arcsin v

/v\/l—tht— lsinQﬂU—i—lw
" - \4 2

arcsin u
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Nun ist sin 2z = 2sinx cosz = 2sinzv/1 — sin? z. Es folgt
v 1 1

/ V1—t3dt = <—t 1—t2+ = arcsint>
u 2 2

Fir u = —1,v = +1 folgt

(2

u

1
/ V1—2dt ==
1 2
Dies ist die Flache des Halbkreises vom Radius 1.

8.19. Satz. (Partielle Integration). Es seien f, g : [a,b] — C stetig differenzierbar. Dann
gilt

b
[ 10g®a= gl - [ ragwa

Beweis. Setze F' = fg. Dann ist I’ = f'g + f¢’, also

b
/ flg+ fg dt=F|’ = fql’.

8.20. Beispiel. a,b >0

b b1
/lntdt:lnt-tﬁ—/ ;-tdt:t(lnt—l)@.

8.21. Integration rationaler Funktionen mittels Partialbruchzerlegung. Es sei f(t) =
Iq% eine rationale Funktion. Wir kénnen annehmen, dass grad ¢ > grad p ist; sonst kann man ein
Polynom abdividieren, und Polynome konnen wir bereits integrieren.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra hat ¢(t) die Darstellung

q(t) = c(t —t)P . (t—t,)Pr (12 + Ayt + B)%t ... (12 + Ayt + B,)°s

mit c € R, p; € N,o; € N,t; € R, A;, B; € R. Dann findet man a;j, a;5, 3;; € R mit

ZLt) — a11 4+ ...+ alpl
q(t) t—1; (t — tl)pl
+...
Qr1 Arp,
LIS v
a1t + B 1oyt + Bioy
2+ A1t +By T (24 At + B
+ ...
o t"’ (6% 0'5t+ Ts
+ 251 /831 +.. 4 25 55
t2 + At + By (t? + Agt + By)os

Man braucht also nur noch die Funktionen auf der rechten Seite integrieren zu kénnen; diese sind
tabelliert.

8.22. Uneigentliche Integrale.

(a)  f:[a,o0]— X sei Riemann-integrierbar auf allen abgeschlossenen Intervallen [a, R], R € R.

Man nennt das Integral [ f(t) dt konvergent und setzt [ f(t) dt = limp_oo faR f(t)dt,
falls der Limes existiert.

Analog [ f(t)dt fir f:] —oc0,a] = X.
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(b)  f:]a,b] — X sei Riemann-integrierbar auf allen abgeschlossenen Intervallen [a+-¢,b],e > 0.

Man nennt das Integral fab f(t)dt konvergent und setzt fabf(t) dt = lim._ fab+€ f(t)dt,
falls der Limes existiert.

Analog [* f(t) dt fiir f : [a,b[— X.

(¢) f ia,b[— X,a € RU{—o0},b € RU {o0},a < b sei Riemann-integrierbar auf allen
abgeschlossenen Intervallen [o, 5] mit @ < a < § < b. Man sagt, ff f(t) dt sei konvergent
und setzt fab ft)dt =lim, o+ 5y ff f(t)dt, falls der Limes existiert.

Beachte: Wir sagen dass er existiert, falls es ein I € X gibt mit der Eigenschaft, dass
zu e > 0 ein § > 0 existiert derart, dass || ff f@)ydt —I|| < e, falls a < @ < a+ ¢ und
b—d<p<b.

8.23. Beispiel. Das uneigentliche Integral floo t* dt existiert nicht fiir s > —1, jedoch fiir s < —1,
denn:

R R
/ 5 dt > / 1/tdt =InR — +o0  fiir s > —1,
1 1
wahrend
1

fir s < —1.
s+1

R 1 1
t°dt = —— (R —1 —
/1 s—i—l( )=

Ebenso existiert fol t* dt fiir s > —1, aber nicht fir s < —1.
8.24. Beipiel. Fiir z > 0 setze I'(z) = [;~ ¢*~te~" dt. Das Integral konvergiert:

(a) Die Ungleichung t*~te=t < t*~! liefert Konvergenz bei 0.
(b)  Ferner gibt es ein to mit t*~le=! < % fiir alle t > to, da t*Fle™" — 0 fiir t — oo (de
I'Hospital). Dies zeigt Konvergenz bei +oc.

R R
/ e tdt = —t"e Y + x/ t* et dt.
€ 13

Nun ist limy_,ot%e™! = 0, lim;_,o t%e~" = 0; es folgt

Es gilt

I'(x 4+ 1) =2'(z) (Funktionalgleichung der Gamma-Funktion).
Aukerdem gilt T'(1) = limp 00 fOR e~tdt = limp_yoo(1 —e B) = 1.

Insbesondere ist also
F'n+1)=nl'(n)=n(n—-1)...1I'(1) = n!

Bemerkung: Stirlingsche Formel n! ~ +/27mn (%)n kann mit Hilfe der Eigenschaften der I'-
Funktion hergeleitet werden.



