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7. DIFFERENTIALRECHNUNG IN R

Im Folgenden sei X ein normierter K-Vektorraum, D C R und f: D — X eine Funktion.

7.1. Schreibweise. Ist ty ein Haufungspunkt von D und zg € X, so schreiben wir

(1) lim f(t) = xg,

t—to
falls fiir jede Folge (tx) in D mit t; # to und ¢ — to gilt limg 0 f(tx) = xo. Wir konnen diese
Definition sogar fiir eine Funktion f: D\ {to} — X anwenden.

7.2. Definition. Wir sagen, f sei in dem H&ufungspunkt ¢y von D differenzierbar, falls

i 1= f(to)

= f'(ty) € X
e — f'(to)
(Ableitung von f an der Stelle ty) existiert.

Analog kann man schreiben

Fty) = ;ILIL% J(to+ h})L — f(to),

wobei hier Folgen (hy) mit tg + hy € D,0 # hy, — 0 betrachtet werden.

Die Funktion f heifst von rechts (bzw. von links) differenzierbar, falls man sich auf Folgen mit
tr > to (bzw. t < to) beschrankt.

Die Funktion f heifst auf D differenzierbar, falls sie in jedem ty € D differenzierbar ist.
7.3. Satz. Aquivalent sind

(a)  f ist in ty differenzierbar.
(b)  f lasst sich in t( linearisieren: Es gibt eine (von ty abhdngige) Funktion ¢ : D — X (o wie
Fehler) mit der Eigenschaft, dass
(1) f(t) = f(to) + c(t —to) + ¢(t)
fiir ein geeignetes ¢ € X und
lim o (t)
t—to t — to
In diesem Fall ist ¢ = f'(to) und lim;_4, p(t) = 0.

=0 (“besser als linear”).

Beweis. (a) = (b) Wir definieren ¢ = f/(tg) und ¢(¢) durch (1). Dann gilt
p(t) _ f() = f(to)

= — f(t 0.
— o f'(to) —
(b) = (a)
O~ f) o)
t— 1 t— 1,
Also ist f differenzierbar und f’(¢g) = c. <

7.4. Folgerung. Ist f in ¢, differenzierbar, so auch stetig, da lim;_, f(t) = f(to) nach 7.2(1).
7.5. Satz.

(a)  Eine Funktion f: D — C ist in ty genau dann differenzierbar, wenn Re (f) und Im (f) in
to differenzierbar sind.

In diesem Fall ist f'(to) = (Re f) (to) +i(Im f) (to).
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Eine Funktion f: D — K" ist genau dann differenzierbar in t,, wenn alle Komponenten-
funktionen f; : D — K differenzierbar in t sind.

In diesem Fall ist f'(to) = (f1(to), .-, f1,(t0))-
Sind f,g: D — X differenzierbar in ty,c € K, so ist (f +¢g) : D — X differenzierbar in t
mit (f + g)'(to) = f'(to) + ¢ (to)-

Ferner ist (c¢f) : D — X differenzierbar in ty mit (cf) (to) = cf’(to).

Die differenzierbaren Funktionen bilden also einen Unterraum von C(D), dem Raum
der stetigen Funktionen auf D.

Beweis. Folgt sofort aus Rechenregeln fiir Grenzwerte.

7.6. Satz. Esseienc: D — K und f: D — X differenzierbar in tg.

(a)
(b)

cf ist differenzierbar in to und (cf) (to) = ¢ (to) f(to) + c(to) f'(to)  (Produktregel).
Ist zusétzlich ¢(t) # 0 fiir alle t € D, so ist auch 1/c: D — K differenzierbar in ty, und

(1/e)'(to) = —¢/(to) /c(to)?

Beweis. (a) Schreibe

() f(t) = c(to) f(to) = c(®)(f(t) = f(to)) + (c(t) — c(to)) f (to)-

Stetigkeit von f und Regeln fiir Produkt von Grenzwerten liefern Behauptung.
(b) Schreibe

1 1 1
@) i) e@ette) ) T leo)

7.7. Beispiele.

(a)
(b)

f(t) = c (konstant): f ist differenzierbar auf R mit f'(to) = lim¢¢, {5 = 0 fiir jedes .
f(t) =t: f ist differenzierbar auf R mit

f'(to) = lim i

t—to t — to

=1 fiir jedes tg € R.

fu(t) =1t", n € N: f differenzierbar auf R wegen (b) und 7.6(a) mit
fi(t) =nt™ ! mit vollstandiger Induktion, n=1,2,...
Der Induktionsschritt n — n+41: Esist fr11 = fi- fn, also f) 1 = fifa+ fifl, = (n+1) fu.
fon(t) =t7", n € N: f ist differenzierbar auf R\ {0} wegen 7.6(d) und
/ t) ntnfl
i B0
(-6 = ~T38 ="

f(t) = e’ ist differenzierbar auf R mit f’(t) = €', denn

=

6t+h_6t:6t6h_1—>et
h h ’
denn es ist
0<l|e"—1—h|= — <A " |hF = |n?
<|e = | G| S Yo = P
k=2 k=0
somit
0< ¢~ 1 1| < A -0
B — 1|
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Also
e —1

lim =1.

h—0
(f)  sin ist differenzierbar auf R mit sin’ = cos, denn

sin(t + h) — sint sintcosh — costsinh —sint
h h

. cosh—1 sin h
= smtT + cost

Nun ist
o0
cosh =11 = |3 (~DFA) < |hf Z|h|’f
k=1
h2—
1 — Al
also
cosh —1 0
im——— = 0.
h
Ferner
[oe)
h—h|= h h|F = h2
sin =4l =[5 (1 ST r_HZH P =
also i h
lim 222 1=
h—0 h

Einsetzen der Grenzwerte liefert die Behauptung.
(g) cos ist differenzierbar auf R und cos’ = — sin: Analog.
(h)  f(t) = |t| differenzierbar auf R \ {0} mit

Fry 1 t>0
ro={ _1 120
Rechtsseitig differenzierbar in 0 (rechtseitige Ableitung = 1).

Linksseitig differenzierbar in 0 (linksseitige Ableitung = —1).

Aber nicht differenzierbar in 0! Der linksseitige Grezwert fiir die Ableitung in 0 ist —1,
der rechtsseitige ist +1. Wéare die Funktion differenzierbar, so miissten beide gleich sein.

7.8. Satz. Ableitung der Umkehrfunktion. Es sei D C R ein abgeschlossenes Intervall,
f: D — R stetig und streng monoton, E = f(D). Dann hat f bekanntlich eine Umkehrfunktion
F : E — D. Ist zudem f differenzierbar in ¢y € D und f'(tp) # 0, so ist F differenzierbar in
xo = f(to) € E, und es gilt

1

@) = )

Beweis. Sei (zy) Folge in E \ {f(to)} mit xx — f(to) =: zo. Setze t;, = F(x)). Da F stetig ist
nach (5.15), gilt tx — to; ferner ist ty # to fur alle k, da f : D — E bijektiv ist.

Nun gilt
Fleg) — F(zo)  te—to
T — To f(tw) — f(to)
1 1
Da f(tg) # 0 ist, existiert nach 3.9 der Grenzwert, und F'(z¢) = = . <

f'(to)  f'(F(z0))
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7.9. Beispiele.

(a) In:R; — R ist die Umkehrfunktion von exp. Also ist

W)= —r -+ 1
= exp/(Int)  exp(Int) ¢

(b) arcsin: [—1,1] — [—-7/2,7/2] ist die Umkehrfunktion zu sin, also

. 1 1
arcsin’(t) = — - = —, te]-1,1].
sin(arcsint)  cos(arcsint)

2

Auf [-7/2,7/2] ist cost > 0. Setzen wir x = arcsint, so gilt cosz = ++v/1 —sin®z und

somit
1

V-t
(¢) arctan:R — ] —7w/2,7/2] ist die Umkehrfunktion zu tan. Nun sieht man leicht: tan’(t) =
(Siit)/ =1+ tan®t. Es folgt:

cost

arcsin’(t) =

1 1 1
 tan’(arctant) 14 tan?(arctant) 142’
7.10. Satz. (Kettenregel). Esseien D,EFCRund f: D —R,g: E — X mit f(D) C E.

Ist f in tg € D differenzierbar und g in ey = f(to) differenzierbar, so ist die Komposition
go f: D — X in tg differenzierbar und (g o f) (to) = ¢'(f(t0))f (to)-

arctan’(t)

Beweis. Definiere g* : E — R durch
g(e)—g(eo)
g*(e) = { e TF

g'(e0) e=eg
Da g in eq differenzierbar ist, gilt lim._,¢, g*(€) = ¢'(eg), also ist g* stetig. Auferdem gilt fiir alle
eck
g(e) = gleo) = g*(e)(e — eo).
Somit folgt

Nun ist limg 4, f(t) = f(to) nach 7.4. Also existiert in (1) der Grenzwert fiir t — to, und es gilt
(g0 f)(to)) = ¢'(f(t0))f' (t0)- <

7.11. Beispiel. f(t) =t° =exp(clnt);t > 0,c¢ € R fest. Dann ist

1 1
f'(t) = exp/(clnt) - ey = tccz = ctc L

7.12. Definition. Essei f: D — X differenzierbar in D. Ist ferner f’ differenzierbar in tg € D,
so heikt (f")(to) die zweite Ableitung von f in ¢y und wird mit f”(¢9) bezeichnet.

Analog hohere Ableitungen: f”, f@, ... allgemein f( n e Ny.

Man schreibt auch )
df & '
r_ 4 n_%J n) _ % J
f_dt, f dt2’ sty f dtn
Man sagt, f sei k-mal stetig differenzierbar auf D, falls f k-mal differenzierbar ist und die k-
te Ableitung stetig ist. Schreibe f € C*(D, X), fir X = R oder X = C schreibt man meist
f € Ck(D).
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Extrema.

7.13. Lokale und globale Extrema. Abgeschlossene Intervalle [a,b],a < b € R sind kompakt
nach dem Satz von Heine-Borel 6.14. Ist f : [a,b] — R stetig, so hat f auf [a,b] (mindestens) ein
Maximum und ein Minimum. Man nennt diese genauer globale Maxima/Minima. Man sagt, f
habe in ¢y € [a, b] ein lokales Maximum, falls ein & > 0 existiert mit

(1) f(to) > f(t) VYt € [a,b] mit [t —to| < e.

Analog hat f ein lokales Minimum in t, falls

(2) f(to) < f(t) VYt e [a,b] mit [t —to| < e.

Man spricht von einem isolierten lokalen Maximum /Minimum, falls (1) bzw. (2) nur fiir ¢y Gleich-
heit gilt.

HExtremum® ist der gemeinsame Oberbegriff fiir ,Maximum* und ,Minimum®.

7.14. Satz. Die Funktion f : [a,b] — R sei im Punkt to €|a,b[ differenzierbar und habe dort
ein lokales Extremum. Dann ist f'(tg) = 0.

Beweis. f besitze in tg ein lokales Maximum. Dann existiert ein ¢ > 0, so dass B(tg,e) =
lto —e,to + €[ CJa,b[ und f(t) < f(to) Vt € B(to,e). Wir schliefen fiir die links- bzw. rechtssei-
tige Ableitung f_ und f;, dass

: t) — f(to)
'(tp) = lim ) = fto) <0
f+( 0) t—>tf{ t—to >
f/_(to) —  lim M > 0.
tsty; U —1lo
Da f in tg differenzierbar ist, gilt f’ (to) = f’(to) = f'(to), also f'(to) = 0.
Fiir Minima analog. <

7.15. Bemerkung. Notwendig, nicht hinreichend: f : [~1,1] — R mit f(¢) = ¢ hat kein
Extremum in ¢y = 0, obwohl f/(0) = 0.

7.16. Bemerkung. Fiir das globale Maximum /Minimum einer stetigen Funktion f : [a,b] — R
gibt es also zwei Moglichkeiten:

(i)  Es liegt auf dem Rand des Intervalls: Untersuche daher f(a), f(b).

(ii) Es liegt im Inneren |a,b[. Dort kann man 7.14 anwenden, vorausgesetzt dass f in ]a,b]
differenzierbar ist.

Der Mittelwertsatz.

7.17. Satz. (Satz von Rolle). Essei a < bund f : [a,b] - R eine stetige Funktion,
differenzierbar in |a, b[. Ist f(a) = f(b), so existiert ein tg € Ja, b mit f'(tg) = 0.

Wichtig ist hier, dass f reellwertig ist!

Beweis. f konstant = f’ = 0, nichts zu zeigen.

Ist f nicht konstant, so hat f ein Extremum ¢y im Inneren. Dort ist f/(tg) = 0 nach 7.14. <

7.18. Satz. (Mittelwertsatz). Esseia <b, und f : [a,b] — R stetig, differenzierbar in |a, b|.
Dann existiert ein ¢y € |a, b] mit

(1) fb) = f(a) = f'(to)(b — a).
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Beweis. Definiere g : [a,b] — R durch g(t) = f(t) — W(t — a). Dann ist g stetig in [a, ]

und g(a) = f(a) = g(b). Nach Rolle existiert ein ¢ty mit 0 = ¢'(to) = f'(to) — w. <

a

7.19. Folgerungen. Sei f wie in 7.17.

(a) Falls m < f/(§) < M fiir geeignete m, M € R und alle £ €]a, b|, so ist fiir alle s,¢ € [a,b]
mit s <t
m(t—s) < f(t) = f(s) < M(t —s).
(b)  Falls |f'(&)| < C ist fiir geeignete C' € R und alle £ €]a, b], so ist Vs, t € [a, ]
£ (&) = f()] < CJt — s].
(c) Falls f/(t) = 0 ist fiir alle ¢ €]a, b], so ist f konstant nach (b).

7.20. Eine einfache Differentialgleichung. Seic € R, tg € D und f: D — R differenzierbar
mit

f'(t)=cf(t) VteD.
Dann gilt f(t) = f(tg)ectt—t0).
Beweis. Setze g(t) = f(t)e~ . Dann gilt ¢'(t) = f'(t)e™ —cf(t)e= = (f'(t) — cf(t))e < = 0.
Daher ist g konstant, also g(t) = g(tg) = f(to)e % Vt. <
7.21. Satz. Ist f:[a,b] — R stetig und differenzierbar in |a, b|, so gilt:
Ist f'(t) > 0 Vt €]a, b, so ist f monoton wachsend.
Ist f'(t) > 0 Vt €]a, b, so ist f streng monoton wachsend.
Ist f'(t) <0Vt €a,b|
Ist f'(t) < 0Vt €]a, b, so ist [ streng monoton fallend.

Umgekehrt: Ist f monoton wachsend bzw. fallend auf [a,b], so ist f'(t) > 0 bzw. < 0 fiir alle
t€la,b|

, so ist f monoton fallend.

Beweis. Die ersten Aussagen folgen sofort aus dem Mittelwertsatz. Fiir die Umkehrung betrachtet
man den Differenzenquotienten. <

7.22. Satz. Es sei f :]a,b[— R differenzierbar. In ty €]a,b[ sei f zweimal differenzierbar mit
f'(to) =0, f"(to) > 0 (bzw. f"(to) <0).

Dann besitzt f in ty ein isoliertes lokales Minimum (bzw. ein isoliertes lokales Maximum).

Bemerkung: Die Bedingung ist hinreichend, nicht notwendig: Betrachte etwa f(t) = t*in t = 0.

Beweis. Es ist lim;_,,, f’(t%:i{o’(m) = f"(to) > 0. Also existiert zu e = f”(ty)/2 ein § > 0 mit
f'(t) = f'(to)
t—1to
falls |t — to| < 0, # to. Nun ist f'(tg) = 0, also folgt fiir t € B(to, )
f't) >0 fiir t>t, f'(t) <0 fiir t<top.

> e,

Es folgt dass f streng monoton fallend links von #y und streng monoton wachsend rechts von g
ist. <
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7.23. Satz (Hilfssatz). Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung.
Es seien f,g: [a,b] — R stetig und differenzierbar in Ja,b[. Dann existiert ein £ €|a, b mit

(1) [£(0) = f(a)lg' (&) = [g(b) — g(a)]f'(£)-

Ist zudem ¢'(t) # 0 fiir alle ¢ €]a, b], so ist auch g(b) — g(a) # 0 (Mittelwertsatz) und
1) - f@) 1
9(b) —gla) ¢

©)
&)

Beweis. Wende Satz von Rolle an auf

p(t) = [f(b) = fa)lg(t) — [9(b) = g(a)lf (D).
<

Die folgende Regel von de I’Hospital ist ein effizientes Werkzeug zur Bestimmung von Grenzwer-
ten.

7.24. Satz. Regel von de I'Hospital. Es seien a,b € R U {400, -0}, f,g : Ja,b] = R
differenzierbar und ¢'(t) # 0 fiir alle ¢. Ferner treffe eine der folgenden Annahmen zu:

(1) hmt—)tfr f(t) = hrnt—)a7L g(t) = 0 oder

(i) limy_,,+ g(t) = 400 oder limy_,,+ g(t) = —00.3

Dann ist
t "(t
lim —f(): lim r'e)
t—at g(t) t—at g’(t)
falls der rechte Limes existiert oder bestimmt gegen +oo divergiert. Die entsprechende Aussage
gilt fiir t — 6.

)

Beweis. Die prinzipielle Idee sieht man am besten im Fall (i), wenn man zusétzlich annimmt,
dass @ € R und f und g in a differenzierbar sind und ¢'(a) # 0 ist. Dann ist ndmlich wegen

f(a) = g(a) = 0:

t)—f(a

o T
lim = lim = .
t—a g(t) 9()—g(a)

Im allgemeinen Fall ist diese Idee weniger gut sichtbar.

(a) Zunéchst sei n := lim;_,,+ £:—$ € RU {—o0}. Wéhle yp,y; mit yo > y1 > n. Dann existiert
ein t; €la,b[ mit f'(t)/g (t) < y1 fir t €]a,t1[. Aus dem Satz von Rolle folgt, dass g wegen
g (t) # 0 auf ]a, t1[ keine zwei Nullstellen haben kann. Also konnen wir durch Verkleinern von t;
annehmen, dass g(u) # 0 fiir v in ]a, t1].

Zu u in a, t[ existiert nach 7.22 ein & zwischen ¢ und u so, dass

f) = flu) _ f(€)
. o0 —gw) g "
(Wegen ¢'(t) # 0 fiir alle ¢ sind beide Nenner # 0 (Satz von Rolle).)
e Gilt (i), so folgt fiir t — a™ wegen g(u) # 0, dass

fu)

mﬁyl-

3Die Schreibweise bedeutet, dass fiir jede Folge (t3) in Ja, b[ mit tx — a™ gilt f(tx) — oo baw. f(t) — —oco.
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e Gilt (ii), so wéhlen wir zu festem w ein to €]a, u| mit

g(t) > max{0, g(u)} bzw. g(t) <min{0,g(u)} Vt < to.
—_———— —_————
falls Grenzwert +oo falls Grenzwert —oo

In jedem Fall ist dann 2090 > 0 Aug (1) folgt durch Multiplikation mit 9t)—g(w)

0] 0]
f(t) = flu) g(t) — g(u)
O Ol

I _ 9w f(w)
gty ST 9w T e

Fiir t — a™ konvergiert die rechte Seite gegen 1;. Also ist die rechte Seite < v, falls t < t3 fiir
geeignete t3 €la, ta].

also auch

Wir haben gezeigt: Zu jedem yg > 1 existiert ein t3 mit

ft) ,
2 —= <yy flirte]a,ts|
2) 0 Jo ]
Ist n = —o0, so folgt sofort: lim; ,,+ [ — .

9(t)
(b) Nun sei n € RU {+00}. Analog wie oben zeige: Fiir yo < n existiert ein ¢4 mit

ft) .
3 —= >y flirt € la,ty]
8 o Jo ]
Ist 7 = 400, so folgt sofort: lim,_,,+ % = 4o00. Anderenfalls liefert (2) und (3), dass

t
Yy < % <y fir alle ¢t € Ja, min{ts,t4}].
g

Da ys < n und yo > n beliebig waren, folgt die Behauptung. <

Wir wissen, wie man einer differenzierbaren Funktion f : [a,b] — R das Vorzeichen von f’
ansieht: Sie ist wachsend, falls f/ > 0, fallend, falls f* < 0. Im Folgenden lernen wir, welche
Auswirkung das Vorzeichen von f” hat.

Konvexitat.

7.25. Definition. FEine Funktion f : D — R heiftt konvex, falls fiir 1, to € D und 0 < A < 1
gilt
(1) SO+ (1= Nta) < Af(t) + (1= N) f(ta).

Geometrisch bedeutet dies, dass der Graph von f zwischen ¢; und ¢ unterhalb der Verbindungs-
strecke zwischen den Punkten (t1, f(¢1)) und (t2, f(t2)) verlauft.

Man nennt die Funktion konkav, falls in (1) > steht. Klar: f konkav < — f konvex.
7.26. Satz. Essei f : [a,b] — R stetig und auf |a, b| differenzierbar. Dann gilt: f ist konvex auf
[a,b] genau dann, wenn f’ monoton wachsend auf ]a, b| ist.
Beweis. “<" Es sei f’ monoton wachsend und ¢; < ¢ in [a, b] sowie 0 < A < 1 vorgegeben. Setze
t = Aty + (1 — \)ta. Zu zeigen ist

f@) S Af(t) + (1= A)f(t2)

bzw.

Af(E) + (L =N f() < Af(t) + (1= A)f(t2)
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bzw.

(1) (=X (f(t) = f(t2)) < A(f(t2) = f(t))-
Nach dem Mittelwertsatz finden sich &; € |¢1,¢[ und & € Jt, to] so, dass

(f(t1) = f() = f1(&)(tr — t) und (f(t) — f(t2)) = f'(&2)(t — ta).

Dann ist (1) dquivalent zu

(2) (1= X[ (&) (t —ta) < Mf'(&1)(t1 — 1)
Nun ist nach Definition ¢t — ty = A(t1 —t2) und t; —t = (1 — A)(¢1 — t2). Damit ist (2) dquivalent
zu
AL =) (&) (tr —t2) S A1 = N)f(&1)(t1 — t2).

Da nun f’ monoton und ¢; < t5 ist, stimmt letzteres immer.
“=7 Es sei f konvex und a < t1 < to < b. Ist t1 <t < tg, so setze A = (ty —t)/(t2 — t1). Dann
ist

to —t t—11
Cta—ty 1+t2—t1

A1 + (1 — )\)tg to =t.

Die Konvexitéitsbedingung liefert also
(3) ) S Af(t) + (1= A)f(t2)

Daraus leitet man folgende beiden Ungleichungen durch Einsetzen von A ab:

fO) = ft) _ flt2) = f(t) _ ft2) = F(D)
t—1t - to — 11 - to —t

Fir t — tf bzw t — t; folgt

ft2) — F(t)

o =)

flt) <
Also ist f/ monoton wachsend. <

Kombination von Satz 7.21 und 7.26 liefert dann:

7.27. Folgerung. Ist f : [a,b] — R stetig und auf |a, b| zweimal differenzierbar, so gilt: f ist
konvex auf [a,b] genau dann, wenn f”(t) > 0 fiir alle ¢ € |a, b[.

7.28. Lemma. FEs seien p,q € |1,00[ mit 1/p + 1/q = 1. Dann gilt fiir alle x,y > 0 die
Ungleichung
zMPyl/e < r.Y
p g
Speziell fiir p = q = 2 erhalten wir die sog. Ungleichung zwischen dem geometrischen und dem

arithmetischen Mittel:
r+y

Vay < 5

Beweis. Wenden wir auf beide Seiten den Logarithmus an, so ist zu zeigen, dass
1 1 1 1
—Inz+-lny<In({-z+-vy|.

p q p q

Nun ist In eine konkave Funktion, weil In” t = —t% < 0. Also gilt diese Ungleichung nach Defini-
tion (mit A = 1/p). <
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7.29. Satz. Holdersche Ungleichung. Es seien p,q € |1, 00 mit 1/p+1/q = 1. Dann gilt fiir
z= (21, 2n),y = (Y1, yn) € C:

n
> lziysl < llzlpliylly.
j=1
Speziell fiir p = q = 2 ergibt sich die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: |(z,y)| < ||z|l2 ||y||2-

Beweis. Es seien x,y # 0; sonst ist nichts zu zeigen. Setze T; = % und 7; = |‘|ny|||Z und wende
P q
darauf Lemma 7.28 an. Es folgt:
T y 1 1 j«: g
| J ]| :xj/pyj/q <% Y%
I llpllyllq pq
Es folgt
> 1zl < > n > U :}+}:1
lzllpllylly = ¢ P q
und somit die Behauptung. <

7.30. Satz. Minkowskische Ungleichung. Es sei p € [1,00[. Dann gilt fiir x = (x1,...,2y),

y=(y1,...,yn) € C™:
2+ yllp < llzllp + yllp-
Bemerkung. Damit ist die noch ausstehende Dreiecksungleichung fiir die p-Norm bewiesen.

Beweis. Klar fiir p = 1. Es sei also p > 1 und ¢ = (1 — %)*1, so dass 1/p + 1/q = 1. Es sei
w; = |z; +y;|P~! und w = (wy, ..., wy,). Dann ist wi = |x; + y;|1P~Y) = |z; + y;|P und somit
lwllg = [z + ][5/
Aus der Holderschen Ungleichung folgt:
Dol ysl lwil <D lwjwil+ D lyywil < Ulellp + yllp) lwllg,
also nach Definition von w:
lz +yllE < (lzllp + lyll) |z +yllp'e.
Da p — g = 1 ist, sind wir fertig. <



