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3. FOLGEN

Normen und normierte Raume.

3.1. Definition. Eine Norm auf einem K-Vektorraum X ist eine Abbildung X > z — ||z| €
[0,00) die jedem Element z seine ‘Norm’ ||z|| zuordnet. Dabei sollen folgende Axiome gelten:

(N1) ||z|| > 0 fir alle z € X; ||z]| = 0 genau dann, wenn = = 0.
(N2) ||kz|| = |k|||z| fir k €K, z € X.
(N3) ||z +y|l < ||z]] + |y|| fiir x,y € X (Dreiecksungleichung).

Es langt im wesentlichen, den Fall X = R? oder X = C (visualisiert als Zahlenebene) zu ver-
stehen. Wir schreiben (X, | - ||) um anzudeuten, dass wir den Vektorraum X mit der Norm || - ||
betrachten.

Vorstellung: ||z| ist die Lange des Vektors x, und ||z — y|| gibt die Lange des Vektors = — y,
d.h. den Abstand zwischen x und y an. Klar: ||z — y|| = ||y — ]|

Beispiele. Auf R und auf C ist jeweils der Betrag eine Norm. Uberzeugen Sie sich selbst, dass
die Axiome (N1), (N2) und (N3) gelten!

‘Kugeln’. Fiir festes z € X und r > 0 bezeichnet man mit B(x,r) die Menge
B(z,r)={ye X :|ly—z|| <r} “Kugel um z vom Radius r”.
Wie sieht das aus?

1. Der Fall (R,|-|): Fiir z € Rund r > 0 ist B(z,r) =]z —r,z +r[.

2. Der Fall (C, |-]). Fiir z € C ist (in der iiblichen Visualisierung von C als komplexe Zahlenebene)
B(z,r) die Kreisscheibe um z vom Radius r.

3.2. Beispiel. Auf R™ und C" benutzen wir meist die sogenannte euklidische Norm

1/2

n
lll = | D Jas)
j=1

Beachte: Die euklidische Norm auf R? stimmt (unter der Visualisierung von C als komplexe
Zahlenebene) mit dem Betrag auf C iiberein. Wichtige weitere Normen auf R™ bzw. C" sind:

Fiir p € [1, 00[:
" 1/p
lzllp = | D lai”)
j=1
(fiir p = 2 ergibt sich die euklidische Norm), und
|z]|oec = max{|z;|:j=1,...,n}.

3.3. Bemerkung.

(a) Dass dies tatsdchlich Normen sind, ist fiir p # 1,2,00 nicht offensichtlich (momentan
konnen wir nicht einmal die p-te Potenz bilden).

(b)  Wie sehen die Kugeln fiir die p-Norm in R? aus?
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p=4/3

*008

(Die Graphiken sind leider an den Koordinatenachsen etwas abgeplattet dargestellt.)

Folgenkonvergenz. Im Folgenden sei X ein K-Vektorraum mit der Norm || -||. (Es langt vollig,
sich den Fall X = R? vorzustellen.) Auf R bzw. C verwenden wir als Norm stets den Betrag.

3.4. Definition.

(a)  Eine Folge in X ist eine Abbildung a : N — X. Statt a(k) schreibt man meist a; die Folge
schreibt man (a1, as, . ..) oder ()%, oder kurz (ay,).?

(b) Sind k; < ko < k3 < ... Elemente von N, so heifst (ag,, ag,,...) Teilfolge von (ay).
(¢) Essei (ag) eine Folge in X und a € X. Wir sagen

(ax) konvergiert gegen a oder (ay) ist konvergent mit Grenzwert a
falls zu jedem € > 0 ein ng € N existiert mit

lap —al| <e firalle k> ng.

Wir schreiben lima, = a oder ay "22° 4 und nennen a den Grenzwert. Eine Folge, die
keinen Grenzwert hat heifst divergent.

0.57 7
0.56
0.55 7
0.54
0.537

0.52

051 ) Folge in R? mit Grenzwert (1,1).

0.5 ‘ ‘ %%\

3.5. Beispiele.
(a) Die Folge <%> konvergiert in R gegen 0.
k

(b) Die Folge (i"); in C ist divergent.

2Natiirlich kann man auch Folgen bei £ = 0 oder einer beliebigen anderen ganzen Zahl starten; k € N ist
lediglich eine bequeme Wahl.



19

Beweis. (a) Es sei € > 0 vorgelegt. Wir miissen ein ng finden mit |1/k — 0] < ¢ fiir alle & > ny.

Dazu wihle ng € N mit ng > 1/e(eine solche Zahl gibt es nach 1.14(f)). Dann gilt fiir £ > ng:
1 1 1
z :Egn—0<a fur alle k > ny.

(b) Gébe es einen Grenzwert z in C, so gébe es zu € = 1/4 ein ng mit

1
\ik—zlngﬁrkzno
und somit )
¥ —dl|=|if — 24 z—d < |[iF— 2|+ )it — 2] < 5 fiir iyl > no.

Da jedoch i** = 1 ist und i***2 = —1 fiir beliebiges k € N, ist |i** — i**+2| = 2. Widerspruch. <
3.6. Satz. Der Grenzwert ist eindeutig: Konvergiert eine Folge gegen a und o, so ist a = a’.
Beweis. Sei e > 0. Dann existiert ein n : |Jay—al < /2 fiir k > ny und ein ng mit |jag—ad’|| < /2
fiir k > ny. Dann gilt fiir ng > max{ng,n1} : [ja — d'|| < ||la — an, || + ||an, — || < e. <

3.7. Satz. Es sei (zi) eine Folge komplexer Zahlen, z; = xj + iy und z = x + iy € C. Dann
gilt
xp  konvergiert gegen x, und

2 konvergiert gegen z <= { e konvergiert gegen v.

Beweis. Zunéchst ist |Re (2 — 2)| < |2k — 2| und |[Im (21, — 2)| < |2 — z|. Aus der Konvergenz
zr — 4 folgt daher, dass z; — = und yr — y: Ist € > 0 vorgelegt und ng so gewéhlt, dass
|z — 2| < g, so gilt dies auch fiir Real- und Imaginérteil.

Umgekehrt gelte x, — x und yx — y und £ > 0 sei vorgelegt. Wiahle n; mit zy — z| < /2 fiir
n > ny und ne mit |y — y| < £/2 fiir n > ny. Dann gilt fiir n > ng = max{ny, nae}:

|z — 2| < |z — x|+ |yr —y| <e.
<

Fiir den néchsten Satz beobachten wir, dass eine Folge in K™ uns n Folgen in K liefert (die
sog. Komponentenfolgen), indem wir die Komponenten der n-Vektoren betrachten. Unter der
Annahme, dass wir schon wissen, dass die p-Normen aus Beispiel 3.2 tatsédchlich Normen sind,
kénnen wir folgenden Satz formulieren:

3.8. Satz. FEine Folge in K™ konvergiert genau dann beziiglich einer der p-Normen aus 3.2,
wenn jede Komponentenfolge in K konvergiert.

Es sei (x(®)) eine Folge in K™ mit (%) = (xgk), e ,xglk)) und x = (x1,...,x,) € R". Dann gilt:
(k)

k— . . ..
2®) 2% 0 in K genau dann, wenn z;” = zj in K firj=1,...,n.

Insbesondere sehen wir, dass die Konvergenz tatsédchlich von der Wahl von p unabhédngig ist.

Beweis. Esist fur [ =1,...,n:
n
k k k
2" =] < le® 2, < D7l —
j=1
die letzte Ungleichung erhdlt man, weil fir y = (y1,...,yn)

n n n
lylly = 1> (0,50, 0)lp < 310,95, 0,...0)[[, = D lyl-
j=1 j=1 j=1

Dann analog zum Beweis von Satz 3.7. <
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3.9. Satz: Rechenregeln fiir Grenzwerte. Es seien (xy), (yr) Folgen in X, (¢;) Folge in
K,z,y € X,ce K.
(a) Ist die Folge (z)) konvergent, so ist sie auch beschriankt, d. h.
dK >0: |jzg]| < K firalle keN.
(b)  Aus xp — z und y; — y folgt xp + yr — = + y.

(¢) Aus xp — z und ¢ — ¢ folgt cpz — cx.

(d) Gilt ¢ — ¢ und ¢ # 0 so auch é%%

Wichtig ist in (c) auch der Spezialfall X = K: Das Produkt der Folgen reeller oder komplexer
Zahlen konvergiert gegen das Produkt der Grenzwerte (sofern existent).

[Fiir spéter: Die konvergenten Folgen bilden einen Unterrraum des Vektorraums aller Folgen.|

Bemerkung: Die Umkehrung der Aussagen in 3.9(b),(c) gilt nicht!

Bewezs.

(a) Zue =1 existiert ein ng mit ||z — x| < 1 fir k > ng. Damit ist |2k = ||zp — 2] + ||z <
|lz|| + 1 fir & > no. Fir K = max{||z1|],..., ||zno—1l,||z]| + 1} ergibt sich die Behauptung.
(b)  Seie > 0vorgelegt. Dann existieren ny, ng mit ||xg—z|| < /2 fiir k > ny und |lyp—y|| < /2
fiir k > ny. Fir k > ng := max{ny, na} folgt
1@k +yr) = (2 + Yl < llow — 2l + lye —yll <e
(¢) Nach (a) existiert ein K > 0 mit ||zy|| < K fiir alle k. Sei ¢ > 0. Dann existieren nj, ns
mit

lek — ¢ < %fﬁrkzan und

lzx — || < Vk > no.

€
2lc] +1
Fiir £ > max{ny,ny} folgt
lexzr — cz|| = |lekzr — cag + cay — cx
< legzk — cxgl| + ||lex — cz]

=< |Clc — o lzxll + |C| lzx — |
K+

N

2K 2\\+1—

(d) Zud =|c|/2 > 0 existiert ein kg mit |cp — ¢| < § = |¢|/2 fir k > ko. Dann ist |cx| >
le| = |k — ¢| > || /2 fir k > kg. Sei e > 0 vorgelegt. Nun ist

et ==l e —er)ey ' = e e e — el.

Wihle ng > ko so, dass |c — ¢ < §|c|? fiir k > ng. Dann ist |, — ¢ 71| < %%%Mz <e.
<
Cauchy-Folgen und Vollstiandigkeit.
3.10. Definition. FEine Folge (xy) heifst Cauchy-Folge, falls gilt
Ve >03ng: ||z —xm| <e Yk,m > ny.

3.11. Satz. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
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Beweis. Sei ¢ > 0. Wahle ng so, dass ||z —z|| < /2 Yk > np; hier ist « der Grenzwert der Folge.
Dann ist fiir k,m > ng @ ||og — 2n|| < |2k — 2| + |z —2n| <e/2+e/2 =c. <

3.12. Bemerkung. Nicht jede Cauchy-Folge in einem normierten Raum ist konvergent. Bei-
spielsweise gibt es Cauchy-Folgen in Q, die keinen Grenzwert haben.

3.13. Definition. FEinen Raum, in dem jede Cauchy-Folge einen Grenzwert hat, nennt man
vollstindig. Fin vollstdndiger normierter K-Vektorraum heifst Banachraum.

Einige Besonderheiten reeller Folgen.

3.14. Definition. FEine Folge (xf) in R heifst

monoton wachsend, falls Tha1 > Tk fur alle k&
streng monoton wachsend, falls Tht1 > Tk fir alle k
monoton fallend, falls Tht1 < Tk fur alle k&
streng monoton fallend, falls Tpr1 < Tk fiir alle k.

3.15. Satz. FEine monoton wachsende, nach oben beschriankte Folge reeller Zahlen ist konvergent:
Gibt es ein K € R mit x < xp1 < K fiir alle k, so gilt x, — x = sup{zy}.
Beweis. Sei € > 0 vorgelegt. Nach Definition des Supremums existiert ein ng mit

Tpy > T — €.

Fiir alle k£ > ng gilt also
T—e<Tp, <wp <

und somit |z — x| < e. <

3.16. Folgerung. Ist die Folge (x;) monoton fallend und nach unten beschrinkt, so ist (xy)
auch konvergent. (Betrachte (—xy)!)

3.17. Satz. Stabilitdt des Grenzwertes. Es seien (), (yx) Folgen in R mit xy, <y fiir alle
k. Gilt: i, — x und yr — y, so folgt x < y.

Beweis. Annahme: x > y. Setze ¢ = x —y > 0. Dann existieren nq,ny mit |z, — x| < £/2 fiir alle
k> ni,|yr —y| < /2 fiir alle k > ng. Fiir £ > max{ny,no} gilt z >z —¢/2 =y +¢/2 > y.
Widerspruch! b

3.18. Satz. Schachtelungssatz. Es seien (ay), (bg), (xx) Folgen in R und
ap < xp <b, fir alle k € N.
Gilt ay, — = und by, — x, so ist auch (xy) konvergent, und x — x.
Beweis. Sei € > 0 vorgelegt. Dann existieren nq,ng mit |ay — x| < e/3 fur k > ny, |by — x| < /3
fiir k > ngy. Setze ng = max{nj, ng}. Dann gilt
|l — x| < ok — ak| + |ag — 2

< bk — ag| + |ax — 2|
< b — x|+ | —ag| + |ag — x| < e.

3.19. Satz. In R ist jede Cauchy-Folge konvergent, d.h. R ist vollstdndig.
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Beweis. Es sei (xy) eine Cauchy-Folge. Unsere erste Beobachtung: (zj) ist beschriankt. Zu e =1
existiert ein ng mit |z, — x| < 1 fiir alle k,1 > ng. Damit ist |zx| < |25 — Tng| + |Tno| < 1+ |20,
fiir alle & > ngp und somit ist jedes Folgenglied < max{|z1|,...,|zno—1|, |Tn, + 1}

Wir kénnen daher zwei neue Folgen definieren
iy, = inf{z; : j > k} und sk =sup{z; : j > k}.

Dann gilt

(i) ip < xp < s fir alle k

(ii)  (4g) ist monoton wachsend und beschrénkt (i < s; fiir alle k), somit konvergent gegen ein
1 e R

(iii)  (sg) ist monoton fallend und beschrankt (s > 4 fiir alle k), somit konvergent gegen ein
s e R.

(iv)  Weil (zj) Cauchy-Folge ist, folgt i = s. Wieso? Ist ¢ > 0 vorgelegt, wihle ng so grof, dass
|zj — i <e/b,i—i <e/b,sp—s <e/bfir j,k > ng. Ferner existieren jo, kg > ng mit
Tj, > Spy — €/5 und zp, < in, + /5. Dann ist

s—i=|s—1i] <[s— sno| + [sng _xj()’ + ‘xjo - xko’ + ’xko — ing| + liny — 1| <e.
Mit 3.18 folgt die Behauptung. <
3.20. Folgerung. C ist vollstindig.
Beweis. Sei (zj) eine Cauchy-Folge in C. Dann sind (Rez;) und (Imz) Cauchy-Folgen in R

(siehe Beweis von 3.7). Mit 3.19 folgt, dass (Rez;) und (Im z;) Grenzwerte in R haben, und
schlieblich mit 3.7, dass (zx) einen Grenzwert in C hat. <

3.21. Folgerung. R™ und C" sind vollstindig.

Beweis. Analog.

3.22. Definition und Bemerkung. Man sagt, eine Folge (ay) reeller Zahlen divergiere be-
stimmt gegen +o0o und schreibt lim ay = +o00, falls gilt:

fir alle M > 03ng : ap. > M fiir alle k£ > nyg.
Dies ist dquivalent dazu, dass ab einem festen Index nj gilt ar > 0 und lim é = 0. (Wieso?)
Ebenso: lim ay = —o0, falls lim(—ay) = 400, d.h. falls VM > 03ng : apy < =M Vk > ny.
3.23. Beispiele.

(a) Die Folgen <k—1j), j=1,2,3,... konvergieren in R gegen 0.
(b) Ist z € C mit |z| < 1, so ist die Folge (z*) eine Nullfolge.
(c) Seize€C,|z| <1,r € N. Dann ist lim k"|z|* = 0.

(d)  lim V& = 1.

(e) Esseia>0.Dann gilt lim ¢/a = 1.

(f) lmVE2+k+2=1

(

g)  (VE!) divergiert bestimmt gegen +oo.

Beuweis.

(a)  Wir wissen, dass 0 < k% < % fiir k € Nund 7 = 2,3,... Also folgt die Behauptung aus 3.5
und dem Schachtelungssatz angewandt auf die Folge (0,0, ...) und die beiden anderen.
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(b)  Sei e > 0 vorgelegt. Wir haben zu zeigen, dass ein ng existiert mit |2¥| < ¢ fiir & > ny
bzw., dquivalent dazu, dass ﬁ > % fiir £ > ny.

Es ist ﬁ > 1. Setze § := é — 1. Wahle ng so grofs, dass ngd > %

Dann gilt fiir £ > ng nach der Bernoullischen Ungleichung:

1 1 1.10 1 1\™ Bernoulli 1
EIRE P <|z|> o™ 2 e >z

(c)  Setze b, = k"|z|F. Dann gilt:

bepr (k4 17|z 1y’
1 = =1+ - .
( ) bk; kr|Z|k + ]C |Z|

Dalim(1+ )" = (lim(1+))" = 1ist und || < 1 ist, folgt, dass ein 0 < C' < 1 existiert
mit b1 < Cby, fiir k > ko, ko geeignet. Mit vollsténdiger Induktion folgt 0 < by <
C™by, — 0, fiir m — oo. Also by, — 0.

(d)  Zeige: Zu € > 0 existiert ein ng mit Vk — 1 < e:
k k
Es ist 0 < 1—_1% < 1. Somit ist nach (c) limk (1—_1%) = 0. Es folgt k <1—41_6) < 1 bzw.
1 <k < (1+¢)k fiir k> ng, also auch 1 < ¥k < 1+ ¢ fiir k > ny.

(e) Fiir a > 1 folgt dies aus dem Schachtelungssatz, weil fiir alle k£ > a gilt:
1<a<k=1<Va<Vk-1

Fiir a < 1 betrachte 1/a: ,%\/a = (/g — 1L

(f)  Schachtelungssatz und Rechenregeln: 1 < V&2 + k +2 < Vak2 = JaVkVE — 1.

(2)  Zu zeigen: Zu M > 0 existiert ng mit V&! > M baw. M*/k! < 1 fiir alle k > ng. Nun ist
fiir k > ko > 2M:

k ko ko
ME_Mme Mo MM g
T k! kot 1 ES Tl

—_—

(k—ko) Faktoren <1/2
fiir hinreichend grofes k nach (c). <

3.24. Definition und Bemerkung.

Ein Element x € X heifst Haufungspunkt der Folge (xj) in X, falls fiir jedes ¢ > 0 die Kugel
B(z,¢) unendlich viele Folgenglieder enthélt.

(a) Eine konvergente Folge hat also genau einen Haufungspunkt, ndmlich ihren Grenzwert.
(b)  Die Folge (i*) in C hat vier Haufungspunkte: 1,i, —1 und —i.

3.25. Lemma. Hat die Folge (x)) den Haufungswert x, so hat sie eine Teilfolge, die gegen x
konvergiert. Umgekehrt ist klar: Hat die Folge eine konvergente Teilfolge, so ist deren Grenzwert
ein Haufungspunkt.

Beweis. Zu e; = 1/j finden wir schrittweise Folgenglieder zj, mit k3 < kg < ... und wy; €
B(z,¢;). Dann konvergiert (zy,); gegen z. <

3.26. Satz von Bolzano-Weierstrafs. In R™ und C” hat jede beschrinkte Folge eine konver-
gente Teilfolge.
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Beweis. 1. Schritt: Folge in R. Auf Grund der Beschrianktheit gibt es ein Intervall [a1, b1], a1 < by,
in dem alle Folgenglieder liegen. Wir halbieren es und erhalten zwei Teilintervalle [aq, MTH”] und
[‘“Tm, b1]. In einem davon (evtl. in beiden) liegen unendlich viele Glieder. Wir nennen es [az, ba].
Schrittweise erhalten wir eine ineinander geschachtelte Folge von abgeschlossenen Intervallen
I; = laj, b]:], deren Lange b; — a; gegen Null konvergiert. In ihrem Durchschnitt liegt genau ein
Punkt  (Ubungsaufgabe). Wahlt man Folgenglieder zg; € Ij mit ky < kg < ... so hat man die
gesuchte (gegen x) konvergente Teilfolge.

2. Schritt: Folge in R™. Konvergenz ist dquivalent zur Konvergenz der Komponentenfolgen. Ist die
Folge beschrankt, so auch jede Komponentenfolge. Nach Schritt 1 gibt es Indizes k1 < ks < ... s0
dass fiir diese Teilfolge die Folge der ersten Komponenten konvergiert. Von dieser wiederum gibt
es eine Teilfolge, fiir die (auch) die Folge der zweiten Komponenten konvergiert. In n Schritten
erhalten wir ein Teilfolge, die in allen Komponenten konvergiert.

3. Schritt: Folge in C™. Ebenso mit Real- und Imaginérteil. <

3.27. Definition. Jede beschrénkte Folge reeller Zahlen (x) hat also mindestens einen Hau-
fungspunkt. Man nennt den grokten davon den limes superior und den kleinsten den limes inferior
und schreibt lim sup und liminf bzw. lim und lim.

Ist die Folge nach oben unbeschriankt, so schreiben wir limsup xp = +00. Analog schreiben wir
liminf x; = —o0, falls sie nach unten unbeschréankt ist.

Mehr dazu spéter.
Beispiel: liminf ((—1)F — 1) = —1.



