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26. DIFFERENTIALFORMEN

Vektorfelder und 1-Formen. Im folgenden sei M eine differenzierbare n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit im R™.

26.1. Definition. Fiir f: M — C™ schreibt man f € CY(M), 1 =0,1,2,...,00, falls fiir jede
Karte ¢ : T — M eines Atlasses die Komposition f o ¢ : T — C™ eine C'-Abbildung ist.

Ist M eine C'“-Mannigfaltigkeit, so sind die Kartenwechsel C*-Abbildungen. Es ist daher nur

sinnvoll, von C'—Abbildungen zu sprechen, wenn | < « ist, da dann die Eigenschaft unter
Kartenwechseln erhalten bleibt.

26.2. Definition. Mit )M bezeichnen wir den Dualraum zum Tangentialraum 7}, M an M in
p, d.h. den Raum aller linearen Abbildungen von 7}, M nach R. Man nennt 7,7 M den Cotangen-
tialraum an M in p und seine Elemente die Cotangentialvektoren in p.

Ein Vektorfeld auf M ist eine Abbildung V, die jedem p € M ein Element V (p) € T, M zuordnet.
Eine 1-Form auf M ist eine Abbildung w, die jedem p € M ein Element w(p) € T,y M zuordnet.

26.3. Beispiel. Es sei f : M — R differenzierbar und p € M. Dann definieren wir das
Differential oder die dufere Ableitung df, von f in p durch

1) Ay TM R, dfyfv) = = (f 04(7)) =0

Dabei ist v : | — e, = M eine glatte Kurve mit v(0) = p und 7/(0) = v.
Die Abbildung p + df}, ist dann eine 1-Form. Dazu folgendes

(i)  Wieso ist das unabhéngig von der Wahl der Kurve ~, die v darstellt? Sind 7, und -, zwei
Kurven mit 7;(0) = p und 7}(0) = v, so betrachte die Kurven o; = ¢ to;in T fiir
cine lokale Parametrisierung ¢ : T — M mit ¢(tg) = p. Dann ist v = (¢ 0 ;)/(0) =

¢'(04(0))0’(0), also wegen der Injektivitdt von ¢’ auch o7 (0) = 05(0). Es folgt, dass

2 (o)) = (7 0 905,)(0) = (£ 0 9 (65(0)05 0
=to
fiir beide Kurven gleich ist.
(i) Die Abbildung ist linear in v: Nach 25.2 ergibt sich v = 3, )\ngf(to) als Ableitung der
Funktion v(7) = ¢(tg + A7) mit A = (A1,...,\,) € R™. Dann ist nach (1) und (2)
dfp(v) = (f 2 ¢)'(0)A.
(iii) st M eine offene Teilmenge des R", so vereinfacht sich dies zu
dfp(v) = f'(v(7))7'(7)|r=0 = {grad f(p),v) Richtungsableitung von f in Richtung v;
die Linearform df ist also durch Paarung mit dem Vektor gradf gegeben.

26.4. Basen. Ist ¢ : T — M eine lokale Parametrisierung nahe p mit p(ty) = p, so wissen wir
aus 25.2, dass die Vektoren ng(t), Jj=1,...,n, eine Basis von T, M bilden. Man schreibt sie

meist in der Form % (ohne Angabe von ¢ oder dem Argument t). Dann hat also in ¢(T") jedes

Vektorfeld V' eine Darstellung
. 0
V(p) = Zaj (p)g mit geeigneten a;(p) € R.
j=1 /

Man nennt V stetig bzw. l-mal stetig differenzierbar, falls die Funktionen a; alle stetig bzw. [-mal
stetig differenzierbar sind (nur sinnvoll fiir [ < «).
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Ebenso haben wir die Funktionen 7; : ¢ — (¢ '(q));, 7 = 1,...,n, die ¢ auf die j—te Komponente
von ¢~ !(q) abbilden.

Fiir ihr Differential drj,, in p = ¢(to) gilt:
0 d _
) nip (- ) = g3 (Pl + 7)o = G

Sie bilden also gerade die duale Basis zu den W Man schreibt iiblicherweise dt/ statt dm;.

In ¢(T) hat also jede 1-Form w eine Darstellung

Zb )dt’  mit geeigneten b;(p) € R.

Man nennt w stetig/l-mal stetig differenzierbar, falls die b; dies sind (nur sinnvoll fir [ < «a,
die Glattheit der Mannigfaltigkeit). Oft betrachtet man auch b; als von t abhéngig (in lokalen
Koordinaten).

26.5. Beispiel. Nach 26.4 kénnen wir lokal schreiben df = 2?21 bj dt’. Wie sehen die b; aus?
Es ist fiir p = ¢(t9) nach 26.4(1)

b= 300 (5] = (57) = gt reloma = 2522 ),

Beachte: f o ¢ ist gerade die in den t-Koordinaten ausgedriickte Funktion f.

26.6. Kartenwechsel. Was passiert, wenn wir andere Koordinaten wéhlen? Es sei also v :
S — M eine andere Parametrisierung mit (oBdA) ¥(S) = ¢(T) und p € M, p = ¢(t) = ¥(s).
Mit

X=¢ ¢
bezeichnen wir die Kartenwechselabbildung. Somit ist ¢ o x = 1. Es sei nun V ein Vektorfeld,
das wir auf zweierlei Weise schreiben kénnen

n

_ Ip
Vip) = Zal 8751 Zaz(p)a—tl(z) bzgl. ¢ bzw.

V) = Za’j(p)gzzﬁj(p)%(é) bl .
j=1 o=t J

Nach der Kettenregel folgt aus ¢ = @y, dass

o
0s;

—

1 _r
(1) :1atlx

S (8) =

Somit ist
—~ o < 3Xl~‘ dp
2 4;(p) asj ZZ 91, 0s; =2 ds; 0 | ot
j=1 Jj=11=1 =1

Mit anderen Worten: a; = ) (0x;/0sj)a; bzw:

a(p) = X'~ (p))a(p)-
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Ist andererseits w eine 1-Form mit den Darstellungen

w(p) = Zbl(p)dtl bzgl. ¢ bzw.
=1

w(p) = > bj(p)ds’ bagl. ¢
j=1

So ist

Aus (1) folgt

Mit anderen Worten:

Alternierende Multilinearformen. Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R;
die Hauptanwendung wird der Fall V' = T, M sein.

26.7. Definition. Eine alternierende k-Form auf V ist eine Abbildung
w:VF=Vx...xV =R
—_———

k—mal

mit folgenden Eigenschaften:

(i)  w ist linear in jedem Argument, d.h. w(..., A\v 4+ p0,...) =Aw(...,v,...) + pw(...,0,...)
fiir alle A,y € Rund v,0 € V.

(ii)  Vertauscht man zwei Argumente, so dndert sich das Vorzeichen:
Wlooyv, ooy 0y0) = —w(eo o, 0,00, 0,.00).
Aquivalent ist die Forderung, dass w(vy, ..., v;) = 0 ist, falls zwei der Eintréige gleich sind.

Die Menge der alternierenden k-Formen bildet einen Vektorraum, der mit AV * bezeichnet wird.

Fiir kK = 1 sind die alternierenden 1-Formen gerade die Elemente des Dualraums V* von V. Die
Bedingung (ii) ist hier leer. Der Vollstindigkeit halber definiert man A°V* = R.

26.8. AuReres Produkt/Dachprodukt. Es seien ¢1,..., ¢, € V* Einsformen. Dann wird
die Abbildung
OLA.Agp: VESR
definiert durch
pir(v1) .. p1(vg)
(1 Ao Ag) (v, ... ) = det :

or(v1) oo or(vr)
Da die Determinante selbst eine alternierende Multilinearform in den Spalten ist, folgt, dass
O1LA ... N € NV

26.9. Satz. Ist dimV = n so ist A¥V* ein Vektorraum der Dimension (Z) Spezieller: Ist
©1,...,pn eine Basis von V*  so bilden die Elemente

Gip NNy, mit 1 < < ... < <n
eine Basis. Insbesondere ist A\*V* = {0} fiir k > n.
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Beweis. Wihle eine duale Basis vy, ...,v, von V, d.h. ¢;(vy) = ;5. Dann sieht man leicht, dass
flirip < ... <idpund j1 < ... < Ji

Lo (inyeevik) = (G155 k)
(‘Pil/\"'/\Spikxvjl""’vjk):{ 0; sonst

Somit sind die Elemente ¢;; A...Ap;, linear unabhéngig. Sie bilden auch ein Erzeugendensystem:
Ist w eine beliebige k-Form, so setze fir 1 <i; <... <1 <n

Cir.ig, = w(vin cee 7Uik)-

Dann sieht man leicht, dass

w = Z Ciy .oy, Pir N oo NPy

11 <...<tp
<
26.10. Satz. FEs seien p1,...,pr € V* und
P = Zaij vj, 4=1,...,k fiir geeignete a;; € R.
Dann ist
UL A AU :det(aij) ©1 N N\ Q.
Beweis. Bekanntlich ist
det(a;j) = Z SENT Qyr(1) - - - Ahore(k)-
eSSy
Damit folgt:
PI AN YE = (Zaljg)j) VAN (Zakjgoj)
= Z A1r(1) - - - Ok (k)Pr(1) N - - N Pr(ke) (andere Terme = 0)
TeSy,
= Z 1r(1) - - - Okr(k)SEOTPL A - A\ Q.
TeSy,
<

26.11. Produkt von k- und l-Formen. Es gibt genau eine Abbildung
At NV x ATV — AR

mit folgenden Eigenschaften:
(i)  Fuarny, ..., mk,1,...,¢ € V¥ ist

(MA AT AWLA . AY)=m A A AL A ... A
(i) Die Abbildung (w,0) — w A o ist linear in jedem Faktor.
Fiir dieses Produkt gilt weiterhin:
(i) wAho=(-DFoAw;
(iv) (w1 Aw2) Awg = wi A (w2 Aws) (Assoziativitit) fiir w; € AKIV*,

Wir setzen dies fort auf die Falle k = 0 oder [ = 0: Fiira € Rund w € AFV* sei aAw = wAa = aw.
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Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar, da (i) sie bereits auf den Basen festlegt.

Zur Existenz: Wir wahlen eine Basis ¢1, ..., ¢, von V* und definieren fiir
w = Z iy . iy Pin N oo N0y und o = Z bjlmjz()pjl ANANoFS
11 <... <t J1<...<J;
wAN\o = Z Qi ...y, bjlmjlgol'l N Ny Npg N o Ny

11 <o <0, 01 <0y
Damit haben wir die geforderten Eigenschaften. Eigenschaft (iii) folgt aus der Tatsache, dass die
Permutation

(L,...;kk+1,. .. k+1) = (k+1,....k+1,1,...,k)
das signum (—1)" hat. <

Differentialformen hoéherer Ordnung.

26.12. Definition. Eine Differentialform der Ordnung k (oder kurz k-Form) auf der Mannigfal-
tigkeit M ist eine Abbildung w : M — U,c /\kTI;‘M mit der Eigenschaft, dass w(p) € /\kT;M
liegt. Nullformen sind also nichts anderes als reellwertige Funktionen. Wir schreiben: w € QFM.

26.13. Lokale Darstellung. Ist ¢ : T' — M eine lokale Parametrisierung, so bilden die
k-Formen

At AL oAdEE fir 1 <dp <. <dp<on
eine Basis von /\kT];k M.
Ein Element w € Q¥ M hat dort die Darstellung
11 <...<ig

mit einer Funktion f;, ; : ¢(T) — R. Man nennt die Form stetig//—mal differenzierbar, falls
die f;,. 4, dies sind.

Schreibweise: Meist kiirzt man die obige Schreibweise ab zu w = Z| I)=k frdt!, wobei die Notation
bedeuten soll, dass I iiber alle k—Tupel 41 ...4 mit 1 <iy <... <4, < nlauft, fr = f;, ., und
dtt = dt" AL N dtE,

(Oft fasst man f; auch als Funktion auf T auf. Wir schreiben dann f7)

26.14. AuRere Ableitung. Es sei w eine stetig differenzierbare k-Form mit der lokalen Dar-
stellung w = E‘ 1=k frdt!. Thre dufere Ableitung dw ist eine k + 1-Form, definiert durch

do="Y" dfr ndt',
=k
mit dem Differential df; von fr: p(T) — R.
Beachte:

(i)  Es ist noch nicht klar, dass dies von der Wahl der Darstellung unabhéngig ist. Mehr dazu
in 26.16.

(i) Ist fr = frog:T — R (in lokalen Koordinaten), so ist nach 26.5
no o~
Oft i I
dw = == dt' Ndt
oy Y
[I|=k j=1

26.15. Satz. FEs seien w,n k-Formen und o eine [-Form, alle stetig differenzierbar. Dann gilt:



(a)  d(Adw+pn) = Adw + pdn
(b) dlwAo)=dwAo+(—1)wAdo.
(c)  Ist w sogar zweimal stetig differenzierbar, so ist d*w = d(dw) =

Dies ist die zentrale Eigenschaft des Operators d.

Beweis. (a) ist klar.
(b) Wir schreiben in lokalen Koordinaten: w = 3" fydt! und o = 3 gy dt’. Dann ist

wANo = ijgjdtl/\dt‘],
1,7

also nach Definition der &ufieren Ableitung und der Produktregel

dwho) = Z Mcw”AclthcltJ: Z <8f1 g7+ fr 89") dt™ A dtt A dt?

1,0m Ot 1,0m ot
8f1 ~ I J k 7 E)gJ I J
dt™ Adtt A dt dt' ANdt™ A dt
o 9 Adt' Adt! + ) (= 8tm AdE™ A

I,Jm IJm
= dwAo+ (=) wAdo.

(c) Zunichst sei k = 0, d.h. w = f ist eine Funktion. Wir schreiben bzgl. der Parametrisierung
p: T — M: f= fop. Dann ist

_ af m _ l m __
d(df)_d< . dt) = Zatlat dtt ndt™ ="+

<m I>m

Schwarz an an l m o__
N l;n (atlatm Ot i Nt =0

Weil d(dt!) = d1 A dt! = 0 ist, folgt im allgemeinen Fall fiir w = > f7 dt!, dass
= d(dfy Adt")y =d(df;) Adt' —dfp Ad(dt’) =0—0=0.
<

26.16. Bemerkung. Wir kénnen nun die Unabhéngigkeit der dufseren Ableitung von der Wahl
der Parametisierung beweisen.

Esseien o : T — V und ¢ : S — V zwei Abbildungen von offenen Mengen S, T C R", die beide
eine offene Teilmenge V' von M parametrisieren und w eine k-Form, die sich bzgl ¢ in der Form
w = Zm:k ardt!’ und bzgl. ¢ als w = Zm:k ayds’ schreiben lisst. Offensichtlich geniigt es zu
zeigen, dass die beziiglich ¢ und v definierten Aufseren Ableitungen auf Funktionen f : V — R
und auf den Einsformen dt’, i = 1,...,n, dieselben Werte liefern. Dann ergibt sich der allgemeine
Fall aus der Produktregel in Satz 26.15(b).

(i) Fiir eine Funktion f ist df in Beispiel 26.3 unabhéngig von der Kartenwahl definiert.

(ii) Fiir die Einsform dt’ ist d(dt') = 0 bzgl. . Weil dt' aber das Differential einer Funktion ist
(némlich von p — ¢~ 1(p); € R), ist es auch in der Parametrisierung durch ¢ das Differentiai
dieser Funktion. Nun ist d? = 0, also ist auch in dieser Parametrisierung d(dt') = 0.
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Geschlossenheit und Exaktheit.

26.17. Definition. Eine stetig differenzierbare k-Form w heifst geschlossen, falls dw = 0. Sie
heifst exakt, falls es eine (k — 1)-Form 7 gibt mit w = dn.

Klar: Jede exakte Form ist geschlossen, sofern sie zweimal stetig differenzierbar ist.

26.18. Formen und Vektorfelder auf R". Es sei U eine offene Menge im R™.

(a) Ist f:U — R eine Funktion, so ist

J=1
Wir haben, wie in 26.3 erwihnt, die zueinander dualen Basen {eq,...,e,} = {8%1’ R %
von T,R"™ und {dz',...,dz"} von T, R". Das Differential df kénnen wir unmittelbar mit

dem Zeilenvektor (0f /0x1,...,0f/0x,), also f’, identifizieren. Der Gradient hingegen ist
der Spaltenvektor ) (0f/0x;)e;. Zwischen beiden steckt eine Identifikation von Tangential-
und Cotangentialraum, die im Fall von R” trivial ist, allgemein jedoch nicht.

(b) Jede (n — 1)-Form w auf U ldsst sich schreiben
w:ij(—l)j_l de' A ANdzI A .. Ada"

mit geeigneten Funktionen f;. Dabei bedeutet das Dach, dass dieser Term weggelassen
wird. (Die Wahl des Faktors (—1)7~! scheint willkiirlich, wird aber gleich motiviert.)

Dann fallen in der folgenden Formel wegen der alternierenden Multilinearitat der Formen
die Summanden mit j # k weg und es gilt

dw = ZZ 1)~ 1af]d Eadet AL Adad A ... Ada"
=1 k=1

_ af] n
= Zax]d A ANdz

= divf det AL A da™

Die dufsere Ableitung einer (n-1)-Form entspricht also der Divergenz des mit ihr identifi-
zierten Vektorfelds, wenn man die n-Form divfdz!...dz" mit divf identifiziert.

(¢) Istw=>"a;(z)da’ eine stetig differenzierbare Einsform, so ist

Oa; ; Oa; Oa; : .
1 dw(z) = — da™ A da = 2 — L) da" A da.
W =S T g = 3 (G- )
7 m 21 <22
Die Bedingung, dass w geschlossen ist, ist also dquivalent dazu, dass das Vektorfeld (aq, ..., a,)
die Integrabilitdtsbedingung erfiillt:
Oda;  Oay )
—=— g4 k=1,...,
aﬂik 8£Uj J "

(d) Ist n =3, so sind die Zweiformen die (n — 1)-Formen. Nach (b) kénnen wir sie schreiben
bida® A da® — byda' A da® + bgda' A da®.
Fiir die Ableitung einer 1-Form w wie in (c¢) ist dann

o 8(13 8(12 8@3 80,1 aag E)al _
(b1,ba,b3) = <8x2 925’ Oy + 925" 01 8x2> = rota.
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Die dufere Ableitung einer 1-Form w = Y a;jdaz’ entspricht also der Rotation des Vektor-
felds (aq,...,a,), mit der wir sie identifizieren.

(e) Aus d? = 0 folgen die Identititen divrot F = 0 und rot gradf = 0 fiir ein Vektorfeld F
bzw. eine Funktion f.

26.19. Transport unter Abbildungen. Es seien M und N Mannigfaltigkeiten und y : M —
N eine differenzierbare Abbildung (d.h. in allen Karten ist x differenzierbar).

Ist v:] —¢,e[ = M eine Kurve in M, so erhalten wir mit x oy : ] —¢,e[ = N eine Kurve in N.
Indem wir die Ableitungen in 0 betrachten, erhalten wir eine Abbildung

Xt TyoyM = Tyor)N,  v:=9(0) = (x 09)'(0) = x«(v).

Ubergang zur dualen Abbildung und Erweiterung auf k& Vektoren sowie Variation von p liefert:

X° 0 TioyoyN = Ty M; (x*0)(v) = o(x«v) fiir 0 € T"x 0 y(0)"N,v € T %9y M bzw.

X Q) = QR (o)) (w1 o) = (0 (X(P) (Xs 01, -5 XxR)-

Wie sieht das in Koordinaten aus? Es sei p in M und ¢ : T — M eine Parametrisierung mit
¢(ty) = p. Wir betrachten die Basiskurven v;(7) = ¢(tg + 7€;), j = 1,...,n. Ihre Ableitung ist
7;(0) = ng(to). Nun sei ¢ : S — N eine Parametrisierung nahe y(p) mit 1(sg) = x(p). Fiir die
Komposition ist

9 - ¥ x;(0)=s -
X (ﬁ > = (o) (0) = @ov  oxoy) ()" TETT ¢ (s0) (¥ x) (0)
J
Dfn _ Matr Mul 0 - 9
1) =" W)@ tto)eg =D 5 (W) (o) = D Awy
m m-te Zeile "
C oA N — AW xp)m : : . : “1yp iat g 0

wobei A = (4,;) = T(to) die Ableitungsmatrix von ¢~ "y ist; beachte, dass 57—
j m

. o n . .

fiir %(so) steht. Ist also v = ZFl bjaitj in T, M, so ist

0 o .
jm

Auf Einsformen ist x*(o)(v) = o(xxv), also

0 d '\ (1) 0
* 7.1 _ l \ " l § . _ .
(x*ds) (8tj> = ds <X*8tﬂ'> = ds ( Am; 88m> =4y
und somit

(2) X" (Z cldsl) = Z d;dt!  mit d = ATe.

26.20. Lemma. Es seien M, N Mannigfaltigkeiten, x : M — N differenzierbar, w,w;,ws
Differentialformen der Ordnung k und o eine Differentialform der Ordnung | auf N, \,u € R.
Dann gilt:

(a) X" (Awr + pews) = A" (wr) + px* (wa);

(b)  x*(wAo)=x"(w) Ax*(0);

(¢) Ist w einmal und x sogar zweimal stetig differenzierbar, so ist d(x*(w)) = x*(dw).
(d)  Ist weiterhin x : L — M differenzierbar, so ist (x o X)*(w) = x*(x*(w)).
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Beweis. (a), (d) sind trivial.

(b) folgt aus der Definition des Dachprodukts 26.11.

(¢) Zunéchst sei w = f eine Funktion (k = 0). Dann ist (mit lokalen Parametrisierungen ¢ : T —
M,4:5— N)

d(x*f)Zd(fox)QgE)ZMdtj ZZ asm - zfow) )dtj2619(2 ).
J

J

Nun betrachten wir den Fall w = ds™ und schreiben ¥ = 1)~ !xp. Dann ist nach 26.19(2)

8~m y m 'Warz
Xm g4 O Xim1uk gy S 0= x*(d(ds™)).

dx*ds™) =d ot ~ Dt Ot

Nun folgt die Behauptung aus (b).

26.21. Hilfssatz. Essei U C R" offen und V' C RxR" offen mit [0, 1] xU C V. Die Abbildungen
X0, X1 : U = V seien definiert durch

XO(t) = (07t)7 Xl(t) = (17t)7 tel.
Ist o eine geschlossene stetig differenzierbare k-Form auf V' mit & > 1, so gibt es eine stetig

differenzierbare (k — 1)-Form 7 auf U mit
X10 = Xoo = di.

Beweis. Wir bezeichnen die Koordinaten in R x R™ mit (s,¢1,...,t,) und schreiben dann
o= frat' + Y grdsndt’.
)=k | J|=k—1

Wir kénnen als Kartenabbildungen ¢, 1) = id wéhlen; die Transformationsmatrix A aus 26.19(2)
ist dann

0 ... 0

, , 1 ... 0
Xo(t) = x1(t) = .

0o ... 1

Es folgt (xp()T = (x4 ()T = (0,1,,) und X;(dti) = dt' und X (ds) = 0. Somit

Xio =Y fiLt)dt's  xio = f1(0,t)dt".
Auflerdem ist
afr 097
do =S 2L gs A dt! dtl/\dtl d Adth A dt
=S asnit+ 53 5 Sy

Da o geschlossen ist, folgt (wegen linearer Unabhéngigkeit)

8f’ dt! = ZZ ag" dt? Adt?
J j=1
Wir integrieren die Koefﬁzienten auf beiden Seiten von s = 0 bis s = 1: Es ist
1o
Ulistyds = fi(1,1)~ 10,
0 S

Lo 0 1
S nds = at/gﬂs 1) ds.
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und somit

1
oo = U0 - 0.0 =3 | (enas)ar

— ZZ/ <ag" )dt]/\dt’ Zzat </ ngt)d>dtjAdtJ.

J j=1 J j=1

1
= dn fir n= Z (/ gJ(s,t)ds> dt”.
0

| J|=k—1
<4

Wir erhalten nun eine Verallgemeinerung des Satzes, dass auf einem sternformigen Gebiet jedes
Vektorfeld, das die Integrabilitdtsbedingung erfiillt, ein Potential hat.

26.22. Satz. (Lemma von Poincaré) Ist U C R" sternformig, so ist jede auf U geschlossene
k-Form w, k > 1, exakt.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass U beziiglich des Nullpunkts sternférmig ist. Wir betrachten
dann die Abbildung x : R x R® — R", x(s,t) = st, und setzen V = x~(U). Nun definieren
wir xo und x; wie im Hilfssatz durch xo(t) = (0,t), x1(t) = (1,¢). Die k-Form ¢ = x*w auf
V ist geschlossen. Wir wenden den Hilfssatz an und erhalten eine (k — 1)-Form 1 auf U mit
X10 = Xxo0 = di).
Da x ox1 =idy und x o xg = 0, folgt

Xio = xiX'w = (xox1)'w =id"w =w; x00 = (x ° x0)*w = 0.
Es folgt, dass w = dn.
26.23. Bezug zu §15. Nach §15 langt einfacher Zusammenhang fiir die Exaktheit einer

geschlossenen Einsform. Dies ist fiir Formen vom Grad > 2 nicht mehr ausreichend, s. Beispiel
27.21.

26.24. div rot. Es sei a = (ai,as,a3) ein Vektorfeld in U C R3. Dann ist
8@3 8@2 8(11 80,3 aag E)al
rot(a)=(—-—,——7—,——— ).
8%2 8%3 8x3 8%1 E)xl axg
Man sieht: div rota = 0.
Betrachten wir nun die Einsform w = Y a;jdz?. Dann ist nach 26.18
8012 aal 1 2 8011 aa/3 1 3 8013 aaQ 2 3
dw=|———=—)dx ANd — ——— ) dx" Nd — —— | dx" Nd
w <8JZ1 61‘2> v T 82?3 61‘1 v T 82?2 82?3 v v
und dass div rota = 0 ist, ist dquivalent dazu, dass d%w = 0 ist.

Das Lemma von Poincaré besagt, dass fiir sternférmiges U jede geschlossene 2—Form exakt ist.
Ist also b = (b1, be, b3) ein differenzierbares Vektorfeld mit divb = 0, so gilt fiir die 2—Form

o = byda® A dz? — bodz' A da® + bsdzt A da?,

dass do = div bdz!' Adx? Adx® = 0 ist, d.h., o ist geschlossen. Ist U sternférmig, so ist o exakt,
also existiert eine Einsform w = Y a;dz/ mit dw = 0. Dies heift aber gerade dass rota = b ist.
Ein divergenzfreies Vektorfeld auf einer sternférmigen Menge im R? ist also stets die Rotation
eines anderen Vektorfelds.



