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25. DER SATZ VON (GAUSS

Tangentialraum und Normale. Im Folgenden sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des RN und a € M.

25.1. Tangentialvektoren. Ein Vektor v € RY heifit Tangentialvektor an M in a, falls es eine
stetig differenzierbare Kurve v : | —e,e[ — M gibt (¢ > 0 geeignet) mit der Eigenschaft, dass
7(0) = a und ~/(0) = v. Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren in a wird als der Tangential-
raum in a bezeichnet. Wir schreiben T, M.

25.2. Satz.

(a) T,M ist n-dimensionaler Unterraum des RY.

(b) Istp:T —V C M (T offen in R") eine lokale Karte in einer Umgebung von a, und ist
t € T mit ¢(t) = a, so bilden die Vektoren

I dp

—(t),...,=—(t

TN <20
eine Basis von T, M.

(c) Ist U eine offene Umgebung von a in RN und sind fi,..., fn_n : U — R stetig differen-
zierbare Funktionen mit

(9fi(a)>
Ox; i=1,...N—n;j=1,..n

MﬂU:{xEU:fl(m):...:fN_n(x):O}undrang( =N —n,

so gilt
T.M = {v e RV ;v Lgradfy(a),j = 1,...,N —n}.

Beweis. Es sei T der Vektorraum aus (b) und 75 der aus (c). Wir zeigen, dass Ty C T,M C T5.
Wegen dim 77 = dim T, = n folgt dann Gleichheit.

“Ty CT,M”: Es sei v = Alg—;‘i(z) + ...+ )\nngL(ﬁ) eine Linearkombination der Vektoren 9y, ¢(t).

Definiere 7y : | — ,e[ — M durch
Y(T) =ty + T,y + AaT).
Dann ist v(7) € M fiir hinreichend kleine €, und v(0) = ¢(t) = a. Ferner ist fiir A = (A1, ..., \,)
7'(0) = BA = .

“TyM C T5”: Nun sei v € T,M und ~v : | —e,e[ — M stetig differenzierbar mit v(0) = a und
7' (0) =wv. Da 7 in M verlduft, gilt f;(v(7)) = 0. Differenzieren liefert
Y

0= fj(7(0))7'(0) = fj(a)v = (gradf;(a),v),
somit v € T5. <
25.3. Normalenvektoren. Ein Vektor w € RY heifit Normalenvektor an M in a, falls
w L T,M.

Aus 25.2 sehen wir sofort: Die Normalenvektoren bilden einen (/N —n)-dimensionalen Unterraum
des RV, der mit N,M bezeichnet wird und der von den Vektoren

grad fi(a), .., grad fy—n(a)

aufgespannt wird.
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Kompakta mit glattem Rand in R".

25.4. Definition. Es sei A C R™ kompakt. Wir sagen, A habe glatten Rand, falls es zu jedem
Randpunkt a von A eine offene Umgebung U und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R
mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) AnNnU={xeU:¢(zx) <0}
(i) grady(z) #0 fiir alle z € U.

25.5. Satz. Mit den Bezeichnungen von 25.4 ist
0ANU ={x €U :¢(z) = 0}.
Man nennt v daher eine randdefinierende Funktion.

Insbesondere folgt, dass A eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ ist.

Beweis. “C” Ist x € U mit 1(z) < 0, so ist auch 1(y) < 0 fiir alle y in einer Umgebung von z.
Wegen (i) liegt diese Umgebung in A, somit ist = kein Randpunkt.

“D7 Ist x € U mit ¢(z) =0, und ist v = grad ¢)(z) # 0, so betrachte
T (e + 7o) = P(@) + (grady(x), 7o) + o||Tvl)) = 0+ 7[vf* + o(|lv])).

Diese Funktion wechselt in 0 das Vorzeichen. Damit enthélt jede Umgebung von x Punkte y mit
Y (y) > 0; diese liegen nicht in A. Daher ist x Randpunkt. <

25.6. Satz. Essei A C R" ein Kompaktum mit glattem Rand und a € 0A. Dann existiert ein
eindeutig bestimmter Vektor v € R™ mit folgenden Eigenschaften:

(i) vl T,0A

(i) vl =1.

(ili) Fe>0a+Tv¢g Afiir0<r<e.

Man nennt v = v(a) den dufseren Normalenvektor an M in a.

Beweis. Existenz: Ist ¢ eine randdefinierende Funktion nahe a, so hat

@) — E2dU(@)
lerad (a)]

die gewiinschten Eigenschaften (vgl. Beweis 25.5).

Eindeutigkeit. Es ist dim N, (0A) = n — dim9dA = 1. Also ist v = Agrad(a) fiir ein A # 0.
Wegen (ii) ist A = +||grad ¢ (a)||~!. Aus (iii) folgt, dass A > 0. <

25.7. Folgerung. Die dukeren Normalenvektoren an eine kompakte Menge A mit glattem Rand
bilden ein stetiges Vektorfeld v : 0A — R™ \ {0}.

25.8. Beispiel. Essei A = {z € R": [[z|| < r} die Vollkugel vom Radius 7. Als randdefinierende
Funktion kann man 9 (z) = ||z||? — r? withlen. Hier ist 94 = {z : ||z|| = r}; der Normalenvektor
an a € 0A ist v(a) = <.

25.9. Graphdarstellung. Ist A kompakt mit glattem Rand und a € 0A, so kann A nahe a
als Menge unterhalb des Graphen einer Funktion von n — 1 Variablen (0BdA der ersten n — 1)
dargestellt werden:

Es sei ¢ : U — R eine randdefinierende Funktion auf einer Umgebung U von a. Dann ist
grad ¢(x) # 0 auf U. OBdA sei 0,,1(x) > 0. Nach dem Satz von der impliziten Funktion finden
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wir U’ € R"! offen und I = Ja, B[ mit U’ x I C U sowie eine stetig differenzierbare Funktion
g:U" — 1, so dass fir (2/,2,) € U x I gilt:

(' x,) =0z, = g(2)).
Dann ist
ANU x I) ={(2',x,) e U x I : (2, x,) <0} ={(2',2,) €U x [ : 2, < g(z')}.

Mit ¢(z) = 2, — g(2’) haben wir dann eine weitere randdefinierende Funktion. Das zugehérige
aufsere Normalenfeld ist also

B gradz/;(x) ~ (—gradg,1)

lgrad ¥ (z)]| /1 + [lgradg|?

25.10. Definition. Es sei f:R"™ — C™ eine Funktion. Der Tréger von f ist die Menge
supp f = {x : f(z) #0} (Abschluss in R").

25.11. Lemma. Ist U C R" offen und hat die stetig differenzierbare Funktion g kompakten
Tréger in U, so ist

/U@xjg(x)dx:O, j=1,...,n.

Beweis. OBdA j = n. Wir setzen durch Null fort und fassen g als stetig differenzierbare Funktion
auf R™ auf. Dann ist

/ O, g(z)dr = Op, g(x)dx = / / Op, g(z) dxy, da’ = / 0dx’ = 0.
U R™ Rr—1 J—0c0o Rn—1

25.12. Lemma. (Spezialfall des Satzes von GauR) Es sei U’ C R""! offen, I = ], 3] ein
Intervall und g : U’ — I stetig differenzierbar. Wir setzen

A = {2, €U x1I:2, <g(a)}
M = {(@,2,) €U xI:z,=g(z)}

Dann gilt fiir jede stetig differenzierbare Funktion f : U’ x I — R mit kompaktem Trager in
U xTundallej=1,....,n

[ o s@ae= [ rwuwaso.
A M
wobei v; die j-te Komponente des Normalenvektors v ist.

Beweis. Wir unterscheiden zwei Falle.

Fall1: 1 < j < n —1. Wir beobachten zunachst, dass nach der Kettenregel

g9(z’) g9(x’)
1) 0, [ 1@dn= [ 0, f@)dn, + ' g(5) Or,9(a)
Dann folgt, da nach 25.9 und 24.27
O, g(2
vj(z) = 9@) und  dS(x) = /1 + |jgrad g(z')|2.

V1+ |lgrad g(2/)[?
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. g(x")
/ Op, f(z)dz T / ( O, f(:c)dxn> da’
A 4 a

/

g(z")
v o

2511 T)vi(x x).
20t [ f@w@ast)

Fall 2: j = n. Hier ist v,(z) = /1 + [lgrad g(m’)||2_1 und dS(z) = /1 + |lgrad g(z')[|2dz’, somit

—
~—

f(z) d:cn> dz’ — /, f(@, g(x")) 0z, 9(a") da’

A%J@Mz/,ﬂ%%w%ﬂfw '~ [ f(@)vala) dS(a).

0
25.13. C*°-Zerlegung der Eins. Essei K kompakt und {U; : j =1,..., N} eine Uberdeckung

durch offene Mengen. Wir setzen
U; = {z € U; : dist(z,0U;) > ¢}.
Da z + dist (x, 0Uj) stetig und jedes 2 in mindestens einem U; enthalten ist, nimmt die Funktion
x — min{dist (x, 9U;) : U; enthélt =}
auf K ein positives Minimum 2¢ > 0 an. Damit bilden die Mengen {UJ6 :j=1,...,N} ebenfalls
eine offene Uberdeckung von K.

Es sei {a1,...,an} eine {Us} untergeordnete Zerlegung der Eins nach 24.20. Wir wéhlen nun
eine C*°-Funktion ¢ : R — R, die ihren Tréger in B(0,¢) hat und [t¢dx = 1 erfiillt und setzen
&; =1 * aj. Dann ist &; € C*°(R") und supp &; € Uj. Setzen wir nun

Bj=a;/ Y a

so erhalten wir eine der Uberdeckung {U ; } untergeordnete Zerlegung der Eins aus C*°-Fuktionen.
Unter Kartenwechseln bleiben die Einschrinkungen 394 noch a-mal differenzierbar auf 9A.

25.14. Gaufsscher Integralsatz. A C R" sei kompakt mit glattem Rand und v : 94 — R" die
dufere Normale. Ferner sei U D A offen und F' : U — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld.
Dann ist

(1) /A divF(z) dz = / (F(x), v(z)) dS(z).

0A

Erweiterung. Man nennt a € JA regulér, wenn es eine Umgebung U von a gibt, so dass 0ANU
eine glatte (n —1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ist, sonst singulér. Der Satz von Gauf gilt auch
noch, wenn die Menge der singuliren Randpunkte den (n — 1)-dimensionalen Minkowski-Inhalt
Null hat, die Funktion F auf A stetig ist und div F' auf dem Inneren von A stetig ist. !

Beweis. Wir iiberdecken A mit endlich vielen offenen Mengen U; so, dass entweder

(a) U; CA\0A (U; schneidet den Rand nicht) oder

b) nach evtl. Umnummerierung der Koordinaten ist U; = U’ x I mit U’ offen in R”~! und
J
I =]a, B und
UinA={(,2,) €U xI:z, <g(a).}

L5, H. Kénig. Ein einfacher Beweis des Integralsatzes von GauR. Jahresbericht der DMV, 66:119 - 138 (1964))
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Mit Hilfe einer untergeordneten Zerlegung der Eins kénnen wir annehmen, dass F' seinen Tréger
in einer dieser Mengen hat. Im Fall (i) gilt (1), weil nach Lemma 25.11 die linke Seite Null ist
und die rechte ohnehin Null ist (F' = 0 auf 0A).

Im Fall (ii) folgt die Aussage durch Summation iiber j = 1,...,n aus Lemma 25.12. <

25.15. Beispiel. Wir betrachten auf R” das Vektorfeld F(z) = z mit divF(z) =Y 1 =n
fiir alle z. Fiir jede kompakte Menge A mit glattem Rand ist dann nach Gaufs

! i _ ! T,V x
VolA:—/AdlvF(x)dx— /8A< ,v)dS(z).

n n

25.16. Greensche Formel in der Ebene. Es sei ¢ : [a,b] — R? eine stetig differenzierbare,
iiberschneidungsfreie geschlossene Kurve, die den Rand der kompakten Menge G C R? im po-
sitiven Sinn durchlduft, d.h. es sei 9G = ¢([a,b]), ¢'(t) # 0 fur alle t und fir z = (t) sei die

dufsere Normale . )
I/(.%') _ (902(15)7/_901 (t)) )
I (@]
Das Oberflichenmafs auf ¢ ist dS(t) = ||¢'(¢)|| dt. Also folgt nach 25.15

b
wlG =3 [ (@)dsia) =5 [ ede) - e i

Dies ist aber gerade ein Kurvenintegral. Mit der tiblichen Schreibweise (z,y) fiir die Variablen
in R? und fiir Kurvenintegrale (fv<f, dz) =3 f; fi(v(t)) 7;(t) dt) erhalten wir also

1
VOIG:—/xdy—yd:c.
2 Jy

Bemerkung. Es langt hier, dass ¢ stiickweise stetig differenzierbar ist.

25.17. Archimedisches Prinzip. Ein fester Korper A sei eingetaucht in eine Fliissigkeit der
konstanten Dichte ¢ > 0, deren Oberfliche mit der Ebene z3 = 0 in R? zusammenfalle. Die
Physik sagt uns, dass im Punkt = € 0A die Fliissigkeit einen Druck der Stérke cxsv(x) ausiibt,
wobei v die dufere Normale ist (man beachte, dass x5 negativ ist und der Druck nach innen
gerichtet ist). Die Gesamtauftriebskraft ist

F = /8A cxsv(x)dS(x);

fiir jede Komponente F; von F gilt also

F; = cxgvj(x) dS(z).
0A
Dies ist ein Integral der Form ¢ [, ,(f;,v) dS, wobei
T3 0 0
file) =1 0], fa(x) = {23 |, fs(x)=| 0O
0 0 T3
Folglich ist nach Gaufs
3}
F; = c/ (fj(x),v(x))dS(z) =c / divf;(z) de = 973 g
0A A A Oz

Damit ist F} = Fy = 0, wihrend

F5 = c/ 1dx = cvol(A)
A
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ist. Der Korper erfdhrt also eine nach oben gerichtete Auftriebskraft, die gleich dem Gewicht der
verdrangten Fliissigkeit ist.



