55
24. INTEGRATION AUF UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

Mannigfaltigkeiten. Es seien n, N € Ng, n < N, a € NU {o0}.

24.1. Definition. FEine n-dimensionale C“-Mannigfaltigkeit ist ein metrischer Raum M (es
langt: ein Hausdorff-Raum, der dem zweiten Abzihlbarkeitsaxiom geniigt) mit einer Uberdeckung
{V; : j € J} durch offene Mengen und Homéomorphismen ¢; : T; — V; von offenen Teilmengen
T; des R™ auf die V; mit der Eigenschaft, dass

e 0 (V) = o 1 (V)
eine bijektive C*-Abbildung ist, falls V' = V; NV}, nichtleer ist.

Wichtig ist insbesondere der Fall kompakter Mannigfaltigkeiten. Hier gibt es stets eine endliche
Uberdeckung.

Héufig betrachtet man statt der obigen Abbildungen ¢;;T; — V; die entsprechenden Umkehr-
abbildungen x; : V; — Tj. Das macht keine Unterschied. Hier ist diese Richtung gewahlt, weil
Polar- und Zylinderkoordinaten so wirken. Die Homoéomorphismus ¢; : T — V; nennt man
Parameterdarstellungen, die Umkehrabbildungen lokale Karten. .

24.2. Bemerkung. Mit dieser Definition ist eine Mannigfaltigkeit ein abstraktes Objekt. Das
deckt sich durchaus mit unserer Erfahrung: Unsere Welt ist eine vier- oder hoher-dimensionale
Raumzeitmannigfaltigkeit, und wir wissen nicht was 'um sie herum’ ist.

Fiir viele Zwecke ist es jedoch praktisch, davon auszugehen, dass die Mannigfaltigkeit in einem
Raum R fiir hinreichend grofes N enthalten ist. Es ist auch fiir viele konkrete Aufgabenstellun-
gen niitzlich, wenn man z.B. die Oberfliche eines Korpers im R? so, wie sie gegeben ist, berechnen
mochte. Tatséchlich ist dies keine starke Annahme: Man kann zeigen, dass jede n-dimensionale
Mannigfaltigkeit in R?" eingebettet werden kann.

Unter Zuhilfenahme der Struktur von RY kann man diese sog. Untermannigfaltigkeiten auf meh-
rere aquivalente Weisen beschreiben, die wir in 24.3, 24.5, 24.8, und 24.15 kennen lernen werden.

Untermannigfaltigkeiten im RV.

24.3. Definition: Untermannigfaltigkeiten als lokale Nullstellengebilde. Man nennt
eine Teilmenge M des RY eine C*—Untermannigfaltigkeit der Dimension n, falls es zu jedem
Punkt a € M eine offene Umgebung U C RY und eine a-mal stetig differenzierbare Funktion
f=(fi,..., fx—n) : U = RN=" gibt mit folgenden Eigenschaften:

i) MnU={zxzeU: f(z)=0} (dh. fi(zx)=...= fy_n(x)=0) und

(ii) Fiir jedes x € U hat die Ableitung f'(x) € Mat(y_,)xn(R) den (maximalen) Rang N —n.
Sprechweise: Wenn der Schnitt von M mit einer hinreichend kleinen offenen Menge eine Eigen-
schaft hat, so sagen wir, M habe lokal diese FEigenschaft. In diesem Sinn kénnen wir formulieren:

Lokal ist M das gemeinsame Nullstellengebilde der N — n C*—Funktionen fi,... fy—n,, deren
Gradientenvektoren in allen Punkten linear unabhéngig sind.

Das C“ ldsst man oft weg. Dann ist nicht klar, was gemeint ist. Meist C'*°. Hier soll es mindestens
C' heifen.

Untermannigfaltigkeiten der Dimension N — 1 nennt man Hyperflichen in RY. Sie sind lokal die
Nullstellenmenge einer reellwertigen C'*—Funktion mit nichtverschwindendem Gradienten.

24.4. Beispiel.
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(a) Die Sphire SV! = {2 € RV : |lz|| = 1} ist eine C>®-Hyperfliche in RY, denn sie ist
die Nullstellenmenge der C*°—Funktion f : RV — R, f(z) = ||z||> — 1, deren Gradient
grad f(z) = 22 auf U = R \ {0} nirgends Null ist.

(b)  Analog behandelt man das (N — 1)—dimensionale Ellipsoid

2 2
E:{xeR”:x—;Jr...er—QN:l}
ajy aN
mit Halbachsen ay,...,ay > 0.
(¢) Das Paraboloid
{z e R3: 2% + 23 = 23}
ist C°°—Hyperfliche in R?: Wihle f(z) = 2} + 23 — 23.

24.5. Satz. (Lokale Darstellung von Mannigfaltigkeiten als Graph) Fine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M des RYN ist lokal der Graph einer RN~"-wertigen Funktion auf R":

Es sei a = (a1,...,an) € M. Dann gibt es nach geeigneter Umnummerierung der Koordinaten
offene Umgebungen U’ C R™ von o’ = (a1,...,a,) und U" C RN~ von a” = (any1,...,an)
und eine a-mal stetig differenzierbare Funktion g : U' — U" mit der Eigenschaft, dass

MU xU")={(",2") e U xU" : 2" = g(a')},
wobei ¥’ = (x1,...,2,) und 2" = (zpa1,...,TN).

Ist umgekehrt M lokal so als Graph darstellbar, so ist M eine n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit der Klasse C“in RY.

Beweis. Nach Definition 24.3 gibt es eine offene Umgebung U von a in RY und eine a-mal stetig
differenzierbare Funktion f : U — RN=" mit Rang (f'(a)) = N —n, so dass M NU = {z € U :
f(xz) = 0}. Dann kénnen wir N — n Koordinaten so auswéhlen, dass die zugehorigen Spalten in
der Matrix von f’(a) linear unabhéngig sind. O.B.d.A. seien dies die Koordinaten mit Indizes
n+1,..., N (ansonsten nummerieren wir um). Nun finden wir nach dem Satz von der impliziten
Funktion Umgebungen U’ von @’ in R™ und U” von a” in RV~ und eine (zunéichst nur einmal)
stetig differenzierbare Funktion g : U’ — U” mit der Eigenschaft, dass

MAU xU" ={@,2") e U xU": 2" = g(z)}.

Der Satz iiber die implizite Funktion sagt auch, dass

of \-1of
g,(fvl) == (8:6”) 1!
ist, so dass aus der a-fachen Differenzierbarkeit von f die von g folgt. <

24.6. Beispiel. Wie sieht das bei der Sphire aus? Hier war f(x) = ||z|> — 1. Es sei a € S¥71.
Dann ist grad f(a) = 2a # 0. Ist also beispielsweise ay # 0, so konnen wir als U’ die Menge
{z/ € RN=1 . ||2/|| < 1} wihlen, als U” die Menge R~ und als Abbildung g : U’ — U” die

Abbildung g(x) = \/1 — a2 —...2%_|. Dann ist

S”_IH(U'XU”):{x:xN:\/l—x%—...x?\,_l}:{:c::cN:g(xl,...,xN,l)}.

Ist ay = 0, so ist a,, # 0 fiir ein m # N. Indem wir die m-te und die N-te Koordinate
vertauschen, erhalten wir dieselbe Situation.

24.7. Definition. Wir nennen eine Abbildung F' zwischen zwei offenen Mengen im R” einen
C*-Diffeomorphismus, falls I invertierbar ist und sowohl F als auch F~! beide a—mal stetig
differenzierbar sind.
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24.8. Satz. (Lokale Darstellung als diffeomorphes Bild von R” in RY) Eine Teilmenge
M von RY ist genau dann eine n-dimensionale C®-Untermannigfaltigkeit, wenn folgendes gilt:
Zu jedem a € M existiert eine Umgebung U in RN und ein C®-Diffeomorphismus F : U — V
auf eine offene Menge V in RN mit der Eigenschaft, dass

(1) FMnU)=Vn{zeR" 2,41 =...2n5 =0}
Beweis. “=" Wir wissen aus Satz 24.4, dass es zu a = (d/,ad”) € M Umgebungen U’ C R™ von
a’ und U” C RN~ von a” sowie eine C®-Funktion ¢ mit

MNU xU")y={(,2")e U xU": 2" = g(2")}.
Wir definieren dann F : U’ x U” — RY durch

F(a!,a") = (a',2" — g(a")).

Dann ist F(a’,a”) = (a’,0) und
(2) F'(d',ad") = ( ,I p O> ist invertierbar.
—g'(d) I

Daher gibt es nach dem Satz von der inversen Funktion Umgebungen U von a und V' von (d’,0)
in R™, so dass F': U — V ein Diffeomorphismus ist. Wegen (2) ist F' sogar eine C*—Abbildung.
(1) ergibt sich nach Konstruktion.
“<" Ist F': U — V ein C*—Diffeomorphismus, mit F(M NU) =V N{zp41,...,2n} = 0}, so
ist natiirlich

MNU={ze€U: Fyi(zr)=...=Fy(x) =0}.

Auf Grund der Invertierbarkeit von F”’ sind die Spalten von F’ linear unabhingig, also ist

<8Fj>
rang | —=
0T ) i1, N, 1=1,.n

Damit ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R, <

=N —n.

24.9. Die Relativ-Topologie. Jede Untermannigfaltigkeit M des RY wird ein metrischer
Raum, indem man als Metrik die Einschrénkung der euklidischen Metrik auf M x M nimmt.
Man erhélt so den Begriff einer offenen Menge in M. Im Allgemeinen ist jedoch eine offene
Teilmenge von M keine offene Menge in RY. Man spricht von Offenheit/Abgeschlossenheit in
der Relativ-Topologie, wenn man dies betonen mochte.

24.10. Lemma. Aquivalent ist:

(i) 'V C M ist offen (in der Relativ-Topologie)

(ii)  Es gibt eine offene Teilmenge U des RN mit UNM = V.

Beweis. (i) = (i) ist trivial. (i) = (ii) Ist V' C M offen, so existiert zu a € V ein ¢, > 0 mit der
Eigenschaft, dass B(a,e,) N M C V. Setze U = |J, ey B(a,eq). <
24.11. Lemma. Es sei K C M. Dann ist K kompakt in M < K kompakt in RY.

“=7 Ist {U;} eine Uberdeckung durch offene Teilmengen des RY, so sind die Schnitte U; N M

offen in der Relativtopologie. Also konnen wir endlich viele Uj;, N M davon auswéhlen, die K
tiberdecken. Dann gilt auch K C |JUj,.

“<" Ist Vj eine Uberdeckung durch in M offene Mengen und sind U; offene Mengen in RY mit
U;NM =Vj, soist {U;} eine Uberdeckung durch offene Teilmengen des R, aus der wir wegen
der Kompaktheit eine endliche Teiliiberdeckung wahlen kénnen. <
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24.12. Immersionen. FEs sei T' C R” offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung

©=(01,...,¢p): T = RN
heift (C*)-Immersion, falls ¢ € C* und Rang¢'(t) = n fiir alle t € T
Weil ¢’ eine Matrix mit N Zeilen ist, ist dann N > n, falls T' # ().
24.13. Satz. Essei T C R" offen und ¢ : T — RY eine C®—Immersion. Dann existiert zu jedem
t € T eine offene Umgebung V' so, dass ¢(V') eine n-dimensionale C'“-Untermannigfaltigkeit von
RY ist und
¢:V = (V) ein Homéomorphismus.

Beweis. Da ¢’ den Rang n hat, konnen wir die Koordinaten so umnumerieren, dass

det <%> #0.
otr ) j1=1..m

Nach dem Satz von der inversen Funktion existiert dann eine offene Umgebung V' C 7" von ¢t und
eine offene Umgebung U C R" so, dass

(P11, ypn): V= U
ein C“—Diffeomorphismus ist. Wir definieren dann
d=(Py,...,0yn): VRV 5 U xRN
durch

_ @j(tla"'atTL)v ]S?’L

it tv) = { @ity s ty) +tj, n+1<j<N
Behauptung: Dies ist ein C'*-Diffeomorphismus.
Dazu: (i) Injektivitdt: Es sei ®;(t1,...,tn) = ®;(s1,...,sn). Dann folgt aus der Injektivitét von
(@1, .., pn) sofort, dass t1 = s1,...,t, = s, und dann, dass t; = s; fiir j > n.
(ii) Surjektivitit: Es sei (u,s) € U x RN=". Wihle (vy,...v,) € V mit (¢1,...,0n)(v1,...0,) =
w. Dann setze fiir j > n: v; = s; — p(v1,...v,). Dann ist ®(v) = (u, s).
(iii) Differenzierbarkeit ist klar.

Nach Konstruktion ist ¢(V) = ®(V x {0}). Wenn wir daher die Umkehrabbildung F' = &1 :
U x RN=" 5V x RV~ betrachten, so ist diese ebenfalls C* und

Fle(V)NUxRY™) =V x {0} ={z € UxRYN"": F,y(z) = ... = Fy(z) = 0}.
Daher ist ¢(V) eine C*-Untermannigfaltigkeit des R nach Satz 24.8. <
24.14. Beispiel. T =R x ]0,7[ und ¢ : T — R3 gegeben durch

sin 0 cos
o1, 0) = | sin@siny |, s 225.
cos 0

Dann ist
—sinfsiny cos# cosy
¢'(1,0) = | sinfcosyy cosfsiny |,
0 sin ¢
hat also stets den Rang 2. Daher ist ¢ eine Immersion. Thr Bild ist S? \ {(0,0,41)}, die 2-
Sphére ohne Nord- und Siidpol. Natiirlich ist ¢ kein Diffeomorphisms, da p(¢+27,0) = p(1,0).

Indem man ¢ z.B. auf Ty = |0,2n[ x |0, 7| einschrénkt, erhélt man einen Homdomorphismus
¢ : Ty — ¢(Tp) von Ty auf S? ohne den Null-Meridian.
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24.15. Satz. (Parameterdarstellung einer Untermannigfaltigkeit) Eine Teilmenge M
von RV ist genau dann eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, falls zu jedem a € M eine
offene Umgebung V' C M, eine offene Menge T' C R™ und eine C“-Immersion

¢: T —RY
gibt, so dass ¢ : T — V' ein HomGomorphismus ist.
Beweis. “<" Existieren ¢, T,V , so ist nach Satz 24.13 die Menge V = ¢(T') eine n-dimensionale

C“-Mannigfaltigkeit. Wegen der Lokalitdt der Definition ist dann M eine n-dimensionale C'*-
Untermannigfaltigkeit.

“=" Wir schreiben nach Satz 24.5 M in der Umgebung eines Punktes a als Graph:
MU xU")={(,2") e U xU":2" = g(2")}.

Setzt man V = M N (U' xU"), T =U',und ¢ : T — RN ¢(t) = (t,9(t)), so sind die Anforde-
rungen erfiillt. <

24.16. Satz. Essei M eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit zwei C'“-Parametrisierungen

1 T1 =V C M,

w2 1 Ty = Vo C M,
fiir die V.= V; NV, # ) ist. Dann sind W; = cpjfl(V) offen in R" (j = 1,2), und ¢ = ¢5 'y :
W1 — Wy ist ein C“-Diffeomorphismus.
Beweis. Da ¢1 und @9 Homéomorphismen sind, sind W; und Ws als Urbilder der offenen Menge
V offen. Nach Konstruktion ist ¢ bijektiv.

Zeige noch, dass 1) eine C®-Funktion ist. Dazu: Wir finden nach Satz 24.8 zu a € M eine in RV
offene Umgebung U sowie eine offene Teilmenge U’ C RN und einen C*—Diffeomorphismus

F:U—=U mit FIMNU)={ze€U :zp41=...=zy =0}
O.B.d.A.sei MNU C V. Setze
Wj=p, ' (MnU)CW;, j=1.2.
Dann ist o @;(W;)) C{z € U’ : xp41 = ... = 2y = 0}. Wir schreiben daher

Foypr = (91-.-9n,0,...,0);
Foyy = (hy...hy,0,...,0).

Da ¢, den Rang n hat und F” invertierbar ist, ist
agi oh;
Rang <ﬁ> =n = Rang < > .
0t/ ij=1,.m 0t/ ij=1 e

g = (g1 gn): W] =Un{zpy1=...=2y =0} und
h = (hy...hy) : Wy = U N{zps1=...=2n5 =0}

Damit sind

beide C*-Diffeomorphismen auf die offene Teilmenge des R™, dargestellt durch U’ N {z,+1 =
...=xn = 0}. Da auf W] gilt

wzgpglogpl = (FOSOQ)ilo(Fng1> :h*1097
folgt die Behauptung. <
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Malfstensor und Integration.

24.17. Der Mafitensor auf M. Es sei ¢ : T — V eine Karte fiir M. Wir definieren den
Mafstensor g = (g;;) durch

g(t) = &' (1) &' (1).

=N~y Oy _ [ Op Op

Die Determinante v = det g heifst Gramsche Determinante. Mehr dazu spater in 24.24.

In Komponenten:

24.18. Bemerkung. Wie verhdlt sich der Maktensor bei Koordinatenwechsel, d.h. wenn wir
statt ¢ eine andere Kartenabbildung ¢ : T — V (oBdA gleiches V') wéihlen? Nach Satz 24.16
ist @ = @ o fiir eine C*—Funktion . Dann gilt fiir den zugehorigen Mafstensor ¢ und dessen
Determinante 7:

g(s) = F)TF ()= (F W)W () (¢ (W(5)¢ (s)) und
A(s) = (W(s)) - (detd!(s))”

24.19. Lemma. Die Gramsche Determinante ist stets positiv.

Beweis. Fiir jedes t ist g(t) = ¢'(t)T¢/(t) ist eine quadratische Matrix. Ferner ist ker g(t) =
ker ¢'(t) = {0}, da ¢ eine Immersion ist. (Hier verwenden wir, dass stets ker A*A = ker A gilt).
Damit ist g(t) injektiv, also auch surjektiv. Somit ist die Determinante # 0. Sie ist sogar positiv,

weil o7’ wegen (o7 o'v,v) = (¢'v, ¢'v) > 0 keine negativen Eigenwerte hat. <

24.20. Zerlegung der Eins. Es sei M eine Mannigfaltigkeit mit einer endlichen Uberdeckung

{Uj : j =1,...,q}} durch offene Mengen (gibt es z.B., falls M kompakt ist) und Kartenab-

bildungen ¢; : T; — U;. Dann gibt es Funktionen o : M — R, 5 = 1,...,¢ mit folgenden

Figenschaften:

(i)  0< o <1 fiir jedes j;

(ii) «aj(x) =0, falls z ¢ Uj;

(i) Y4, a;=1.

(iv) Die Funktionen a; o ¢; : R — R sind messbar (dabei denken wir uns diese Funktion
auferhalb von Tj durch Null fortgesetzt).

(Man kann sogar C'*°-Funktionen bekommen.)

Bewers. Wir setzen a; = . Das geht, weil mindestens eine der Funktionen im Nenner = 1

Zk XUk

ist. <

24.21. Integration auf Mannigfaltigkeiten. Mit den obigen Bezeichnungen nennen wir eine
Funktion f : M — C auf der k—dimensionalen Mannigfaltigkeit M messbar, falls sie in allen
Karten messbar ist, d.h., falls fiir j = 1,..., N die Funktionen f o ¢; : T} — C messbar sind.

Wir setzen
| reysta Z / a5 F) s/ (bt

Dabei ist 7; die Gramsche Determinante fur @;. Wir nennen S das Oberflichenmaf fiir M. Wir
kénnen dann auch schreiben

/f )dS(z Z/ e ds(z).



61

Es ist noch zu zeigen, dass diese Definition unabhéngig ist

(i)  von der Wahl der Kartenabbildungen;
(ii)  von der Wahl der Zerlegung der Eins (bei Einhaltung der Eigenschaften (i)-(iv) aus 24.20).

u (i): Wir betrachten oBdA den Fall einer Karte mit der Notation aus 24.17. Hier ist fiir eine
Funktion g : V' — C nach 24.17 und dem Transformationssatz

/ DIV5 @) dt = / (0 B(t)V/A(0 deVﬁ:Ammmﬁ@m

Zu (ii) Nehmen wir an, wir haben eine weitere Zerlegung der Eins 1 = Y7 | 3, beziiglich anderer
Karten o : T} = Vi, Il=1,...,p

Dann ist
P

;Aﬂmwmm@wwzﬁﬂmm@ww

;Aﬂmwmm@wszfmm@ww,

da im ersten Fall alle Funktionen auf M \ V; und im zweiten Fall alle Funktionen auf M \ v,
verschwinden. Summation iiber j bzw. [ ergibt:

j21 /M aj(z) f(z) dS(x) = Z > /M a;(2)Bi(x) f(x) dS(x) = 121 /M Bi(z) f(x)dS(z).

und

24.22. n-dimensionale Volumina. Wir nennen eine Teilmenge E von der n-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M messbar, falls ihre charakteristische Funktion in obigem Sinn messbar ist.
Wir nennen dann

vol, () = / \e(@) dS(x)
M
das n—dimensionale Volumen von F.

24.23. Beispiel. Es sei T C R ein offenes Intervall und ¢ : T — RY eine stetig differenzier-
bare Kurve mit ¢'(t) # 0 fiir alle ¢. Ist ¢ zusétzlich ein Homéomorphismus (also insbesondere
iiberschneidungsfrei), so ist (7T) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit des RY mit der
globalen Karte ¢ : T'— ¢(7"). Die Gramsche Determinante ist

() = ¢ O (1) = lle' @O,

und somit

voli(p(T)) = / 1dS(x) / VA(t) dt = / |/ (t)|| dt = Kurvenlinge von ¢ : T — RV,
@(T)

24.24. Interpretation des Mafitensors. Fiir jedes tgp € T (Koordinatenumgebung) definiert
die positiv definite Matrix g(¢g) ein Skalarprodukt auf R™, genauer auf den Tangentialvektoren in
to, durch (v, w) g0y = (v, g(to)w) = (&' (to)v, ¢’ (to)w). Es erlaubt uns, in den Koordinatenumge-
bungen die Léngen und Winkel zu messen, die die Bildvektoren unter ¢ auf der Mannigfaltigkeit
bilden. Das sehen wir so:
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Es seien 71,72 : | = 1,1 — T zwei Kurven mit 71(0) = 72(0) = tp und Tangentialvektoren
71(0) = v, ¥5(0) = w. Fiir die Bildkurven I'j = po~y; : | = 1,1[ — M ergibt sich:

(I'1(0), T5(0)) = (¢'(71(0))71(0), ¢’ (72(0))72(0))

~————

Skp der Bild-TV, unabh.von ¢

= (¢ (to)v, ¢ (to)w) = (g(to)v,w) =: (v, W) (1) = Zgij(to)viwj-
g-Skalarprodukt der TV 7

Insbesondere verwenden wir zur Bestimmung der Lénge der Bildkurve I'y das Maf

ds = [T} (w)lldu = \/ 3" gighs (w) () d
Schreibt man dt/ = +/} ;(u)du als Verdnderung der j-ten t-Komponente, so ist ds = /3 g;;dt"dtJ.
Man nennt ds das Langenelement und schreibt meist
ds® = gidt'dt).

ij

Oft gibt man daher den Mafstensor in der Form
g = Zgijdtidtj
]
an; spater wird diese Schreibweise klarer.

Den Maftensor kénnen wir nur fiir Untermannigfaltigkeiten des RY definieren. Durch ihn wird
die Metrik von R™ auf M iibertragen.

Fiir spéter: Fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten kann man stattdessen eine stetige Funktion x —
g(x), x € M, wdhlen, wobei g(x) fiir jedes z ein Skalarprodukt auf dem Tangentialraum an M
in z ist. Man nennt g eine Riemannsche Metrik und (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

24.25. Beispiel. Wir betrachten die 2-Sphire vom Radius 7: S? in R?. Wir haben die Karte
T

(I) . ]0,277'[)(] —575[%]1%3
r cos 6 cos ¢
D(p,0) = rcos fsin

rsin 6

Der Malitensor bzw. die Gramsche Determinante sind
2 .2
g(p,0) = <T cgs 0 7"02> bzw. v(p,0) = det g(p,0) = r* cos? 0.

Das Bild von @ ist die 2—Sphére ohne den Nullmeridian. Da er eine Nullmenge ist, spielt er fiir
die Integration keine Rolle. Fiir f: S2 — C ist also

2 /2
_ 2
. f(z)dS(x) —/0 /_M2 f(®(p,0))r*cosbdb de.

Insbesondere erhalten wir fiir die Oberfliche der Kugel vom Radius r:

2r /2
voly(S?) = / 1dS(z) = / / 2 cos 0 df dp = 4mr.
S2 0 —7/2

24.26. Rotationsflaichen. Es sei I ein Intervall in R und f : I — Ryq stetig differenzierbar
und strikt positiv. Dann ist die Rotationsfliche des Graphen von f um die z— Achse

M = {(z,y,2) eR®: z € I, 2% + ¢ = f(2)?}
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eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit: Bis auf eine Nullmenge ist sie durch die Karte

® : Ix]0,2r]—R?

f(t) cosp
Ot o) = [ f(t)sing
t

gegeben.
Hier ist

f(t)cosp —f(t)sing

O'(t)y= | f'(t)sing f(t)cose (Rang 2).
1 0

und

e = (1IN D) wa () = F020+ 02

Das Volumen der Rotationsfliche ist daher — sofern das Integral existiert —

2T
voly (M) :/0 /If(t)\/1+f’(t)2dtd<p:27T/If(t)\/1+f’(t)2dt.

24.27. Beispiel. Es sei T C R"! offen und F : T — R stetig differenzierbar. Dann ist der
Graph von F', ndmlich die Menge

M ={(x1,...,2p) 2y = F(x1,...,2n_1},
eine Hyperfliche in R™: Die zugehorige Karte ist
o . T —->M

o(t) = <F€t)>; (1) = Gﬂ}”@) hat Rang n — 1.

Dann gilt nach der Regel, dass det(I + #7z) = 1 + x2” fiir einen Zeilenvektor x:
det g(t) = det(®' ()T @' (t)) = det(I + F'(t)T F'(t)) = 1 + || F'(t)||?

24.28. Die obere Halbsphire vom Radius r. (Ein Spezialfall von 24.27) Wir schreiben die
Halbsphiire S, = {z € R : ||z| = r,2, > 0} als Graph: Wir withlen T' = {t € R*~! : ||¢|| < r}
und

F : T—>R, F@{)=+r2—|t* und
o : T, <I>(t):<F7ét)>

Dann ist

7“2

+2
———; detg(t) =1+ J = .
NESTE 2T T AT

Fiir jede integrierbare Funktion ist also

oF t;
()= — J
5

)
fx)dS@) = / £t /7T THP) ——dt
s [t <r 72 — ||t]|?
= e T
= rs, 7/ 1 —||s]|?) ————==ds
Isli<1 1 —||s]?
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24.29. Polarkoordinaten. Es sei f : R"” — C integrierbar. Dann ist fiir fast alle r > 0 die
Einschrinkung der Funktion f auf die Sphédre vom Radius r integrierbar und es gilt:

xXr)axr = - r = OO r ,rnfl r.
[ j@ar= | (/M':rf(y)dS(y))d / (/tzlf( t)dsw) a

Beweis. Wir bezeichnen mit H* = {(x1,...,2,) : ¥, > 0} die obere Halbebene. Es langt
offensichtlich, den Satz fiir den Fall zu beweisen, dass f = fx g+ ist.

Wir setzen B = B(0,1) C R"! und definieren die Abbildung
®:BxRog— HT; ®(s,7)=7(s1,...,50-1,/1— ||5]|).

Dies ist offensichtlich eine Bijektion. Ferner ist

r S1
' (s,1) =
T Sn—1
rSs1 TSn—-1 1 - 2
- = — [l

Entwicklung nach der letzten Spalte (und Vertauschen der j—ten mit der letzten Zeile) liefert
n—12 n—1g2 n-1

T r r
det @(s,r) = L e e AT s,
VI—BE VISP VI-TsIP

somit ist ® ein C°°—Diffeomorphismus. Nach dem Transformationssatz ist

n—1

”
fx dx:/ flrs,ry/1—||s|]?) ———==dsdr.
@[ g ) =

Nach dem Satz von Fubini existiert fiir fast alle > 0 das Integral iiber B, und es gilt:

H+f( d:c—/ </f7“8?” 1—s]]?) —— 1_” B s)dr

Nun ist das innere Integral nach 24.28 gerade das Integral von f iiber die obere Halbsphéare vom
Radius r. Wir erhalten also die erste Identitdt unseres Satzes. Fiir die zweite klammern wir erst
r"~1 aus und wenden dann 24.28 (mit r = 1) auf g(s) = f(rs) an. <



