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23. FOURIERREIHEN

Skalarprodukte und Hilbertraume. H sei ein K-Vektorraum, K = R oder C. Ein Skalarpro-
dukt auf H ist eine Abbildung (-,-) : H x H — K mit folgenden Eigenschaften:
Fiir beliebige z,y,2 € H,a € K

(i)
(i)
(
(

z,y) = (y,z) (= (y,x), falls K =R).
T +y,z) = (z,2) + (y, 2).

ax,y> = Oé<l‘,y>.

x,x) > 0, falls = # 0.

iii)

o~ o~ o~ ——

iv)
Es folgt sofort (z,y + 2) = (z,y) + (z,2), (z,ay) =a(z,y).

Orthogonalitéit /Orthonormalitidt. Wir nennen x orthogonal zu y und schreiben x L y, falls
(x,y) =0.

Eine Menge {v, : o € A} von Vektoren in H heifst orthogonal, falls (ve,vs) = 0 fiir o, 8 €
A, o # (3. Sie heifit orthonormal, falls zusétzlich (v,,v,) = 1 fiir alle a € A.

Sind M, N C H, so vereinbart man:

(i) M heikt orthogonal zu N, falls (m,n) = 0 fiir alle m € M,n € N.
(i) Mt ={xeH: {r,m)=0 fir alle m € M}.
M+ ist stets ein abgeschlossener Unterraum von H.

Norm aus Skalarprodukt.

(i)  Durch ||z|| = \/(x, z) ist eine Norm auf H definiert.

(ii)  Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(z,y)| < ||z ||y|| zeigt die Stetigkeit des Skalarpro-
dukts.

(iii) Es gilt die Parallelogrammgleichung ||z + y||? + ||z — y||* = 2||=||* + 2||y||*.
Hilbertraum. H heifst Hilbertraum, falls H beziiglich der Norm ||z|| = /(z, z) vollsténdig ist.

23.1. Satz. L*(X) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (f,g) = [ fgdu.

Beweis. Man iiberzeugt sich zunéchst, dass dies tatséchlich ein Skalarprodukt ist. Interessant ist
hier nur die Definitheit. Fiir f € L% ist (f, f) = [ |f[>du reell und nicht-negativ. Ist (f, f) = 0,
so ist f = 0 f.ii. und somit f = 0 als Element von L? Zur Vollstiandigkeit: Mit dieser Definition
gilt || fll2 = (f, f)*/%; daher folgt die Aussage aus Satz 22.16. <

Im Folgenden sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und der Norm |z|| = (x,z)'/2.

Ferner sei B = {v, : @ € A} eine orthonormale Teilmenge von H, d.h.

(va,v5>:{ (1): g;g .

23.2. Lemma. Es sei M abgeschlossener Unterraum von H. Dann ist H = M @& M. Ferner
gilt dann: Ist x = m +n mit m € M und n € M+, so ist m das eindeutig bestimmte Element
von M fiir das ||x — m|| minimal wird.

Beweis. Es sei « ¢ M. Wir setzen d = inf{||x — z|| : z € M}. Dann existiert eine Folge (m;) in
M mit ||z —m;|| — d.
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1. Schritt. Wir zeigen, dass (m;) eine Cauchy-Folge ist: Nach der Parallelogrammgleichung (oder

durch Nachrechnen) ist
0 < lmy —my|® = [[(m; — 2) — (my — 2)|?

= 2]m; — x| 42 lmp — x| ~[[(my — ) + (my — 2)|*.

—d? —d?
Nun ist [|(mj — z) + (my, — 2)||? = 4]|3(m; + my) — z||* > 4d?, da L (m; +my) € M. Es folgt

0 < limsup ||m; —my||* < 0.
Jk—o0

2. Schritt. Da M abgeschlossen ist und H vollstéandig: 3m € M : mj — m, ||z — m| = d. Da
x ¢ M, istd> 0.

3. Schritt. Zeige: (x —m,m') =0V m’ € M: Betrachte die Funktion f: R — R definiert durch
f&) = lz—m+tn/|*=(x—m+tm .z —m+tm)
= |z —m|*+tim',z —m) + t{x —m,m’) + £*||m’|.
Dann ist f(t) > d?, f ist stetig differenzierbar mit
() = sz —m) + (o — ) + 262
= 2Re(m/,x —m) + 2t|m’|*.

In 0 hat f lokales Minimum, also ist f/(0) = 0. Es folgt, dass Re (m’,z — m) = 0. Analog:
Im (m/,x —m) = 0 (mit g(t) = ||z —m + itm/||?).

4. Schritt. Schreibe z = m + (z — m). Dann ist m € M,z —m € M=. Folglich H = M + M~.
Die Summe ist direkt: Ist # € M N M~ so ist (x,z) =0, also z = 0. Also: H = M ©& M*.

5. Schritt. Annahme: 3 my,my : || —my|| = ||z —m2|| = min. Dann ist nach Schritt 3: z —m; €
M+, also mi —mg = (z —mg) — (x —mq) € M N M+ = {0}. <

23.3. Bemerkung. Ahnlich kann man zeigen, dass auch fiir eine abgeschlossene konvexe Menge
M ein eindeutiges Element m € M existiert, fiir das ||z — m|| minimal wird.

23.4. Definition. Wir definieren zu z € H die Funktion Z : A — C durch

() = (x,vq)

und nennen () den a-ten Fourierkoeffizienten bzgl. {v, : o € A}.

23.5. Satz. Es sei {v, : a € A} eine orthonormale Menge, F' eine endliche Teilmenge von A
und Up der von {v, : a € F'} aufgespannte Unterraum von H.

(a) Ist ¢ : A — C eine beliebige Funktion mit p(«) = 0 fiir a ¢ F, so existiert genau ein y in
Ur mit y(a) = (), ndmlich
Y= Z p(a)va.

acF

lyll* = le(e).

acF

In diesem Fall ist

(b) Istx € H und
sp(x) = Z Z(a)vg,

acF
so ist

|z —sp(z)|| < ||z —wu| firale ueUp,
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d.h. sp(x) ist der Vektor aus Up, der x am néchsten liegt, vgl. 23.2. Ferner gilt:
Z 1Z(a)]? < ||z Besselsche Ungleichung (einfache Version).

a€l
Beweis. (a) folgt sofort aus der Orthonormalititsrelation.

(b) Fiir alle a € F ist §p(a) = &(a) fir alle @ und daher x — sp(x) L v,. Es folgt, dass
(x —sp(x)) L sp(x) —wu fiir alle u € Up. Damit ist

lz = ul® = l|(z = sp(2)) + (sp(z) — u)|? +|lsp(z) = ull.

Dies liefert die Optimalitiit. Speziell fiir u = 0 folgt ||sp()[|? < ||z|?, was nach (a) die Besselsche
Ungleichung liefert. <

= |lz — sp(2)|?

23.6. Definition. Es sei {v, : @ € A} eine orthonormale Menge und f : A — [0, 00] eine
beliebige Funktion. Wir setzen

Z f(a) =sup{f(a1)+ ... f(ar): {aa,...ax} endl. Teilmenge von A}.
acA

23.7. Der Raum ¢%(A). Es sei

2(A) = {@:A—HC: z:\gp(oe)\2 <oo}.

acA

Wir konnen auf A als o—Algebra die Potenzmenge wéhlen und als Mafs das Zahlmaf. Dann ist
> aea f(a) das Lebesgue-Integral von f (vgl. 20.11(b)), und ¢*(A) = L*(A). Insbesondere ist
?%(A) ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(1) (e, 0) = 3 pla)ila)

acA
2\1/2
und der Norm [[¢]| = (3 |¢(a)?) 7"

Was die Summe angeht: Ist ¢ € ¢%(A), so ist {a : p(a) # 0} hichstens abzihlbar, denn fiir
jedes k € Nist {a : |¢()| > £} endlich. Es handelt sich daher (auch bei (1)) um Reihen im

bekannten Sinn. Nach Cauchy-Schwarz ist > [o(a)||v ()| < ||¢lll|v]| absolut konvergent.

Weiterhin sieht man sofort aus Definition 23.6, dass der Unterraum
E = {p e *)(A): ¢o(a) # 0 nur fiir endlich viele o}
eine dichte Teilmenge von ¢2(A) ist.

Dabei nennen wir eine Teilmenge E eines normierten (oder metrischen Raums) X dicht in X,
falls zu jedem = € X und jedem € > 0 ein e, in E existiert mit ||z — e.|| < € bzw. d(z,e.) < €.

23.8. Lemma. X undY seien metrische Rdume, X sei vollstindig und f : X — Y sei stetig.
Ferner enthalte X eine dichte Teilmenge X, auf der f eine Isometrie ist; das Bild f(Xg) sei
dicht in Y.

Dann ist f eine Isometrie.
Beachte: Man nennt f eine Isometrie, falls f bijektiv ist und fiir alle x1, xo gilt

dy (f(z1), f(22)) = dx(z1,22).

Beweis. Surjektivitit. Zu y € Y existiert eine Folge (yx) in f(Xo) mit y = f(zr) — y. Dann ist
(yi) eine Cauchy-Folge in Y, wegen der Isometrie-Eigenschaft also (zj) eine Cauchy-Folge in X.
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Da X vollstdndig ist, hat sie einen Grenzwert, x. Aus der Stetigkeit von f schliefen wir, dass
f(z) =y ist.

Isometrie-Eigenschaft. Es seien y, 7 in Y mit Urbildern x,Z. Wir finden Folgen (zy), (Zx) in Xo
mit x; — z und T — 2. Dann ist

dy (y,9) < dy (y, f(zx)) + dy (f (xx), £ (Zx)) + dy (f (Tr), 9) -

—0

= dx (v, Tx) -0
— dx(x,f)
Ebenso ist
dy (f(zr), [(Tr)) < dy (f(zr),y) +dy (y,9) + dy (7, f(Tr)) -
—dx (z,Z) —0 —0

Es folgt dy (y,9) = dx (=, ).

Injektivitdt. Sie folgt sofort aus der Isometrie-Eigenschaft. <
23.9. Satz. Es sei {v, : a € A} eine orthonormale Menge im Hilbertraum H.

(a)  Dann gilt fiir jedes x € H: Y., 4 |&()|* < ||z||* (Besselsche Ungleichung).

(b)  (Satz von Riesz-Fischer) P = LH (v, : a € A) sei der Raum der endlichen Linearkombi-
nationen der v,. Die Abbildung x + & ist ein stetiger Epimorphismus von H auf (2(A).

Dessen Einschréankung auf den Abschluss P von P ist ein isometrischer Isomorphismus
von P auf (?(A).

Beachte: Nur fiir abzihlbar viele « ist nach Bessel Z(a) # 0, so dass man zu x die Reihe
5(x) = > nea Z(@)v, definieren kann. Wegen der Orthonormalitét der v, und der Besselschen
Ungleichung definiert die Partialsummenfolge eine Cauchy-Folge, die in der Norm konvergiert.

Die Abbildung = + s(x) ist die Projektion von H auf P mit Kern P

Beweis. Da nach 23.5 die Besselsche Ungleichung fiir jede endliche Teilmenge von A gilt, bleibt
sie nach Definition der Reihe auch fiir A giiltig. Nun definieren wir

F:H — (?(A); F(x)=i.
Man beachte, dass wegen der Besselschen Ungleichung tatsiichlich 2 in £2(A) liegt!

Klar: F' ist linear. Ferner ist

essel

def | . . . B .
|F(x1) — F(x9)]] = |21 — 22| < |lx1 — 22| firalle z1,29 € H.

Daher ist F stetig. F ist auch surjektiv: Zu ¢ € (2(A) definiert z = 3~ ¢(a)v, ein Urbild. Die
Bilder der Elemente in P sind genau die Elemente des Raums E aus 23.7. Nach 23.5(a) ist
F:P — E Isometrie.

Unser Satz folgt daher aus Lemma 23.8 mit X = P, Xo =P, Y = (?(A), wenn wir beachten,
dass P als abgeschlossene Teilmenge des (vollstandigen) Hilbertraums ebenfalls vollstandig ist.
<

23.10. Satz. Es sei B = {v, : o € A} eine orthonormale Menge in dem Hilbertraum H.
Folgendes ist dquivalent:

(i) B ist eine maximale orthonormale Menge. Man nennt B dann eine Orthonormalbasis
(ONB) (Achtung: Im Allgemeinen ist eine ONB keine Basis!).

(ii)  Die lineare Hiille P von B ist dicht in H.

(iii) Fiirallex € H ist >, 4 |#(a)|* = ||z]|?, d.h. die Besselsche Ungleichung ist eine Gleichung.
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(iv) Fiir alle z,y € H ist (x,y) = Y 4 2(a)y(a) (Parsevalsche Gleichung)

Beweis. (i) = (ii). Ist P # H, so enthilt P mindestens ein Element v # 0. Durch Hinzufligen
von v/||v]| liefe sich B vergrofern.

(ii) = (iii). Folgt sofort aus 23.9.
(iii)= (iv). Polarisationsgleichung:

Az, y) = llz+yl? = llz — yl* +illz + iyl® — il — iy]*
(iv) = (1). Ist 0 £ v L B, so gilt fiir t =y = v:

0#[lv]? = (.y) = > @(@)jla) =D 0=0.

acA

Zur Verdeutlichung noch einmal die zentrale Aussage aus 23.9 und 23.10:

23.11. Satz. Ist {v, : a € A} eine ONB von H, so ist die Abbildung ¢ : x — & ein isometrischer
Isomorphismus von H auf (*(A). Man schreibt x =Y &(a)v, im Sinn von 23.9. Es gilt

(T, y) g = (2, 9)e(a)-
Man kann mit dem Lemma von Zorn zeigen:

23.12. Satz. Jede orthonormale Menge in einem Hilbertraum kann zu einer ONB ergédnzt
werden. Insbesondere hat jeder Hilbertraum eine ONB.

23.13. Folgerung. Jeder Hilbertraum ist isomorph zu (*(A) fiir eine geeignete Menge A.

Konkrete Fourierreihen.
23.14. Definition. Es sei Fo, die Menge aller 2r—periodischen Funktionen auf R:
»={f:R—=C: f(t+2m) = f(t) fiir alle t}.

1 T 1/2
L%F = {f € For : [ messbar, || f| = <%/ |f(t)\2dt> < oo};

—T

Ferner sei

genauer deren Aquivalenzklassen modulo Nullfunktionen. Ebenso kann man L definieren. Wir
setzen ferner

CY = {f € For : f ist k — mal stetig differenzierbar}.
Ein trigonometrisches Polynom ist eine Funktion der Form

t) = Z cjeijt mit geeignetem N € Ny, c; € C.
Klar: (1) Jedes trigonometrische Polynom hat eine Darstellung

Z aj cos(jt) + bjsin(jt)), mit a;,b; € C.
—1

(2) Jedes trigonometrische Polynom gehort zu C53.
23.15. Lemma. (a) L3_ ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

1

()= 5 [ s

(b) Cay ist dicht in L3,
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Beweis. Nach Satz 23.1 ist L?([—m,7]) mit diesem Skalarprodukt ein Hilbertraum (das Maf ist
7%). Durch periodische Fortsetzung kénnen wir L?([—,7]) mit L3 identifizieren.

(b) Es sei € > 0. Mit Satz 22.18 finden wir leicht eine Funktion g € C'([—m,7]) mit || f — g|| < e.
Wir kénnen g unter Erhaltung der Ungleichung so &ndern, dass g(—mn) = g(m). Damit lasst sich
g zu einer Funktion in Cy, fortsetzen. <

23.16. Lemma. Die Menge der durch e;(t) = ¢!, j € Z, definierten Funktionen ist orthonor-
mal. Ihre lineare Hiille sind die trigonometrischen Polynome.

Beweis. ffﬂ eiiteikt gt = ffﬂ ¢'U=R)t gt Das Resultat ist 0 fiir j # k und 2n fiir j = k. <

23.17. Hauptsatz. Die Menge {e; : j € Z} ist eine ONB von L3_. Bezeichnen wir (wie in 23.4)
mit f] f( )) = (f,e;) den j—ten Fourierkoeffizienten, so gilt
f > f ist eine Isometrie L3 — (*(Z) und (f g Z f]g]
JEL
Jede Funktion f € L_ ist insbesondere (eindeutig) durch ihre Fourierreihe darstellbar:
f= ijeijt im L?-Sinn,
JEZ

vgl. 23.9. Im Allgemeinen hat man keine punktweise Konvergenz!

Beweis. Wegen 23.16 muss man nur zeigen, dass LH{e; : j € Z} dicht in L3, d.h. {e; :
j € Z} eine ONB ist. Der Rest folgt dann aus Satz 23.11. Dazu konstruiert man eine Folge
trigonometrischer Polynome (g;) mit folgenden Eigenschaften:

(i) qk.( ) > 0 fiir alle k, ¢
(i) 5 /7 qu(t)dt =1 fiir alle k
(iii) Fur 0 > 0 sei
sk(0) = sup{qx(t) : 0 < |t| < 7}
Dann gilt s;(6) — 0 fiir £ — oo.
Hat man eine solche Folge, kann man die Dichtheit von (e; : j € Z) zeigen: Ist f € L3 unde >0

vorgelegt, so withlt man zunichst g € C9_mit ||f — g| < /2. Es langt also ein trigonometrisches
Polynom p mit ||g — p|| < £/2 zu finden. Dazu definieren wir pj durch

w) = " gt — )au(s) ds

—T
t+m

ut / g(u)ge(t — ) du

—T
o e ™
Perogzltat / g(U)Qk (t B ’LL) du
—T

Wir schreiben g (t) = Zj-vsz cje’t. Dann ist

t—u E:Cez]uz]t

und daher py, ein trigonometrisches Polynom. er zeigen, dass py gleichméfhig gegen g konvergiert.
Wir wahlen dazu zuerst ein § > 0 so, dass

(1) l9(s) = g(8)] < =, falls |s — | < &
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dies ist wegen der gleichméfigen Stetigkeit von g moglich. Dann ist wegen (ii)
1 s

n®-90) = 5 [ (=9~ g(0) an(s) ds
= o [ G-~ g anls)ds
T Jo<|s|<6
1

7 (9(t =) — g(t)) qi(s) ds
o<|s|<m

und somit

(1),3H),30) ¢
) —g)l = S

Wegen Eigenschaft (iii) ist die rechte Seite < €/2 fiir hinreichend grofses k. Damit sind wir fertig,
denn

142 ||9Hsup5k(5)-

5
5
Es bleibt, eine solche Folge (g) zu finden. Eine Moglichkeit ist

1+ cost k
2 )

lox = 9llrz, < llpe = gllsup <

ar(t) = ci (

wobei ¢y, so gewahlt ist, dass (ii) gilt.

Dann gilt offensichtlich (i); (ii) gilt nach Definition. Nun zu (iii): Es ist

™ k T k
. <1—|—cost> dtZC—k <1+cost> “int dt
™ Jo 2 ™ Jo 2
1
_ % L1+ kdu: 2cy 14+u k+1 _ 2cy
T )1 2 (k+ 1)m 2 - (k+1)m’
Somit ist ¢, < @ Nun fallt g auf [0, 7]; also ist
k4 1)m (1+cosd\"
an(t) < gufo) < B 0,
2 2
und der Beweis ist vollstandig. <

Der Beweis enthélt die folgende bemerkenswerte Aussage:

23.18. Weierstrafsscher Approximationssatz. Zu jedem g € Co, gibt es eine Folge von
trigonometrischen Polynomen, die gleichméflig gegen g konvergiert.

23.19. Folgerung. (Satz von Riemann Lebesgue) Wegen | f||7. = > 5o _ | f1|? gilt ins-
besondere fk — 0 fiir k — Fo0.

23.20. Bemerkung. Praktisch schreibt man Fourierreihen oft in der Form
a o
0 . .
1) = 2+ 3" (aj cos(jt) + by sin(jt)
j=1

mit a;,b; € C. Man rechnet nach, dass

o) — %/F cosGE)F(£) dt, by — %/ﬂ sin(jt)f(1) dt

—T —T
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Die Bessel-Gleichung lautet dann

oo

\6L0|2 1
+5 2 (e + 1)
7j=1

IF1I* =

23.21. Bemerkung. Bisher wissen wir nur, dass die Fourierreihe von L3 _-Funktionen in L2
gegen die Ausgangsfunktion konvergiert. Es stellt sich die Frage, was bei ‘leichten’ Unstetigkeiten
passiert. Satz 23.23 unten gibt eine befriedigende Antwort etwa fiir stiickweise stetig differenzier-
bare Funktionen.

Interessant ist in diesem Zusammenhang, dass man bei Sprungstellen keine gleichméfige Kon-
vergenz erhélt, sondern dass die die Fourierreihe in der Nahe des Sprungs iibersteuert (Gibbs-
Phénomen). Das folgende Beispiel zeigt das schon.

23.22. Beispiel. Wir betrachten die zu der 2r—periodischen Sdgezahnfunktion

sy~ {0 t=0,
T s(r—t), O<t<2m

gehorende Fourierreihe

B > sin(jt)
_Z ;

J=1

Wir zeigen zuerst, dass s(t) = S(t) fir alle ¢. Fiir t = 0 (und ¢ = 27) ist das sicher richtig. Es sei
also 0 <t < 27. Nun benétigen wir die Identitét

N . 1
1 , sin((N + 5)s)
1 -+ cos(js) = ———=——~ s 2mm :m e Z
die man leicht aus der Formel cos(jt) = 3(e¥! + e~¥) und der geometrischen Reihe erhilt.

Integriert man fiir 0 < ¢ < 27 die Identitdt (1) von 7 bis ¢, so folgt fir die N-te Partialsumme
Sy von S:

Sin it /’t Sin( N + %)S) ds —: RN(t>

N
(2) — s(t) + Sy (t) ¥ t—7r )+
7j=1

Partielle Integration auf der rechten Seite mit ©u = —1— + %)s zeigt, dass

N
cos(N + )t 1 t 1 — cos(3s)
Rn(t) = (@N + 1) sin(10) toN T 1/ cos((N + 5)s) <72sin2és)> ds

1

1 - .
R < (10 wahrend cos < 1 ist,

Verwendet man nun, dass fiir s im Integrationsbereich gilt

so ist
1 | — t

(N 1 Dsin(le) 2N +1 2sim’(L)

Damit konvergiert Sy punktweise auf R gegen s.

IRy (1) < —~0, N — 0.

1 < 1
sin(%t) - sin(%s)’

Auf jedem kompakten Intervall [e, 27 — €] gilt damit ist dort die Konvergenz

sogar gleichméfig.
Das Gibbs-Phédnomen ist die Tatsache, dass (bei ansonsten stetig differenzierbaren Funktionen)

die Approximation durch die Fourierreihe in den Sprungstellen {ibersteuert: In deren Nahe ist
der N-te Approximationsfehler |Ry(t)| ~ 0,089 = Sprunghdohe.
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In unserem Beispiel liegt eine Sprungstelle in ¢ = 0 mit Sprunghthe w. Wann ist der Fehler
maximal? Nach (2) ist

sin((N + )t)
lt) ’

Die erste Maximalstelle fiir 0 < ¢ < 27 liegt also in ty = /(N + §). Es ist

Riy(t) =

2sin(

[\

lim Ri(e) = lim(Sn(e) - s(e)) =0 - 2.

e—0t
also
Rn(ty) — / sin d _/ / / sin T, ) )ds+ hm Rn(e)
251n 251n 5
sin u
(3) / du—"
o (2N +1) Sln((2N+1) 2

Der Nenner des Integranden ist stets < u, daher ist

Tsinu

T s T
Rn(ty) > /0 —du— Si(r) — 5 ~0,1789 5

unabhéngig von N. Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz gilt sogar (da lim,_, Sig” =1
im Nenner von (3))

Tsinu T
0 — —

]\}gnooRN(tN) :/0 u d 2

Interessante Beobachtung: Weil s(t) = S(t) fiir alle ¢ gilt, erhalten wir fiir ¢t = 7/2

+

_ xsin(r/2)
- Zij -1

j=1

~ =

1.1
375

Tatséachlich kann man mit Fourierreihen viele solcher zahlentheoretischer Identitdten beweisen.
23.23. Satz. FEsseien f € L% ,t € R und 6 > 0. Existieren die Grenzwerte
Yy = lim f(t+h
F4) = lim f(t=h)
und sind fir 0 < h < §

feh) =) Sk = f(E)
h h

beschrinkt, so konvergiert die Fourierreihe von f in t gegen den Mittelwert w

Zum Beweis des Satzes benutzen wir den ‘Dirichlet-Kern’ Dy
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N . 1
4 N+l
23.24. Definition. Dy (t) = Z ekt = M
Py sin(3)
Beachte: Es ist [" Dy(t)dt = 27 und, wegen der Symmetrie, Al
Jo Dn(t)dt = m. Nebenan der Graph von Di. A} ﬁ 1

Beweis von Satz 23.23.
(i)  Beobachtung. Es sei f € L3 und fk der k-te Fourierkoeffizient von f. Dann ist

1

o | f( )Dn(t — s)ds = Z f(s)e " ds e ka:e s (t),

wobei wir mit s/ y die N-te Partialsumme der Fourierreihe bezeichnen.

(ii) Esist
1 1 (™
— f( )Dn(t—s)ds = — ft —s)Dn(s)ds, und
2 2 ),
1 0 u=—s 1 T 1 4
— ft—=s)Dn(s)ds =" — | f(t+u)Dy(—u)du=— [ f(t+u)Dy(u)du.
2 J_, 2 Jo 2 Jo
Mit der letzten Gleichung aus 23.24 folgt, dass fiir beliebiges o € R gilt
1 ™
S{V(t)—a:% (f(t+s)+ f(t—s) —2a)Dn(s)ds.
0
(iii) Nun sei 0 < ¢ < 7. Dann gilt fiir beliebiges g € L2
L™ g(s) 1
— )ds = — — N+ =)s)d
/ (s)ds = o7 J; sn(s/2) sin((N + 2)5) s
9(s)

= 277 i s1n(s/2) (sin(Ns) cos(s/2) + cos(Ns)sin(s/2)) ds

Wir kénnen die auf [§, 7] gegebenen Funktionen g¢(s)cos(s/2)/sin(s/2) und g durch Null
zu Funktionen aus L fortsetzen. Nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma konvergieren die

letzten Integrale daher gegen Null fir N — oco.

flt£n) — f(t)

(iv) Nun wahle 0 < 6 < 7 so klein, dass

h
ist fiir a = 2(F(t1) + f(t7))
h0) == g [ (9 = FED) + (£ = 5) = FE)Dw () ds.

beschrankt ist fur 0 < A < §. Dann

Wir teilen das Integral auf in das Integral iiber [0, §] und das tiber [d, 7] mit dem § aus der

Voraussetzung.



