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22. ANWENDUNGEN

Der Transformationssatz. In diesem Abschnitt beweisen wir die Verallgemeinerung der aus
Analysis 1 bekannten Substitutionsregel

/@(a dy—/f

Zentrale Beobachtung ist Lemma 22.2, dass sich unter linearen Abbildungen das Mafs mit dem
Betrag der Determinante der Jacobi-Matrix &ndert.

Wir bezeichnen mit m das Lebesgue-Maf. Zunéchst beobachten wir, dass unter lokal lipschitz-
stetigen Abbildungen Nullmengen in Nullmengen abgebildet werden:

22.1. Lemma. Essei E CR" mit m(F)=0und T : E — R" eine Abbildung mit

T(x)—-T
lim sup M <oo; x€F.
yeE y—x HLU - y”
Dann ist m(T(E)) = 0.
Beweis. Wegen der Aquivalenz aller Normen auf R™ kénnen wir mit |y|| = [|y[lc = max{|y;] :
j=1,...,n} arbeiten. Dann ist die ‘Kugel’ B(z,r) der in x zentrierte Wiirfel mit Kantenlénge

2r.
Fixiere k,p € N, € > 0. Setze
T(x)—-T 1
F=F,,= {:L‘GE M<kﬁiralley63<x,—> ﬂE}.
ly — | P
Da m(FE) = 0 ist, kann man F' durch offene ‘Kugeln’ B; = B(zj,7;), j = 1,2,..., mit z; € F und
rj < % iiberdecken, wobei }_; m(B;) < ¢ gilt. (Weil das dukere Maf von £ Null ist, kdnnen wir £

durch abzéhlbar viele offene Mengen U; (0.B.d.A. Wiirfel der Kantenldnge < 1/(3p) iiberdecken
konnen, so dass > m(U;) < €/2". Ist nun U;NEF # (), so iiberdecke U; durch eine ‘Kugel’ B(z;, ;)
wie oben. Da sich die Kantenlange maxnnal verdoppelt, erhoht 51ch dabei das Gesamtvolumen
hochstens um den Faktor 27.)

Fiir z € F/N By ist ||z — z|| <7;j < §, z; € F. Folglich ist
1T (j) = T(@)|| < kllzj — x| < krj
und daher
T(FNnBj) C B(T(xj), k'rj) also
T(F) < |JB(T(x;),kr;).
Weil m(B(T(x;), krj)) = (2krj)” ist, ist
<Zm T(xj),krj)) —k”Zm ) < k"e.
Da ¢ > 0 beliebig war, folgt, dass T'(F') messbar ist mit m(T'(F)) = 0. Da E = [J , Fy, ist,
schliefen wir, dass m(T(E)) = 0. <
22.2. Lemma. Es sei T eine lineare Abbildung auf R™. Dann gilt fiir jede Borelmenge E:
m(T(E)) = |det T|m(E).
Beweis. Durch E — m(T(FE)) wird ein Mafs auf den Borelmengen definiert, ebenso durch

E — |det T|m(E). Nach Satz 21.16 geniigt es zu zeigen, dass sie auf allen endlichen Intervallen
iibereinstimmen. Wir reduzieren die Aufgabe:



22.3.

35

Da das Lebesguemaf sich nicht &ndert, wenn man die Menge verschiebt, konnen wir an-
nehmen, dass F ein Intervall ist, das mit einer Ecke im Ursprung liegt.

Jede Seitenflache von I ist eine Nullmenge, vgl. 19.26. Das Bild einer Seitenfliche unter
einer linearen Abbildung ist ebenfalls eine Nullmenge nach Lemma 22.1.

Wir kénnen daher annehmen, dass I = {z :0 < z; < ¢;} ist, ¢; > 0.

Sind 77 und T5 zwei lineare Abbildungen, und gilt die Aussage fiir 77 und 75, so auch fiir
Ty o Ty (Multiplikativitét der Determinante).

Jede lineare Abbildung ist Komposition von Operatoren von einem der folgenden drei
Typen:

(a) Permutationen
(b)  Matrizen der Form diag(a,1,...,1)

1 0 ... 0

11 ... 0
© |.

0 1

Unter Permutationen geht das Intervall in eines mit demselben Maf iiber. Da eine Permu-
tation Determinante +1 hat, stimmt die Aussage.

Eine Diagonalmatrix der obigen Form hat Determinante «. Sie wirkt auf das Intervall
dadurch, dass die x1—Richtung um den Faktor o gestreckt wird. Das Volumen des neuen
Intervalls unterscheidet sich also um den Faktor |a|. Daher gilt auch hier die Behauptung.

Da wir nun wissen, dass die Behauptung fiir Diagonalmatrizen richtig ist, kénnen wir
0.B.d.A. annehmen, dass ¢; = ... = ¢, = 1. Fiir 7" vom Typ (c) ist dann

T(I)={z:a1 <wp <a1+1; 0<m; <1 fiir j #2}.

Setzt man S; = {& € T(I) : 2 < 1} und Sy = T(I) \ S1, so ist m(T(I)) = m(S1) +
m(S2). Andererseits ist I die disjunkte Vereinigung von S und der um 1 in Richtung e
verschobenen Menge Sy: I = S U (S3 — e3), so dass

m(T(I)) = m(S1) + m(S2) = m(S1) + m(Sy —ez) =m(I) = |det T| - m(I).
<

Satz (Transformationssatz). Es seien V, W offene Teilmengen des R™ und T : V — W

ein C'—Diffeomorphismus (d.h. T ist invertierbar und T,T~! € C'). Dann gilt fiir jedes f €
LYW):

(a)
(b)

Die Funktion z + (f o T)(x)|det T'(x)| ist in L'(V') und
Jw fW)dy = [, f(T(x))|det T'(x)| da.

Bemerkung. Es geht mit (etwas) weniger als C!, s. Rudin, Real and Complex Analysis. 7.26.

Beweis. Wir gehen in Schritten vor und schreiben J(x) = | det T (x)|.

1. Schritt. Es geniigt, den Satz fiir den Fall f = x4 mit einer messbaren Menge A zu beweisen.
Er gilt dann fiir alle messbaren einfachen Funktionen und — wegen des Satzes iiber monotone
Konvergenz — fiir alle nichtnegativen Funktionen. Mit f = f* — f~ folgt die Aussage fiir alle f.

Nun ist jede Lebesgue-messbare Menge die disjunkte Vereinigung aus einer Borelmenge und einer
Nullmenge. Fiir eine Nullmenge N ist nach Lemma 22.1 auch 7! (N) eine Nullmenge und somit

/XNdy:O:/XT1(N)-Jd:L‘:/XNoT-Jd:L‘.
w 1% 1%
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Also brauchen wir nur f = x4, A Borelmenge, zu betrachten. Da
A / xXady und A +— / (xaoT)(z)J(x)dx = / X7-1(4)(z) J(v) dv
w \%4 \%4

beides Mafe auf den Borelmengen sind (die abzéhlbare Additivitét folgt aus der Relation T-(|J A;) =
U7 %(A;) und Lemma 20.14), kénnen wir uns nach Lemma 21.16 auf den Fall beschréinken, dass
A = I ein Intervall ist.

2. Schritt. Sind Ty : V. — W und T : Wi — W zwei C'-Diffeomorphismen mit 7 = T o T}, so
gilt die Transformationsformel fiir 7', sofern sie fiir 77 und 75 gilt. (Klar)

3. Schritt. Der Satz ist richtig, wenn T eine affin-lineare Transformation ist, d.h. T'(x) = zo + Lx
mit konstantem linearem L.

Dazu: Hier ist J = |det 7’| = |det L|. Ist I ein Intervall und E = T~1(I N W), so ist

/W xidy = m(INW)=m(T(E)) = m(xo + L(E)) "™%™ m(L(E))

222 /XTl(mW) |detL|dx:/ xioT - Jdz
\%
(zur letzten Gleichung: x € T Y{(INW) & Tz e INW & Tz € [ und x € V).

4. Schritt. Der Satz ist richtig, wenn n = 1 ist. Dann ist V' abzdhlbare disjunkte Vereinigung von
Intervallen. Es geniigt also, den Satz fiir den Fall V' = ]a, b zu beweisen. Wir kénnen annehmen,
dass det T” dort konstantes Vorzeichen hat, 0.B.d.A. positiv ist.

Ist [ =]e,d[ CW,soist T1(I) =]T e, T1d], also

/W xi(y) dy = /cd ldy=d—c= /TldT’(:c)d:v = /V(XI o T)(x)J(z) dz.

T-1c
5. Schritt. Der Satz ist richtig, wenn n beliebig ist und T folgende Form hat:
T(x)=(t(x1,...,&n), T2, ..., Tp),
: 1 __ 0ot .
wobei t € C" und det T"(z) = 7= # O:
Ist 2/ € R"! und ist der 2'—Schnitt V,» = {x1 : (z1,2") € V} # 0, so ist T} : x1 > t(z1,2’) ein

C!-Diffeomorphismus von V,s auf eine offene Teilmenge von R. Daher gilt nach Schritt 4:

dT:
[ atmain = [ oo mena)| i,
Ty (V) V., dxy

Mit Fubini folgt:
/ X7 dx = / (/ X]dy1> dx’ = / (/ (x1 oT)(:L‘l,:L")J(x)dm) da’ = / (xr o T)Jdz.
w T (V) Vo \4

6. Schritt. Wir sind fertig, wenn wir zeigen, dass zu jedem x € V eine offene Umgebung V}
existiert, so, dass Tjy, eine Komposition von endlich vielen Abbildungen der Form ist, wie wir
sie in Schritt 3 und Schritt 5 behandelt haben.

Dazu: Indem wir 7" von links und rechts mit Translationen komponieren kénnen wir x = T'(z) = 0
annehmen. Ersetzen wir zudem T durch 77(0)'T (Komposition mit konstanter linearer Abbil-

dung), so haben wir weiterhin 77(0) = E, d.h. ?3_3 = 5.
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Wir definieren dann
vj: V=R" wvi(z) = (Ti(x),....,Tj(x),xj41,. .., Tpn).

Aus dem Satz von der inversen Abbildung ergibt sich, dass eine offene Umgebung V) von 0
existiert, so dass vj|y, fiir jedes j ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung von 0 ist. Nun
ist

T =v, = (vnov, ) (vn_10v,%9)...0(va 0oy ur;
dabei hat fiir jedes j die Abbildung vjv;_ll die Gestalt

T — (LUl, R ,:cj,l,tj(x),:chrl, R ,:cn).

Durch Komposition von links und rechts mit einer Permutation geht diese Abbildung in eine von
der im Schritt 5 iiber. <

22.4. Polarkoordinaten in R?. Essei R € R, U{+oc} und

Dp = {(z,y) € R? : 2% + y* < R*}.
Wir wollen [ by, f(@,y) d(z,y) berechnen, f messbar. Klar: Das Integral dndert sich nicht, wenn
wir D durch Dg \ {(z,0) : > 0} =: W ersetzen.

Nun definiere
T:10,R[ x]0,2n] - W
—_—
=V

durch
T(r,p) = (rcos p,rsinp).
Dann sind V, W offene Mengen und 7" : V. — W ist bijektiv. Ferner ist
/ [ cosp —rsing
T(T’SD)_< sin @ rcos«p)'
Also ist
detT'(r,p) =7 >0 Y(r,p) V.

Insbesondere ist 7" iiberall auf V invertierbar, folglich T -1 sogar stetig differenzierbar, da
(T~ (z) = (T"(T~(z)))~". Es folgt

(2,1) d(z,y) = /V FTGr ) d(r, )

f
Dg
R p2m
= // f(rcosp,rsing)rdpdr.
0o Jo

22.5. Polarkoordinaten in R3. Essei R € R, U{co} und Bg = B(0, R). Wir betrachten

o8

[ bijelstiv o, B\

T:]O,R[X]O,Qw[x]—g,g x>0y,

N

definiert durch

7 cos v cos ¢
T(r,p,0) = rcos¥sing | . Dann ist
rsin

costycosp —rcos¥sing —rsindcosp
T (r,p,9) = cos¥sing rcosvcosp —rsindsing
sin ¢ 0 r cos ¥
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Damit ist
det T'(r, ¢, 9) = r’cos9 > 0
auf W, somit T € C!. Es folgt:

f(@,y,2)d(z,y,2) =
Br

R r27 pm/2
/ / / f(rcos ¥ cos @, 1 cos ¥ sin @, 7 sin¥)r? cos ¥ di) dp dr
0o Jo J-x/2

22.6. Definition. FEs sei M messbare Menge bzgl. des Mafes ;1. Wir setzen

vol, (M) :== pu(M) = /XM(JJ) du.
Ohne Angabe von p meinen wir das Lebesgue-Malfs.

22.7. Rotationssymmetrische Kérper. Es sei f : [a,b] — [0, 00| integrierbar und
K={(z,y,2) eR¥:a<2<b, 0<2*+1> < f(2)*}.

Dann ist mit ,Zylinderkoordinaten‘ in R? (=Polarkoordinaten fiir x,y, unverindertes z)

VOIK:/XK(xayaz)d(x7y7z)

b poo p2m b rf(z)
= // / X{r2<f(z)2}7 dpdrdz = 27?// rdrdz
aJO 0 aJ0

b 2 b
= 27r/a f(;) dZ:W/a f(2)?dz

Eindeutigkeit des Lebesgue-Mafses. Es gilt folgende Charakterisierung:

22.8. Satz. Ist u ein translationsinvariantes Mafs auf den Borelmengen, das dem Einheitswiirfel
das Mafs 1 zuordnet, so stimmt p mit dem Lebesgue-Maf iiberein.

Beweis. (Skizze) Nach Lemma 21.16 miissen wir lediglich zeigen, dass fiir jedes endliche Intervall
u(I) =m(I) gilt.

Dazu beweist man zunéchst, dass ein Intervall der Dimension < n bzgl. u wie auch m eine
Nullmenge ist. Dann zeigt man, dass wegen der Translationsinvarianz und der Additivitdt ein
Wiirfel von Kantenlénge 1/k, k € N, das Volumen k=™ bzgl. beider Mafe hat. Damit schlieft
man mit o—Additivitdt auf beliebige Intervalle. <

LP—R&aume. Im Folgenden sei (X,.A, 1) ein Mafkraum.

22.9. Bemerkung. Man kann die Begriffe der Lebesgue-Messbarkeit und -Integrierbarkeit auch
fiir Funktionen mit Werten in R bzw. C™ verwenden. Man fordert dann, dass jede Komponente
messbar /integrierbar ist.

22.10. Definition. Esseil <p < oo und f: X — C eine Funktion. Wir schreiben f € LP(X)
(bzw. LP(X, i), falls f messbar ist und [ |f(z)|P du < oo ist. Wir setzen dann

11 = ([ P an) "

Wir schreiben f € L*°(X), falls es eine Nullmenge gibt, auferhalb derer f beschriankt ist. Man
setzt
| flloo = inf{r : |f(z)| < r fir fast alle x}.
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Man nennt || f||oc auch das wesentliche Supremum von f.
Beachte: Es ist auch |f(z)| < || f|l .., da

{z:f(@)| > |fllo} = U {:L‘ S f (@) > | flleo + l} = Vereinigung von Nullmengen

n

22.11. Konvexe Funktionen.

(a)  Erinnerung: Eine Funktion ¢ : Ja,b] = R, 0o < a < b < +00, heift konvex, falls
e(Az + (1= A)y) < Ap(z) + (1 = Ne(y).

(b)  Es gilt: ¢ ist konvex genau dann, wenn

(i) W(ttf(s) < W("g:f(t) fir a < s <t <wu < b (dies steht im wesentlichen im Beweis
von Satz 7.26) oder

(i) ¢’ monoton wachsend (falls ¢ zusétzlich differenzierbar ist), s. Satz 7.26, oder

(i) " > 0 (falls  zusétzlich zweimal differenzierbar ist), s. Folgerung 7.27.

(¢) Konvexe Funktionen auf offenen Intervallen sind stetig (stimmt nicht fiir abgeschlossene
Intervalle!).

Beweis von (¢). Wahle a < s < x < y < t < b. Indem man (i) auf das Tripel (z,y,t) anwendet
und zum infimum iiber ¢ > y {ibergeht, erhalt man, dass
— t) —
W) — @) e o) —0ly) 8,

y—z t t—y
Indem man (i) auf das Tripel (s, z,y) anwendet und zum supremum iiber s < x iibergeht, erhélt
man
p(@) —9(s) _ vy) —p(@)

r—s = y—x

Yy 1= Sup
S
Folglich ist
Yoy — ) < oly) — @(x) < Byly — ).
Dabei wichst «, mit x und 3, fallt, wenn y féllt. Dies liefert sofort die Stetigkeit. <

22.12. Satz: Jensensche Ungleichung. Es sei zusitzlich u(X) = 1 und f € L' mit a <
f(z) < b fur alle z € X. Dann gilt fiir jede konvexe Funktion ¢ : Ja,b[ — R:

@(/deu> </X(900f)du-

Bemerkung: Wegen der Stetigkeit von ¢ ist ¢ o f messbar; u.U. ist jedoch ¢ o f ¢ L.

Beweis. Setze t = [ f dp. Dann ist a <t < b. Setze
t —
8 = sup p(t) — o(s)
s<t t—s
Dann ist fira < s <t

SUEEUP

und wegen der Konvexitéit von ¢ (speziell 22.11(b.1)) fiir t < s < b
< p(s) — o(t)
s—t
In jedem Fall (d.h. fiir a < s < b) gilt also:

p(s) > o(t) + B(s = 1)
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und somit insbesondere:
o(f(x)) = o(t) + B(f(z) —1).

Integration liefert

/chOfdu290</deu>/deu+5 /deu—/xfdu-/xldu
—

=1
Das war die Behauptung. <

22.13. Definition. Es sei 1 < p < co. Die Zahl ¢ mit % + % =1 (wobei ¢ = 1 fiir p = oo und
q = oo fiir p = 1 heiftt zu p konjugierter Exponent. Es ist stets 1 < ¢ < oo und 1 < ¢ < oo fiir
1 <p<oo. Speziell: p =2« q=2.

22.14. Satz. Es sei 1 < p < oo, q der konjugierte Exponent und f,g : X — [0, 00] messbar.
Dann gilt:

1/ 1/
(1) /fg dp < </ il du) ! </ g? d,u) ' (Hélder-Ungleichung) und

1/p 1/p 1/p
(2) (/(f+9)p dﬂ) < (/ I? d,u> + (/ g’ du) (Minkowski-Ungleichung).

Beweis. (1) Es seien A und B die Faktoren auf der rechten Seite. Ist A = 0 so ist f = 0 f.ii., also
auch fg = 0 f.ii. und damit nichts zu zeigen. Ist A = 400 und B # 0, so ist ebenfalls nichts zu
zeigen. Analoges gilt fiir B. Wir kénnen also F' = % und G = £ definieren. Dann ist

/deuzlz/quu.

Ist z € X mit 0 < F(z) < oo und 0 < G(z) < o0, so bestimmen wir s,t mit F(z) = ¢*/? und
G(x) = et/1. Da % + % =1 ist, folgt aus der Konvexitidt der Exponentialfunktion, dass

es/PHHa < e fp + €' g,

also
Fay | G)
p q

Diese Ungleichung gilt trivialerweise auch, falls F'(z) = 0 oder G(z) = 0. Die Menge, wo F' oder
G den Wert +oo annehmen, ist eine Nullmenge. Integration der Ungleichung zeigt, dass
1 1
/ FGdy < -+ -
p q
Dies ist dquivalent zur Behauptung. <

Fx)G(x) <

Um (2) zu zeigen, schreibe

(f+9)P =F(f+ 9P +g(f+9)P "
Die Holdersche Ungleichung liefert dann

[svortans ([ ra)" (firsom )"
/g(f +9)" dp < (/ 9" du>1/p </(f + g)pDe du>1/q

und ebenso
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Addition ergibt wegen (p — 1)g = p

Juvorans(furara)”((fra)"s(fra)").

Die Behauptung ergibt sich nun, indem wir durch C = ( J(f+9)P du) Y4 dividieren. Beachte
dazu, dass wir 0 < C' < oo annehmen koénnen:

(i)  Aus C =0 folgt f =g =0 f.i., also ist nichts zu zeigen.
(ii)  Wegen der Konvexitéit der Funktion ¢ +— ¢ ist
f+g\"_1
LTI <l P
(552) <507+

Aus C = oo folgt daher, dass auch die rechte Seite von (2) unendlich ist; wieder ist nichts
Zu zeigen.

22.15. Satz. Essei 1 < p < oo und q der konjugierte Exponent.
(a) Fiir f,g € LP(X) ist f +g € LP(X) und |f +gllp < I £ll, + lglly (Minkowski).
(b)  Fiir f € LP(X) und g € LI(X) ist fg € L'(X) und || fglls < ||flpllgllg, (Holder)

Beweis. Fiir 1 < p < oo folgen beide Aussagen sofort aus Satz 22.14. Ist p = 1, so folgt (a) direkt
aus 20.23. Fiir p = oo: Es ist nach 22.10 |f(z)| < ||fllec und |g(z)| < ||lg|loc fast tiberall, somit

|f(@) + g(z)] < || flloo + lglloe £t
(b) ist fiir p = 1 und p = oo offensichtlich, weil |f(x)g(z)| < |f(z)[|glloo f.ii.- 4

22.16. Satz. Fiir 1 < p < oo ist LP(X) ein Vektorraum. Identifizieren wir Funktionen, die
sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, so ist (LP(X),|| - ||,) ein Banachraum (d.h. ein
vollstdndiger normierter Raum).

Beweis. Abgesehen von der Vollstdndigkeit haben wir schon alles gezeigt. Es sei also (fx) eine
Cauchyfolge in L? und zunéchst p < oo.

Wir wahlen eine Teilfolge mit
||fl€j+1 - fijp <27/
und setzen

l 00
=Y M = Il 9= i = fi |-
j=1 j=1
Aus der Minkowski-Ungleichung folgt, dass ||g;||, < 1 ist. Ferner zeigt monotone Konvergenz

lolly = [ % ds = [ tingf) =t [ of dp = tim g < 1.

Insbesondere ist die Reihe fiir ¢ fast iiberall absolut konvergent. Somit konvergiert auch
o0
fkl + Z(fkj+l - fkj)
j=1

fast iiberall. Wir bezeichnen mit f den Grenzwert, wo er existiert, und setzen ansonsten f = 0.
Dann ist

f(z) =lm fi (v) fast iiberall.
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Wir zeigen nun, dass f, — fin LP. Zu e > 0 wahle N mit || f; — fx||, < € fiir alle k,1 > N. Dann
liefert das Lemma von Fatou, dass

J15 =t dn= [ lim 15, @) - o) dp <vimint [ 1fi,(2) = (o) du <

Es folgt, dass f — fr € LP(X) ist und somit auch f, da f = fr + (f — fx). Ferner zeigt die
Ungleichung, dass || f — fxl|, = 0.

Fiir den Fall p = oo definiert man

N ={a : [fi(@)] > [[felloo} und N =A{z: [fe(z) = filz)] > |[fi — filloo}-

Alle sind Nullmengen, ebenso ihre Vereinigung, N. Aufserhalb von N ist (f;) eine Folge be-
schrankter Funktionen, die gleichméfkig konvergiert. Wie im 1. Semester sieht man, dass sie
einen Grenzwert f hat, der ebenfalls eine beschrinkte Funktion ist. Setzt man f = 0 auf N,
so folgt, dass f € L und fr — f in L. Im Detail: Zu jedem € > 0 existiert ein ng so dass
| fe — filloo < € fir alle k,1 > ng. Nach Definition gilt dann |fx(z) — fi(x)| < € fiir ¢ N. Insbe-
sondere ist fir jedes = ¢ N die Folge (fi(z)) eine Cauchy-Folge in C, hat also einen Grenzwert
f(x). Es folgt fiir x ¢ N, 1 > ny:

[f (@) = file)] = Tim [fi(2) = fi(2)] < [lfx = fillo <e

Somit konvergiert die Folge (fx) in der co-Norm gegen f, und f ist messbar als punktweiser
Grenzwert messbarer Funktionen. Weil fiir beliebiges I > ng gilt: || fllco < | filloo + IIf — filloo <

| filloo + €, ist f in L. <.

Der Beweis des obigen Satzes enthilt ein Resultat, das selbst auch interessant ist:

22.17. Satz. Ist 1 < p < oo und (fy) eine Folge in LP mit Grenzwert f, so enthélt (fi) eine
Teilfolge, die punktweise f.ii. gegen f konvergiert.

Achtung. In der Regel konvergiert die Gesamtfolge (fi) nicht punktweise f.ii..

Fiir den folgenden Satz sei (X, A, u) = (R™, M, m).

22.18. Satz. Esseil <p < oo, f € LP(R™) und £ > 0. Dann findet man eine stetige Funktion
ge, die aukerhalb einer kompakten Menge konstant Null ist und fiir die || f — g.||, < € gilt.

Achtung: Fiir p = oo ist diese Aussage falsch!.

Beweis. (Skizze) Es sei xr, die charakteristische Funktion von Iy = [N, N|". Dominierte Kon-
vergenz zeigt, dass f — xr, f — 0 in LP(R™). Wir kénnen uns also auf Iy, N grof, beschrénken.
Indem man f in f* zerlegt und diese Funktionen durch einfache messbare Funktionen nihert,
sieht man, dass es geniigt, zu jeder messbaren Menge M C Iy eine Folge stetiger Funktionen Ay
zu finden, die aufserhalb Iy verschwindet und yp; — hy — 0 in LP erfiillt.

Nun existiert zu M C Iy eine Folge abgeschlossener Mengen A; C M mit p(M \ A;) — 0, d.h.
XM — XxA; — 0in LP. Wir konnen also annehmen, dass M = A; abgeschlossene Teilmenge von
I, somit kompakt ist.

Wir setzen dann )

T 1+ k dist (z, M)

()
Dann ist
i) 0<g <1
(i) gp(z)=1lozeM
(i) gx(x) — 0 fir z ¢ M und k — oo.
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Schlieklich definieren wir ¢ : [0, 1] — [0, 1] durch
(o 0<t<1/2;

PO=\ 2t—1/2; 1/2<t<1
Fiir hy = p o g gilt dann
(i) 0<hs<l1
(ii) hp(z)=1<x € M,
(iii) hg(x) (O fir k& — oo, falls x ¢ M
(iv) hi(x) =0, falls x ¢ [-N —2, N +2]"
Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt dass hy — xas — 0 in LP. <

22.19. Bemerkung. Man kann in Satz 22.18 sogar ‘stetig’ durch ‘C°°’ ersetzen.



