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18. VARIATIONSRECHNUNG

Im Folgenden sei E ein normierter Raum, V' ein Unterraum, m € F und M = m + V ein affiner
Unterraum. Ferner sei U C M offen und f : U — R eine Funktion.

18.1. Definition. Die Richtungsableitung von f in ug € U in Richtung v € V ist definiert als

§f (ug;v) = %g% f(uo + tvt) — f(uo),

falls der Grenzwert existiert.
Existiert in ug die Richtungsableitung o f (up;v) fiir jedes v € V, so heifst die durch

6.f (uo)(v) := & (uo;v)
definierte Abbildung df(ug) : V' — R die erste Variation von f im Punkt wug beziiglich des
Unterraums V.

Klar: 0 f(ug) ist eine lineare reellwertige Abbildung auf V.

18.2. Bemerkung. Im Unterschied zu Kapitel 14 haben wir es hier mit einem (moglicherwei-
se) unendlich-dimensionalen Grundraum und einer nur auf einem affinen Unterraum definierten
Funktion zu tun.

Ist V' = FE so kénnen wir den Begriff der totalen Ableitung wie vorher definieren: Wir nennen f
in ug total differenzierbar, falls eine stetige lineare Abbildung A : £ — R existiert mit

f(uo +h) = f(uo) + Ah + ¢(h).
Dabei sei ¢ : U — R eine Funktion, fiir die gilt ¢(h)/||h|| — 0 falls A — 0. Man nennt dann
f'(up) = A die Ableitung von f in ug.
In diesem Fall sieht man sofort, dass alle Richtungsableitungen von f in ug existieren und
6.f(uo,v) = f'(uo)v gilt.

18.3. Satz. Hat f in ug ein lokales Extremum beziiglich V und existiert die erste Variation

df(up), so gilt 0 f(ug) = 0.

Beweis. Es sei v € V. Wegen der Offenheit von Uy existiert ein € > 0 so, dass ug + tv € U fiir
—e < t < e. Wir definieren die Funktion ¢ : | —,e[ — R durch g(t) = f(up + tv). Sie hat in 0
ein lokales Extremum. Ferner ist ¢ differenzierbar in 0 mit Ableitung 0 f (ug; v):

4(0) = lim 2% 29(0) iy 0+ tl;) =0 _ 5 fug:v).

Aus dem bekannten Satz von Analysis 1 folgt 0 = ¢/(0) = d f(ug;v) fiir jedes v € V. <

18.4. Definition. Gilt §f(ug) = 0, so sagt man f werde in ug stationér bzw. habe dort einen
stationdren Punkt. Man nennt auch ug einen kritischen Punkt fiir f.

18.5. Lemma. Es seien o < 3 reelle Zahlen.

(a) Dann ist E = C'(|a, B],R™) ein normierter Raum (sogar ein Banachraum; das brauchen
wir aber hier nicht) mit der Norm

Ifllcr = sup [[f(®)] + sup [f' ()]

t€la,p] t€fof]
(b) Ist W CR™ x R™ offen und
Up={ue E: (ut),u(t) € W fiir alle t € [, 8]},

so ist Uy offen in E.
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(c)  C([e, B],R™) = {u € E :u(a) =0 = u(B)} ist ein abgeschlossener Unterraum.

Beweis. (a) Klar ist, dass C! ein normierter Raum ist. Dass es sich sogar um einen Banachraum
handelt, sieht man so: Es sei (f,,) eine Cauchy-Folge beziiglich der obigen Norm. Dann ist dies
auch eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm. Sie hat also nach Satz 14.16 einen Grenz-
wert f in C'([«, 8], R™). Die Folge (f]) der Ableitungen ist ebenfalls Cauchy-Folge beziiglich der
Supremumsnorm, hat also auch einen Grenzwert g. Nach Satz 10.12 ist also f differenzierbar
und f/ = g. Man sieht dann sofort, dass f, — f in der C'-Norm.

(b) Ist w € M, so ist fiir jedes t € [, 5] die Distanz dist((u(t), ' (t)), (R™ x R™) \ W) positiv.
Da die Distanz eine stetige Funktion ist, nimmt sie ein positives Minimum ¢ auf [a, §] an. Dann
ist auch w + v € U fiir jede Funktion v € V mit ||v]|c1 < c.

(c) Klar. <

18.6. Satz. Es seien E = C'([a, 8],R™), W, Uy wie in 18.5, M = m+V ein affiner Unterraum
von E und L = L(t,z,y) : [o, B] x W — R stetig differenzierbar. Dann ist U = Uy N M offen in
M. Definiere f: U — R durch

B
(1) f(u):/ L(t,u(t), o/ (t)) dt, ueU.

Dann existiert fiir jedes u € U die erste Variation d f(u), und es gilt
B
(2) 5 f(u;v) = / (Do L(t,ul(t),u' (1), v(t)) + Dy L(t, u(t), ' (t)),v'(¢)) dt.

Beweis. Es seien u in U und v € V. Da U offen ist, konnen wir fiir hinreichend kleines £ > 0 die
Abbildung ¢ : [—¢,¢] — R definieren durch

B B

o(s) = fu+ sv) = / L(t,u(t) + sv(t),u (t) + sv'(t)) dt = / W(s,t)dt
P(s,t) = L(t,u(t) + sv(t),u'(t) + sv'(t)).

Klar: v ist stetig partiell differenzierbar nach s.

Behauptung. o ist differenzierbar in 0 mit
, B
40 = [ ot dr
(03
Dazu schreiben wir mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

B 8 rl
—(<P(8)—<p(0)):§ / D5, ) — (0, 1) dt = / /O D (o5, ) dod.

S

Aus der gleichméfigen Stetigkeit von v auf der kompakten Menge [«, 5] X [—¢, ¢] folgt dann die
Behauptung.

Damit erhalten wir die Aussage des Satzes: Es ist namlich ¢/(0) = ¢ f (u;v) und
0x1p(0,1) = (Do L(t, ult), u' (1), v(t)) + (D L(t, u(t), u' (1)), v' (t)).
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18.7. Folgerung. Ist zusitzlich die Abbildung ¢ — 0, L(t,u(t), v (t)) stetig differenzierbar, so
folgt mit partieller Integration aus (2), dass

B
(1) Sf(uv) = / <3xL(t,u(t),u’(t))—%8yL(t,u(t),u’(t)),v(t)> dt

2) + (@, Lt u(t)d (1)), v(1))]7 .
18.8. Satz. Essei g€ C([a, 5],R™), und es gelte

B
/ (g(t), v(t)) dt = 0

fiir jedes v € C(Ja, B[,R™) = {f € C(Ja,, B[,R™) : f(t) = O fiir alle t nahe o und $}. Dann
ist g = 0.

18.9. Bemerkung. (a) Zunéchst ist nicht klar, ob C2° iiberhaupt Funktionen # 0 enthélt.
Dazu folgendes Argument: Man iiberzeugt sich leicht, dass Vorschrift ¢(t) = exp(—1/(1 — t?))
fir |t| <1 und ¢(t) = 0 fir |[t| > 1 eine C*°-Funktion auf R definiert. Fiir 7' € R und ¢ > 0 ist
die Funktion ¢((t — T")/c) dann C* auf R und positiv genau auf |7 — ¢, T + ¢[.

(b) Allgemein nennt man den Tréger einer Funktion den Abschluss der Menge aller Punkte, an
denen sie # 0 ist. C2°(Jay, B[, R™) sind die C*°-Funktionen mit kompaktem Trager in |, (][

Beweis von 18.8. Wir nehmen an, es sei g # 0. Dann ist eine Komponente g; # 0. Wir finden ein
offenes Teilintervall J von [«, ] mit g;(t) # 0 fiir alle ¢ € J. O.B.d.A sei g; dort positiv. Wéhle
wie in 18.9 eine C'*°-Funktion ¢, die auf J positiv ist. Setzt man v = (0,...,¢,0,...,0), mit ¢
an der j-ten Stelle, so wird das obige Integral positiv, und wir erhalten einen Widerspruch. <

18.10. Satz. Mit den Bezeichnungen von 18.6 sei uqg ein kritischer Punkt von f beziiglich eines
Unterraums V' mit

C(Jo, BLR™) <V < Cy([a, B, R™).
Zusétzlich sei t — Oy L(t,uo(t),u(t)) stetig differenzierbar. Dann gilt die Euler-Lagrangesche
Differentialgleichung
d

%%L(t? uO(t)v u6(t)) - axL(t7 uO(t)v u6(t))

Beweis. Nach Satz 18.3 ist die erste Variation 0f(ug) Null. Dies bedeutet, dass das Integral
18.6(2) fiir jede Wahl von v € V Null ist. Unter der zusétzlichen Stetigkeitsannahme an t
%@,L(t, uo(t), ufy(t)) erhalten wir die Form aus 18.7. Dawir v € V' < C} wiihlen, ist der Randterm
Null. Also ist fiir jedes v € V' das Integral in 18.7(1) Null. Aus Satz 18.8 folgt wegen C° <V
dann die Behauptung. <

18.11. Bemerkung. Ausgeschrieben liefert die Euler-Lagrange-Gleichung eine Differentialglei-
chung zweiter Ordnung fiir die gesuchte Funktion wu:

8§L(t, g, up)ug + 050y L(t, ug, ug)uy + 0p0y L(t, ug, ugy) — Oy L(t, ug, up) = 0.

18.12. Lemma. Héngt L nicht von t ab (d.h. L = L(z,y)), so ist unter den Annahmen von
Satz 18.10 fiir ein Extremum wuq die Funktion

B = 9, L(uo(t), uh(t))up(t) — Luo(t), uh (1))

konstant.
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Beweis. Die Darstellung 18.11 zusammen mit der Annahme 0;L = 0 liefert

!

HE = 0,0,L(uo, up)(up)® + 9, L(uo, up)ugug + 9y L(uo, up)ug
— 0y L(ug, ug)ug — Oy L(ug, ug)ug
= (820yL(uo, up)ug + 8§L(uo, ug)up — Oy L(uo, u)) ug =0

Ein Minimalflichenproblem.

18.13. Beispiel: Rotationsminimalfliche. Zwischen zwei koaxialen Kreislinien vom Radius
1 im Abstand 25 > 0 im Raum soll eine Rotationsfliche kleinsten Inhalts eingespannt werden.
Bei geeigneten Abmessungen lésst sich eine solche Flédche durch eine Seifenhaut realisieren. Die
Oberflachenspannung bewirkt hier, dass die Flache moglichst klein wird.

Mathematisch: Wir suchen eine C'-Funktion u : [, 8] — R mit u(a) = 1 = u(p), fiir die die
durch Rotation des Graphen von « um die ¢-Achse entstehende Flidche minimal wird.

Der Flacheninhalt ist dabei gegeben durch

B
f(u) =2m /6 u(t)y/1 4 o/ (t)? dt.

(Diese Formel werden wir in Analysis 3 herleiten. Sie kommt daher, dass der Radius der Rotati-
onsfliche in t gerade u(t) ist, der Umfang somit 27u(t) und dass die Fldche der Rotationsflache
tiber dem Intervall [¢,¢ + h] somit in guter Naherung gleich

Umfang - Breite =~ 2mu(t)||u(t) — u(t+ h)| ~ 2wu(t)\/h? + (W (t)h)? = 27u(t)\/1 + v/ (t)*h
ist.)
Wir haben also ein Funktional f wie in 18.6 mit (der Faktor 27 spielt hier keine Rolle)
L(t,z,y) =z 1+ y2,
das wir minimieren wollen. Wir wéhlen
V ={ue C*([-B,,R™) : u(~B) = 0 = u(B)}

Dann sind die Voraussetzungen von Satz 18.10 erfiillt, und wir erhalten die Euler-Lagrange-
Gleichung fiir Extremwerte ug

d
aayL(t, ug(t),up(t)) = 0xL(t,uo(t),u((t)) bzw.
d ug (t)
1 — | ug () —=2— = 1+ ul ()2
) dt<°<> H%(t)Q) b0
Da die Funktion L nicht von ¢ abhéngt, ist nach Lemma 18.12 die Funktion F = (9yL(u0, u6)u6 —

L(ug, uy) konstant, etwa = —¢, d.h.

(2) —c = 1+ (up)? =

up

Dabei ist ¢ > 0, da up(8) = 1. Einsetzen in die Euler-Lagrange-Gleichung (1) liefert

d UuQ
T (cug) = ~ bzw.
"o 1
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Dies ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Das
charakteristische Polynom ist A\ — c% Es hat die Nullstellen 1/¢ und —1/c. Wir haben also
das Fundamentalsystem {exp(t/c),exp(—t/c)}; unsere Losung ist also von der Form wug(t) =
dy exp(t/c) + daexp(—t/c).

Wir bestimmen d; und ds so, dass die Randwerte 1 angenommen werden. Dies liefert:

(3) dyexp(—p/c) + daexp(B/c) = 1
dyexp(B/c) + dyexp(—B/c) = 1.
Man sieht leicht, dass

1 1
exp(B/c) + exp(—BJc)  2cosh(B/c)’

dy=dy =

Einsetzen in Gleichung (3) liefert

cosh(t/c)
4 t) = ———=.
(4) uo(t) cosh(B/c)
Es bleibt ¢ zu bestimmen. Dazu setzen wir die Losung u in Gleichung (2) ein. Es folgt fiir t = f:
. 1 _ ccosh(f/c) —
: 2 .
1+ % \/62 cosh?(8/c) + sinh?(3/c)

c? cosh?(/c) 4 sinh?(B/c) = cosh?(8/c) bzw.
?cosh?(B/c) = cosh?(B/c) —sinh?(8/c).
Mit cosh? — sinh? = 1 folgt ccosh(8/c) = 1 bzw.
ple
(%) cosh(8/c)

Nun ist s/coshs eine auf R strikt positive Funktion mit genau einem Maximum [y > 0.
Numerisch: By ~ 0,6627 in sy ~ 1,1997.

= B.

Graph von s/ cosh(s)

Wir erhalten daher, etwas tiberraschend: Fiir 8 > fy hat (5) keine Losung; fiir § = §y gibt es
genau eine Losung ¢, und fiir g < By genau zwei, ¢; und cs.

Da die Euler-Lagrange-Gleichung lediglich eine notwendige Bedingung liefert, schliefien wir: Das
Funktional f hat fiir 5 > [y keine Minimalstelle. Fiir 8 = 5y hat es hochstens eine, und fiir
B < Bo hochstens zwei, ndmlich die Funktionen u aus (4) mit den entsprechenden Werten ¢; und
co fir c.

Die entstehenden Fliachen ergeben sich dann wie folgt (mit ¢ = 1/ cosh(8/c) und (2)):
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B
flug) = 2rm /—5 uo(t) /1 4+ ug(t)?dt

B
= 2r /—50(1 +uf(t)?) dt (wegen (2))

= 277/_ic<1+ msm}ﬁ(t/e)> dt

s=t/c Ble
= drefS + 27102/ sinh?(s) ds (weil ccosh(B/c) = 1)
—B/c
_ 21, BJe
= 4mcef + 27c 1 [sinh(2s) — 28]*6/0

= 27mcfB + e sinh(28/c¢) = 2mef + 2mc? sinh(B/c) cosh(B/c)
= 2mc (B +sinh(B/c)) (weil ccosh(B/c) = 1).

18.14. Bemerkung. Die Funktion ¢ + cosh¢ nennt man Kettenlinie. Die hier entstehende
Rotationsflache heiftt Katenoid.

H. Fischer und H. Kaul® merken an, dass fiir § = S kein lokales Minimum vorliegt. Falls
0 < B < By ist, so ergibt sich fiir die beiden Losungen uy und us zu den zwei moglichen Wahlen
¢ < cg, dass f(ug) < f(uy). Die Flachen f(u1) und f(ug) wachsen mit § bis zum Maximalwert
2msg, mit der oben definierten Zahl sq ~ 1,1997.

Fiir 8 < fp ist die zu ¢; gehorige Losung u; instabil unter Storungen, die zu co gehorige stabil.

Sei schreiben ferner:

Diese Ergebnisse stehen in Ubereinstimmung mit Seifenhautexperimenten. Von
den zu ¢; < ¢o gehorenden Katenoiden wird nur das mit dem gréferen Taillen-
radius co beobachtet; das zu c¢; gehorende wird wegen seiner Instabilitdt nicht
realisiert. Die Seifenhaut bleibt beim Auseinanderziehen der Kreisringe solange
bestehen, bis deren Abstand 25y ~ 1,33 erreicht, danach zerplatzt sie. Im Grenz-
bereich ist ihr Flacheninhalt 2wsg mit sg ~ 1,2 grofer als die Flache der beiden
Kreisringe.

18.15. Definition. Es sei W offen in R™ x R™ und f(u) = ff L(t,u,u)dt. Wir nennen eine
Funktion g € C'([ar, B8] x W,R) ein erstes Integral der Euler-Lagrange-Gleichung, falls

t— g(t,u(t),v/(t)) = constant fiir jede Extremale u von f.

Ein Beispiel dafiir ist die Funktion E aus Lemma 18.12. Ein noch einfacheres:

18.16. Lemma. Hingt die Funktion L von der Variable xzj, nicht ab, so ist unter den iiblichen
Differenzierbarkeitsannahmen (vgl. Satz 18.10)

g(t) = 0y, L(t,u(t), u'(t))

ein erstes Integral.

3in: Mathematik fiur Physiker, Band 3, Teubner, Wiesbaden 2006
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Beweis. Dies folgt sofort aus der Euler-Lagrange-Gleichung

0y Lt (1) (1)) = O, Lt (1) 2 (1)) = 0.

<

Das Brachistochronenproblem oder die schnellste Rutsche. Das Brachistochronenpro-
blem wurde 1696 von Johann Bernoulli als Herausforderung an die besten Mathematiker seiner
Zeit gestellt. Gelost wurde es im folgenden Jahr durch Leibniz (innerhalb von sieben Tagen,
nachdem er davon erfahren hatte), von Jakob Bernoulli, dem Bruder Johanns, vom Marquis de
I'Hospital, von Ehrenfried Walther von Tschirnhaus und von Isaac Newton®

18.17. Das Brachistochronenproblem. Es seien (0,h) und (b,0) zwei Punkte in R?, b > 0,
h > 0. Gesucht wird eine Funktion mit der Eigenschaft, dass ein auf dem Graph dieser Funktion
reibungslos gleitender Massepunkt die kiirzestmogliche Zeit braucht, um von (0, k) nach (b,0) zu
kommen (schnellste Rutsche).

Es ist schon zu erwarten, dass der optimale Graph mit einer senkrecht nach unten gerichteten
Tangente beginnen wird. Vorsichtshalber wihlen wir daher die Koordinaten etwas geschickter:

Mit s bezeichnen wir die Richtung nach unten, startend in 0; s lduft also von 0 bis h. Den
Graphen, auf dem das Teilchen lauft, tragen wir nach rechts ab. Die Graphenpunkte bezeichnen
wir also mit (s, B(s)), 0 < s < h, wobei B : [0, h] — R die gesuchte Funktion ist.

Mit 7 : [0,8] — R? werde die zeitliche Bahnkurve des Massepunkts beschrieben. Befindet er
sich zu den Zeitpunkten ¢; bzw. to in u(t;) = (s1, B(s1)) bzw. u(t2) = (s2, B(s2)), und liegen ¢;
und ty dicht beieinander, so ist die im Zeitintervall [t1, t2] durchlaufene Wegstrecke etwa gleich
(ta — t1)v, wobei v die mittlere (skalare) Geschwindigkeit in [¢1,to] ist. Umgekehrt gilt fiir die
bendtigte Zeit

Lénge der Strecke, die in [t1, o] durchlaufen wird
(1) t2 — tl ~

mittlere Geschwindigkeit in [t1, 2]

Die Geschwindigkeit des Teilchens am Punkt (s, B(s)) ist gegeben durch die in kinetische Ener-
gie umgewandelte potentielle Energie (%mv2 = mgs, s Hohendifferenz zum Ausgangspunkt, g
Erdbeschleunigung); also ist in s; die Geschwindigkeit

v(s1) = \/2gs1.
Die Lénge des Kurvenstiicks zwischen (s1, B(s1)) und (s2, B(s2)) ist nach 10.2(d) und 10.5:

52
/W( \ds_/ 1+ B/(s)2ds.
S1

Wir erhalten daher fiir die Zeit 7', die das Teilchen benétigt aus (1) im Grenziibergang (Riemann-

Integral)
V1+ B'(s
/ + ds

Als Randbedingung fordern wir, dass B(0) =0 und B (h) = 0.
Dies ist ein Variationsproblem mit dem Funktional f(u) = \/LQ—Q foh L(t,u(t),u(t)) dt, wobei

1+ 92

L(t,x,y) = L(t,y) = .

45. E. Knobloch. Leibniz and the Brachistochrone, Documenta Mathematica. Extra Volume ISMP (2012) 15-18.
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Zwar ist L nur auf |0, h] stetig differenzierbar; wir kénnen das obige Verfahren dennoch anwenden,
indem wir das Integral iiber [0,h] als uneigentliches Riemann-Integral betrachten. Wenn wir
annehmen, dass in einem Extremum B die Funktion ¢ — 0, L(t, B(t), B'(t)) stetig differenzierbar

ist, so erhalten wir die Euler-Lagrange-Gleichung %%L = 0, L bzw. (da 0,L = 0)

B/

1
2 Vivizp®

Damit hat B’ ein festes Vorzeichen auf |0, h]. Da B(0) = 0 und B(h) = b positiv ist, muss an
einer Stelle (und somit immer) B’ positiv sein. Somit ist auch ¢ positiv, und wir kénnen auflosen:

¢ = const.

B'(#t)? = At(1+B@#)?) baw.
B#)*(1=c*) = A baw.
(3) B'(t) = Vel ! mitr:L.

Vit Vor—t 22

Im Prinzip sind wir nun fertig. Wir kennen B’ und B(0) und kénnen daher B durch Integration
bestimmen.

Die gefundene Losung hat jedoch keine sehr anschauliche Form. Stattdessen schreibt man den
Graphen von B als eine durch eine Variable ¢ parametrisierte Kurve (z(¢), y(¢)).

Geschickt setzt man
z(p) = r(1 — cos ) = 2rsin®(p/2)

(vgl. 8.18) fiir ¢ € [0, ¢p] mit noch zu bestimmendem 0 < ¢y < 7.

Die Randbedingung erfordert (x(0),y(0)) = (0,0) und (z(yo),y(v0)) = (h,B(h)) = (h,b). Es
folgt, dass h = 2rsin?(pg/2) bzw. ¢o = 2arcsin \/h/(2r).

Fiir y(¢) = B(z(p)) erhalten wir

1—cosyp) .
/ _ B / _ 7( .
y () (z())z () "0 Teosg) | SmY
rweitern 1- 2
Frweite 7( cos ¢) rsine = r(l — cos ).
1—cos?¢p

Dies integrieren wir leicht mit der Anfangsbedingung y(0) = 0. Wir erhalten also auf [0, ]

(4) z(p) = r(l—cosp)
(5) ylp) = r(p—sing).
aus der Bedingung y(pg) = b folgt dann r(pg — cos pg) = b und somit r = m.

Damit erhélt man auch die geometrische Interpretation der Bahn: Der Graph von (z(¢),y(¢))
ist ein Zykloidenbogen, d.h. gerade die Kurve, die ein fester Punkt auf einem abrollenden Kreis
beschreibt.
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phi-sin(phi)

Se

(yd)soo-|
|
auoIYI0ISIyaeIg

Der Kreis rollt auf der oberen Horizontale nach rechts ab. Der anfangs hochste Punkt (kleiner
roter Kreis, in verschiedenen Stadien dargestellt), beschreibt dabei eine Zykloide (hellblaue
Kurve). Dass dabei die Gleichungen (4)/(5) (hier fiir » = 1) gelten, ergibt sich aus der
Tatsache, dass die Rechtsbewegung durch die Abrollbewegung gegeben ist (rosa Linie im ersten
Kreis) und aus der Geometrie (griin im ersten Kreis).

Es bleibt die Frage, ob sich g und r immer geeignet wéhlen lassen. Dazu:

Behauptung. Es gibt genau dann einen Zykloidenbogen, der iiber dem Intervall [0, h] als Graph
darstellbar ist und die Punkte (0,0) und (h,b) miteinander verbindet, wenn b/h < /2.

Beweis. Zundchst beachten wir, dass @9 < 7 sein muss, wenn der Bogen als Graph tiber [0, A]
dargestellt sein soll, da z(¢) = r(1 — cos ¢) nur auf [0, 7] injektiv ist (danach wird z(p) wieder
kleiner).

Fiir ¢qg gilt:

b B(h) _ yleo) _ po —sin(po)

h x(po) 1 —cos(po)

Nun ist die Funktion g(yp) = f:sgslgzg auf ]0, 7] glatt und streng monoton wachsend. Letzteres ist

nicht ganz offensichtlich; zur Verdeutlichung kann man sich den Graphen skizzieren.
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& : ' ! ! 77" Die Ableitung ¢’
Es gilt nach der Regel von de I"'Hospital

o 1_ .
g(0+) = lim o SMPo lim L (U lim i Y

- =0
wo—0t+ 1 — cos g wo—0t  sin g po—0T COS g

und g(7) = 7/2. Also gibt es genau dann (genau) ein ¢y €]0,7[, das die obige Gleichung 16st,
wenn b/h < /2.

Wann sind kritische Punkte Extrema?
18.18. Bemerkung. Es sind noch zwei wesentliche Fragen offen:

(a) Wann ist die Bedingung erfiillt, dass in einem kritischen Punkt ug tatséchlich die Funktion
t — Oy L(t,uo(t),u(t)) differenzierbar ist?

(b) Handelt es sich bei den unter den notwendigen Bedingungen gefundenen Funktionen tat-
séchlich um Extrema?

Wir gehen nun zunéchst 18.18(a) an.

18.19. Definition. Essei L : [a, f]xW — R eine C?-Funktion und f(u) = ff L(t,u(t),u(t)) dt.
Man nennt f elliptisch, falls W mit je zwei Punkten (x,y1) und (x,y2) auch die Verbindungs-
strecke enthélt und die Matrix (Hesse-Matrix bzgl. y)

(8§jykL(t,x,y)>

in jedem Punkt (¢, z,y) € [, B] x W positiv definit ist.

j,k=1,...m

18.20. Satz. Esseig : o, 8] — R™ stetig und ff(g(t), ¢ (t)) dt = 0 fiir alle ¢ € C°(Je, B[, R™).
Dann ist g konstant.

Beweis. O.B.d.A. sei m = 1. Wir wiihlen eine beliebige Funktion ¢o € C°(Ja, B]) mit [ ¢odt = 1.

Fiir eine Funktion ¢ € C2°(]a, S[) setzen wir dann

w0 = [ olo) - () storas

Dabei sei a > « so gewdhlt, dass p(t) = 0 = @o(t) fiir ¢ < a. Dann ist ¢ offensichtlich eine
beliebig oft differenzierbare Funktion (berechne v). Ferner gilt ¢ (¢) = 0 fiir ¢ < a und ¥ (t) =0
fiir ¢ nahe an 3, denn dann ist (wegen ¢, vy € C2°)

/:%0(8)—</80>900(8)ds:/90_(/90)/%:0‘

Also ist ¢ € C2°(]a, f[) und somit nach Voraussetzung

B
/ g(H)/(t) dt = 0.
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Dies bedeutet aber, dass

/aﬁ g(t) <s0(t) - (/ s0> goo(t)> dt = 0 baw.

B
| 0 -apvar = o
fir ¢ = [ g(t)¢o(t) dt und beliebiges ¢ € C°. Nach Satz 18.8 ist g — ¢ = 0, also g(t) = c. <

18.21. Lemma. Mit den Bezeichnungen von 18.6 sei
B
(1) 0 (u; ) =/ (O L(t,u(t), u' (1)), o(t)) + (QyL(t, u(t), ' (t)),¢'(t)) dt =0

fiir ein w € U und alle p € C°(]a, B[, R™). Dann ist fiir jedes ty € [o, 0]

OyL(t,u(t), ' (t)) — [ 0uL(s,u(s),u(s))ds konstant.

to

Beweis. Die Funktion g(t) = fti 0. L(s,u(s),u'(s))ds ist als Stammfunktion einer stetigen Funk-
tion stetig differenzierbar. Partielle Integration liefert mit (1):

B
| @ ute) ol 0) = glt). ' 0) e = 0
fir alle p € C°(Jay, B]). Aus Satz 18.20 folgt dann die Behauptung. <

18.22. Lemma. Das Funktional f(u) = ff L(t,u(t),u(t)) dt mit der C*-Funktion L : [a, 8] x
W — R erfiille die Elliptizitatsbedingung 18.19. Dann ist die Abbildung (‘Legendre-Transforma-
tion’)
O [, ] x W = [a, f] x R™ x R™
(t,z,y) — (t,z,0,L(t,x,y))

injektiv. Ihr Bild ist von der Form [c, ] x(Q fiir eine offene Menge Q und @ : [a, S| xW — [ov, ] x§2
ist ein C'-Diffeomorphismus.

Beweis. Injektivitit Die Gleichung ®(t,x,y) = (t,z,p) ist dquivalent dazu, dass 9,L(t,z,y) = p.

Daher ist ® genau dann injektiv, wenn fiir jede feste Wahl von (¢, z) die Abbildung
F:I—-R" F(y) =0,L(tx,y)

injektiv ist. Dabei sei I = {y € R™ : (z,y) € W}. Es seien y;,ys € I. Nach Voraussetzung ist

Fl(y) = (8§jykL(t,x,y)) = Hess, L(t, z,y)

positiv definit. Wir setzen h = yo — y; und definieren ¢ : [0,1] — R durch

g(r) = (h,Fy1 + 7h)) = > 0y, Ly + Th)hy.
k=1

Dann ist g stetig differenzierbar, und fiir A # 0 ist

g/(T) = Z ZayjykL(t7x7y1 + Th)hjhk > 0.
J=1 k=1

Insbesondere ist dann ¢(0) < g(1) und somit F(y1) # F(y2).
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Differenzierbarkeit. Die Jacobi-Matrix von ® hat die Form

1 0 0
& (t,z,y)=|0 E, 0],
* * H

wobei E,,, die Einheitsmatrix und H = (ngykL) nach Voraussetzung positiv definit ist.

Damit ist ®’ invertierbar. Nach dem Satz von der lokalen Invertierbarkeit (Satz 12.44) ist damit
fiir jeden Punkt (t,7,y) € [a, 8] x W die Abbildung ® ein (C')-Diffeomorphismus von einer
Umgebung von (¢, z,y) auf eine Umgebung von (¢, x, 0y L(t, z,y). Damit ist das Bild von ® von
der Form [, 8] x €2 fiir eine offene Menge Q2 und & ist wegen der Injektivitéit ein Diffeomorphismus.
<

18.23. Folgerung. Die Umkehrabbildung zu ® ist von der Form
L=V (t,x,p)— (t,z,Y(t,z,p))
mit einer stetig differenzierbaren Funktion Y; es gilt
OyL(t,z,y) =pey=Y(txDp).

18.24. Satz. (Hilbert) Das Funktional f(u) = ff L(t,u(t),u'(t)) dt mit der C*-Funktion
L : o, 5] x W — R erfiille die Elliptizitdtsbedingung 18.19. Ferner sei u € U ein kritischer Punkt
von f, d.h. es gelte die Bedingung 18.21(1)(= 18.6(2)). Dann ist u zweimal stetig differenzierbar.

Insbesondere ist damit die zur Herleitung der Euler-Lagrange-Gleichung gemachte Differenzier-
barkeitsannahme an t — 0, L(t,u(t),u (t)) in einem kritischen Punkt u stets erfiillt.

Beweis. Nach Lemma 18.21 gibt es ein ¢ € R™ mit

OyL(t,u(t),u' (t) = [ O0.L(s,u(s),u'(s))ds + c = g(t).

to

Mit den Bezeichnungen aus 18.23 ist also

u'(t) =Y (t,u(t), g(t)).
Da Y, u und g stetig differenzierbar sind, ist auch v’ stetig differenzierbar und somit u € C?. <
Die Frage, ob eine Funktion, die die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt, auch wirklich ein Extre-
mum liefert, ist i.Allg. nur schwer zu entscheiden. Wenn L nicht von x abhéngt, hilft folgende
Uberlegung;:
18.25. Extremalitiit. Esseim = 1,C®(Ja, B[,R) <V < C¢ (e, B],R) und f(u) = ff L(t,u/(t))dt
mit einer von x unabhingigen C2-Funktion L : [a, 5] x R — R. Die Werte u(a) = a und u(8) = b

seien vorgegeben. ° Ferner sei ug ein kritischer Punkt bzgl. V. Nach Satz 18.10 erfiillt ug die
Euler-Lagrange-Gleichung. Da L nicht von x abhéngt, gilt:

d

anL(uu{)(t)) = axL(t7u6)) =0,
also
(1) Oy L(t,up(t)) = ¢ = constant in ¢.

Ist f elliptisch, d.h. Oy L(t,y) > 0, so kénnen wir nach dem Satz von der impliziten Funktion
12.48 die Gleichung 0y L(t,y) = ¢ (zumindest lokal) nach y auflésen. Wir erhalten eine stetig
differenzierbare Funktion g = ¢(¢,¢) mit

ayL(t7y) =Cc<= Y= g(t,c)

5Wire das nicht der Fall, so hétte es keinen Sinn iiber einen Raum V mit V C C¢ zu variieren.
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Gleichung (1) ist also dquivalent dazu, dass ug(t) = g(¢, ¢).

Integration mit den Randbedingungen ug(«) = a und ug(5) = b liefert
t B
(2) up(t) =a +/ g(s,c)ds und / g(t,c)dt =b—a.

Die zweite Gleichung in (2) erfordert, ein ¢ zu finden mit || f g(t,c)dt = b— a. Es gibt hochstens
eines, denn aus 9,L(t, g(t,c)) = c folgt

d
1= 2oC= 8§yL(t, g(t, ) dey(t, c)

und somit, wegen der Positivitdat von BgyL, dass 0.g(t,c) > 0; dies wiederum erzwingt, dass

d P B
7 g(t,c)dt = / Ocg(t,c)dt > 0.

Nun zur Extremalitdt: Nehmen wir an, wir haben eine stetig differenzierbare Funktion ug gefun-
den, die die Euler-Lagrange-Gleichung und ug(«) = a, ug(f) = b erfiillt. Dann ist u ein striktes
lokales Minimum von f.

Dazu: Es sei (wegen der Vorgabe der Randwerte) 0 # ¢ € C3([, 8], R). Die Menge
K = {(t,ub(t) + 59/(8)) € [0 8] x R : £ € [0, 8,0 < 5 < 1}

ist als Bild der kompakten Menge [0, 1] x [c, 5] unter der stetigen Abbildung (s,t) — (¢, ug(t) +
s¢'(t)) kompakt. Daher nimmt 8§yL dort ein positives Minimum p > 0 an. Nach dem Mittel-
wertsatz existiert fiir festes ¢ ein oy € ]0, 1] mit

1
(3) Lt up(t) + (1) = L(t,ug(t)) + 0y L(t, ug (1)) @' (8) + 505, L(t, ug(t) + 0w’ () ¢/ (1)
Nl;il ist 0y L(t,uy(t)) = ¢ und ff ¢ (t)dt = o(B) — ¢(a) =0—0=0und §2,L > p. Es folgt fiir
p # 0O

B B

@) fluo+e) = [ L)+ @ (0)de > fluo) 40+ 5 [0 de> fluo)

(0% o
Damit ist ug ein striktes Minimum fiir f unter unter allen C''-Funktionen auf [, f], die in o den

Wert a und in 8 den Wert b annehmen.

18.26. Noch einmal die Brachistochrone. Hier ist L(t,y) = \/1 + y2/+/t. Damit ist L zwar
keine C2-Funktion auf [0, h] x R, aber auf ]0, k] x R mit

Y 1
Vi1 + y? \/f\/1+y23
Gleichung (1) aus 18.25, d.h. 0, L(t,uy(t)) = ¢, war genau die Gleichung die wir fiir B’ gelost
hatten, s. 18.17(2)/(3).

Fiir jedes ¢ € ]0, h] erhalten wir die Identitat 18.25(3). Mit B = ug und M = max{|B’(t)+¢'(t)| :
t € [0,h])} erhalten wir, dass

OyL(t,y) = und ngL(t,y) = > 0.

t €]0, hl.

O Lt B(0) + ovd (1)) — ! S —
wh(h B0+ o (t) \/i\/1+(B'(t)+otso’(t))23Zﬂm?’
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Wie in 18.25(4) schliefen wir, dass
h

f(B+y) = lim [ Lt B'(t) + ¢(1)) dt
1 L
> IB) g gnO/ Z e 0t > 1(B)

Wir sehen also, dass die Brachistochrone tatséchlich ein Minimum liefert.
18.27. Beispiel. (Weierstrafl 1870) Das durch f(u) = fil 20’ (t)? dt auf

U={uecC'(-1,1]) :u(-1) = =1,u(1) = 1}
definierte Funktional f nimmt kein Minimum an.

Wir betrachten dazu die Folge w,,(t) = arctan(nt)/ arctan(n). Dafiir gilt

fluy) = / 1 t2 (%(arctan(nt) / arctan n)>2 dt

—1

1 ! n?t?
- (arctann)? J_; (14 n2t?)? dt

s=nt 1 1 /n 32 d
= T2 5y A4S
(arctann)? n J_, (1 + s%)2
1 1

C—— — 0 fiirn — oo,
(arctann)? n

wobei C' = [ s%(1+ s?)"2ds.

Gébe es eine minimierende stetig differenzierbare Funktion u, so miisste fjl t2u/(t)? dt = 0 und
damit «’ = 0 gelten. Damit ist u konstant. Dann ist aber u(—1) # —1 oder u(1) # 1.



