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16. LINEARE ABBILDUNGEN AUF BANACHRAUMEN. DIE EXPONENTIALABBILDUNG
Im Folgenden seien V, W normierte K-Vektorrdume, K = R oder C.

Die Norm einer linearen Abbildung.

16.1. Definition. Wir nennen A € Homg (V, W) beschrankt, falls

A
] = sup 120
v#£0 [vllv

Aquivalent: ||Al| = supj,, —1 [[Av|lw mit gleicher Begriindung wie in 12.19. Stets ist dann
[Av]lw < [[A[ll[o]lv-

Man bezeichnet die Menge aller beschrankten Homomorphismen mit £(V, W) und schreibt £(V)

statt L(V, V).

16.2. Lemma.

(a) |- | ist Norm auf L(V,W).

(b) Ist Ae L(V,W) und B € L(U,V), so ist AB € L(U,W) und ||AB|| < ||A| || B]|
(,Submultiplikativitat*)
(¢c)  Die Norm von Id in L(V) ist 1.

Beweis. (a) Es sei ||v|ly = 1.

(i)  |IA] > 0,||A] =0« A =0 klar
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(i) [[(AA)vllw = [A[[[Avlw, also [AA]| = sup [[(AA)vllw = [A[sup [|Av][w = [A[[[A]l.
(iii) |[(A+ B)v|lw < |[[Av|lw + || Bv|lw, daher ist

A+ Bl = sup||(A+ B)v[lw < sup{[|Avljw + [|Bvllw}
< sup||Avljw + sup [ Bullw = [[A] + [ B]|.

def
(d) [(AB)ullw = [[A(Bu)llw < [All|Bullv < Al B|[[lwlo-

(c) Klar. <
16.3. Satz. Fiir A € Homg(V, W) sind dquivalent

(i) A ist stetig auf V.
(ii) A ist stetig in 0.
(iii) A ist beschréankt.
Beweis. (i) = (ii) trivial

(ii) = (iii) Annahme: A ist nicht beschrankt. Dann existiert eine Folge (vg) in V' mit |lvg] = 1,

aber ¢ 1= ||Avg|| — oo. Fiir grofes k ist ¢ > 0, und wir setzen
Wk = Vg /\/Ck-

Dann gilt [Jwg| = 1/,/cx — 0 aber |[[Awy| = /¢ — oo — Widerspruch!

(i) = (i) Sei vgp € V und (vg) Folge gegen vg. Dann gilt ||Avy — Avgllw = [|A(vi — vo)]| <
| A|l [lvg — vollv — 0, d. h. A ist stetig. 5

16.4. Satz. Es sei V ein endlich-dimensionaler normierter Raum mit der Norm || - ||y. Dann
gilt:
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(a)  Alle Normen auf V' sind dquivalent.
(b) V vollstédndig, d.h. ein Banachraum.
(¢c)  Die Einheitssphéire {v € V : ||v||y = 1} in V ist kompakt.

Beweis. (a) Wihle einen Isomorphismus 7" : K® — V. Die Norm von V' erzeugt eine Norm auf

K", indem wir ||z|| := ||Tz||y setzen. Auf K" sind jedoch alle Normen &quivalent (Satz 7.16),
d.h. es existieren Konstanten C7,Cy > 0 mit
(1) Cillzlly < llzll = [Tzl < Callz]s.

Ist ||v]|{, eine weitere Norm auf V, so erfiilllt sie ebenfalls solche Ungleichungen mit Konstanten
C1, C4. Dann folgt

/ /
SRty < 22

Co
< Ool|T M|y <
lollv < Call 7ol & <to

< F{HUHIV <

[vflv-,

somit sind |lv]|yv und |[v||}, dquivalent.

(b) Ist (vj) eine Cauchy-Folge in V, so ist (T'v;) eine Cauchy-Folge in K™. Sie hat einen
Grenzwert z € K. Wegen (1) folgt, dass ||v; — Tz|v < Co||T~v; — z||; — 0, also hat (v;) den
Grenzwert T'x.

(c) analog zeigt man Folgenkompaktheit (dquivalent zur Kompaktheit nach Satz 14.13). N
16.5. Satz. Ist V endlich-dimensional und A € Homg(V, W), so ist A beschrinkt (und somit
stetig).

Beweis. Wihle eine Basis {v1,...,v,} von V und versehe V' mit der Norm ||v|[y = >7%_, |¢;| fiir
v =737 cjv;. Ist nun [[vfly <1 soist |e;| <1 fiir alle j, also

n n
[Avllw <> lejll[Avgllw <Y [|Avy .
j=1 j=1

<

16.6. Satz. IstV normierter Raum, W Banachraum, so ist L(V, W) ein Banachraum beziiglich
der Norm || A|| = supy, =1 [[Av|w

Beweis. (Vgl. 14.16) Zu zeigen ist nur die Vollstédndigkeit. Es sei also (Ag) eine Cauchyfolge in
L(V, W) bzgl. der Operatornorm, d.h. zu jedem e > 0 existiere ein ng so, dass

(1) |Ax — A;|| < € fiir alle k,1 > no.

Zunéchst definieren wir eine Abbildung A : V — W, indem wir fiir jedes v € V die Folge

(Agv) betrachten. Dies ist eine Cauchyfolge in dem Banachraum W, hat also einen Grenzwert

Av = lim Agv. Ferner gilt:

(i)  Diese Abbildung ist linear, wie man sofort sieht.

(ii)  Es gilt Ay — A: Ist € > 0 vorgelegt und ng so gewahlt, dass (1) gilt, so gilt fiir alle v € V'
mit [|v]| = 1 wegen der Stetigkeit der Norm

|Axv — Av|| = lim ||Apv — Apv|| < e, also ||A — Al <e.
l—o00

(iii) A ist beschréankt: Sind €, n¢ wie oben, so ist ||A|| < ||Ax|| + ¢ < oo.
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Exponentialfunktion von Operatoren.

16.7. Satz. Essei V ein Banachraum und A € L(V'). Wir setzen

0 tk
tA . k
e k:'A t e R.

Dann gilt:

(a)  Die Reihe fiir et4 konvergiert fiir jedes t € R absolut in L(V).

(b)  Die Funktion t — e/ ist differenzierbar (also auch stetig) auf R, und
(etA)/ — AetA = oA 4.

(c) elstA = esAptd 5t e R, €0 = Idy,

(d) Ist zudem B € L(V), so gilt: AB = BA & ¢t4etB = HA+B)

Bemerkung Alle Eigenschaften gelten auch fiir komplexe s,t, falls V' ein C-Banachraum ist;
dies bendtigen wir aber nicht.

Beweis. Dies ist eine Potenzreihe, wie wir sie in Kapitel 10 kennengelernt haben. IThr Konver-
genzradius ist unendlich: Wegen der Submultiplikativitit (16.2(b)) ist [|A¥|| < ||A[|¥ und somit

limsup +/[|A%||/k! < [|A]|lim {/1/k! = 0.

Wir erhalten sofort (a).

(b) Aus Satz 9.17 folgt, dass die Funktion differenzierbar ist und fiir die Ableitung gilt
> tk 1

() =>" k:WA’“ Aett = e A
k=1

(c) Wie im skalaren Fall gilt (Cauchy-Produkt): > 72, (Szf)k Ak =% Z?:o (?)S]’;C#Ak -

sJ GothI k- —J — osA tA
Zk OZJ OJI (k— j)vA €

(d) ,=* Vertauschen A und B, so kann man e wie im Fall komplexer Zahlen mit dem
Cauchyprodukt und dem binomischen Lehrsatz berechnen:

tA etB

k _ 0 Lk 00
titk t
tA tB Ink—j _ ink—-j7 _ t(A+B)
= A= z()w =Y HA B =
k=0 j=0" k=0
Beachte: Fiir die vorletzte Identitdt braucht man, dass AB = BA ist.
<" Berechnet man e*4¢'® mit dem Cauchyprodukt (s.0.), so ist der Koeffizient von #2: %(A2 +

2AB + B?). In e!+B) ist er 1(A + B)? Aus Identititssatz fiir Potenzreihen (Satz 9.20) folgt
A% + 2AB + B2 = (A + B)?, also AB = BA. <

16.8. Frage. Wie berechnet man e/ fiir ein A € Mat,(C)? Wichtigstes Hilfsmittel ist die
Jordan-Zerlegung:

16.9. Erinnerung: Jordansche Normalform. Es sei V ein endlich-dimensionaler C-Vektor-
raum, A € Homg(V) und fa = [[;_;(x — A;)"™ mit paarweise verschiedenen \; das charakteri-
stische Polynom. Dann gibt es Basen B; von Kern (\;Id — A)" so, dass fiir B = (By,...,B,;)
gilt

Ji

BAp =
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Dabei sind die J;,j = 1,...,r obere Dreiecksmatrizen von folgender Gestalt:
Jj
Jj =
Jik;
wobei die Jj;, (die sog. Jordan-Késtchen) quadratische Matrizen von der Form
Ajo1

Jjk =
1
Aj
sind. Bis auf die Reihenfolge der Késtchen ist die Zerlegung eindeutig.

16.10. Lemma. Sei A € Mat,,(C) und J = gAp die Jordan-Normalform. Dann ist J = T—'AT
mit T = jan. Basisldg. Man erhélt daher die n x n-MatrixT" dadurch, dass man die n Basisvektoren
als Spaltenvektoren nebeneinander in das Matrixschema schreibt. Die Matrix ' ldsst sich dann
mit folgenden Uberlegungen berechnen:

(a) Esseien Ji,...J, quadratische Matrizen und
Ji 0
J =
0 JIp
Dann ist
elit 0
ol
0 elrt

(b) e(Ald+B)t _ e)\teBt7 AeC

(c)  Fiir eine (k x k)-Matrix der Form wie unten ist

1t t2/2 ... th1/(k—1)
01 0 / ' /(' )
, 01 ¢ :
0o . _
0 0 t
1

(d) etA — (TIT Nt _ pet =1
Beweis.

(a) Kastchensatz
(b)  16.7(f). Beachte eMdt = eMId.

(c) Folgt, wenn man sich die Potenzen einer solchen Matrix ansieht. Im ersten Schritt ist

) 00 1 0
0 1 0
00 0
0
= 1
1
0 0 0
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Bei jeder weiteren Potenzbildung verschiebt sich die Reihe der Einsen weiter nach rechts
oben. Startet man mit einer (k x k)-Matrix dieser Form, so ist die k-te Potenz Null.
(d) T = o (L(TIT Y = Y2 BT IT T = Tet T

16.11. Folgerung. Essei B = {wy,...,w,} eine Jordanbasis fiir A € Mat,,(C) und J = pAp
die Jordan-Normalform. Dann ist

e =Te'T™1  mit T = ranon. Basisldp = Spaltenmatrix (wi,...,wy).

Dies ist bereits ein einfach zu berechnender Ausdruck. Es geht aber noch besser:

Man berechnet leicht Te?’, weil fiir ein beliebiges k-Tupel von n-Vektoren gilt:

1t 22 .0 R (k—1)!
01 ¢ .
(1) (vl,...,vk) 0 0 1 t2/2 :(Ul,t’ul+122,...,m1)1+...+’0k).
nxk : .
: : t nxk
0 1
kxk
Man erhilt dann Te”’t, indem man als vy,...,v; den zu einem Jordankistchen Jji gehorigen

Abschnitt aus der Basis B wihlt und die Matrix auf der rechten Seite von (1) noch mit e’
multipliziert.

16.12. Beispiel.

-8 47 -8
A = —4 18 -2
-8 39 -5
T+ 8 —47 8
det(zId — A) = det 4 = —18 2
8 -39 x+5
= 23522+ 8 —4
— (-1 - 2)?
Eigenwerte: A\ = 1, A9 = 2.
Mogliche Jordanform
1 1
(%) 2 oder (k) 2 1
2 0 2
Dazu
10 —47 8
2ld — A = 4 —-16 2
8§ =39 7

hat Rang 2, also (**), nicht (*).

Wie sieht die Basis aus?



(a)  Eigenvektor zum Eigenwert 1. (Es gibt genau 1 bis auf Streckung.)

Setzep§:5:>p%:2:>p%:6:>p1:

(b)  Eigenvektor zum Eigenwert 2. (Es gibt genau 1 bis auf Streckung.)

Setze p3 = 7 = p3 = 3 = p? = (141 — 56)/10 = 8,5 = p* =

(¢)  Nun bestimme p3 mit Ap® = 2p> + p?, d.h. (2Id — A)p3 = —p*.

10 —47 8

4 —-16 2

8§ =39 7

10 —47 8

= 4 -16 2
0 -7 3

9 —47 8 pi
4 —17 2 p3 =0
8 —39 6 3
9 —47 8 pi
= [ 4 —17 2 ps = 0.
0 -5 2 pé
6
2
5
10 —47 8 p?
4 —16 2 P3 =0
8 -39 7 p3
10 —47 8 p?
= 4 —16 2 P = 0.
0 -7 3 P

ot —17
p, | = | -6
P —14
P —-17
| = | -6
P -2

8,5
3
7

Wihle pf = -3 =p3=—-1=pl = (-17+24-47)/10 = -4 = p? =

Also ist eine Basis, beziiglich derer A die Gestalt (**) hat, gegeben durch

Somit ist

und

6 17
B= 2 1, 6
5 14

T = kanon. BasisIdB =

—4
-1
-3

)

6 17
2 6
5 14

—4
-1
-3

TeJt —

Get
2¢t
Het

17e2t
6€2t
142t

—4e2t 4 17Tte?t
_€2t + 6t€2t
—3e2t 4 14te?t
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, bessere Wahl

—4
—1
-3
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