12. DIFFERENTIALRECHNUNG IM R"™

Partielle und totale Differenzierbarkeit. Im Folgenden sei U C R" offen, X ein Banachraum
und f: U — X eine Funktion.

12.1. Motivation. Wir betrachten die Funktion
f:R? 3R, f(z,y) = sin(2z + 3y).

Wir kénnen f nach x ableiten und erhalten 2 cos(2x + 3y). Ebenso wir kénnen f nach y ableiten
und erhalten 3 cos(2z + 3y). Um zu kennzeichnen, nach welcher Variable man ableitet, schreibt

man
of _ of _
%(x, y) = 2cos(2x + 3y) bzw. By (z,y) = 3cos(2x + 3y)

mit der von Leibniz eingefiihrten geschwungenen Variante & des Buchstabens d) statt -2 bzw.
( g g g dz
d

- Allgemein sieht das so aus:
12.2. Partielle Ableitung. Es sei x € U. Wir nennen f in z nach z; partiell differenzierbar,

falls der Grenzwert
ﬁ(l‘) — lim f(l'ly sy Tj—1, Ty + h,$j+1, A ,.%'n) — f(.%'l, A ,xn)
aﬁﬂj h—0 h

existiert. Man nennt ihn die partielle Ableitung von f nach z; in x und schreibt ngj oder auch
Oz, f(x), manchmal sogar nur f; (z).

Ist f in jedem Punkt partiell nach z; differenzierbar, so heift f auf U partiell nach z; differen-
zierbar.

Ist f nach allen Variablen z;, j = 1,...,n, partiell differenzierbar in x bzw. auf U, so heifst f
partiell differenzierbar in x bzw. auf U. Sind die partiellen Ableitungen stetig, so heifst f stetig

partiell differenzierbar. Ebenso definiert man hohere partielle Ableitungen, z.B. %(m)

12.3. Bemerkungen.

(a) Bezeichnet man mit e; den j-ten Einheitsvektor, so schreibt sich die partielle Ableitung

of . fla+he) - @)
os; ) = ;i -

(b)  Wahlt man die xy, k # j fest und betrachtet die Funktion

g(t) = f(:Cl, e ,xj,l,t,xjurl, e ,CEn)
die fiir ¢ nahe bei z; definiert ist, so gilt — falls der Grenzwert existiert —

of /
a7},(96) =g ().

Die partielle Ableitung ist also eine gewohnliche Ableitung bei festgehaltenen anderen
Variablen.

12.4. Richtungsableitung. Statt der Vektoren eq,...,e, kann man auch beliebige andere
Vektoren einsetzen: Ist v ein beliebiger Vektor in R”, so ist die partielle Ableitung von f nach v

in z definiert durch of £ ho) — f(a)
x4+ hv) — J(x
gy ®) = fimy h :

sofern der Limes existiert.

12.5. Beispiel.
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(a) f:R%— C? sei definiert durch
[y, x0) = (3517902 22243,

Dann ist

0 ; 0 ;
8—51 = (33112 4oy 23), 3—52 = (i 3712 6r3al),

f ist daher auf ganz R? stetig partiell differenzierbar; sogar — wie man leicht sieht —
unendlich oft.

(b) 7 :R™ = R sei definiert durch r7(z) = ||lz]| = (3}, x?)l/Q. Dann ist r auf R"™ \ {0} stetig
partiell differenzierbar, mit

axj_Z(ij) 2rj = r

Aus der Beobachtung in 12.3(b) folgt sofort:

12.6. Satz.

(a) f:U — R™ ist in x partiell nach x; differenzierbar, genau dann, wenn alle Komponen-
tenfunktionen fi, k = 1,...,m, in x nach x; partiell differenzierbar sind. In diesem Fall
ist die k-te Komponente von 0f /Ox; gleich O f,/0x;.

(b)  f:U — C™ ist in  partiell nach x; differenzierbar, genau dann, wenn alle Real- und Ima-
gindrteile Re f;, und Im fj, der Komponentenfunktionen in x nach x; partiell differenzierbar
sind. Dann ist Re (0fy/0x;) = ORe fi,/0x;, analog fiir den Imaginérteil.

(¢c) Es gelten Summen-, Produkt- und Quotientenregel.
12.7. Schwiche der partiellen Ableitung. Auf D C R differenzierbare Funktionen sind

stetig (Folgerung 7.4). Partiell differenzierbare Funktionen sind jedoch i. Allg. nicht stetig. Wir
betrachten z. B. fiir n > 2 die Funktion

T1:... Ty

. e 7Y

FR" =R, f(z)=
f(0)=0

Dann ist f in 0 nicht stetig, da die Folge (1/k,...,1/k) gegen Null konvergiert, aber

1 1 kK~ EN™
f(Ev'"aE):W: (ﬁ) — 00.

Andererseits ist f in 0 nach zq,...,z, partiell differenzierbar, denn
SO+ hej) — f(0) 0-0 _0
h - h

Beachte: Auf R™ \ {0} ist f als Komposition beliebig oft partiell differenzierbarer Funktionen
beliebig oft partiell differenzierbar.

Beispielsweise erhalten wir mit r = ||z||.
8f xl...xj,lijrl...xn T1...Tp CC]'
D 2 —2n— T
0z ren ren r

12.8. Gradient, Divergenz, Rotation.



(a) Essei f:U — R (!) partiell differenzierbar. Dann heifst

grad f(z) = <§3{1( ). ;—;;(@) eR"

der Gradient von f in x. Manchmal schreibt man auch V f(z) ,Nabla f“. Die Funktion
grad f : U — R ordnet jedem Punkt x € U C R™ den Vektor grad f(x) € R" zu.
Gangz allgemein nennt man eine Funktion g : U C R™ — R" ein Vektorfeld.
(b) Ist g: U C R™ — R" ein partiell differenzierbares Vektorfeld, so heifst divg = Z;‘L:1 %
die Divergenz von ¢ in .
Formal kann man schreiben
divg = (V,9),
wobei V als der ,Vektor* (8%1’ e %) interpretiert wird.
(c) Ist g:U CR3 — R? ein partiell differenzierbares Vektorfeld, so heifit
_ (995 _ 092 991 _9gs 092 091
8.%'2 8.%'37 31‘3 31‘1 ’ 8.%'1 8.%'2
die Rotation von ¢ in x (Englisch: curl g). Formal ist
rotg =V X g.

12.9. Satz. (Satz von Schwarz). Ist f: U C R" — X zweimal stetig partiell differenzierbar,
S0 ist

am]amkf(x) = a:vka:vjf(x)’ zeU;
man kann also die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen.

Mehrfache Anwendung des Satzes zeigt, dass man fiir eine ¢-mal stetig partiell differenzierbare
Funktionen die Reihenfolge fiir £ partielle Ableitungen vertauschen kann.

Beweis. 1. Vereinfachung: Es geniigt, ihn fiir n = 2 zu zeigen, da partielle Ableitungen gewohnliche
Ableitungen bei festgehaltenen anderen Variablen sind und die restlichen Variablen keine Rolle
spielen.

2. Vereinfachung: Es gentigt, ihn fir U = {(y1,v2) : |y1],|y2| < ¢} fir ein ¢ > 0 und (z1,22) =
(0,0) zu zeigen. Durch evtl. Verkleinern erreichen wir dir obige Form von U. Ist ferner (a,b) € U,
so betrachte g(x1,z2) = f(x1+a,z2+0b). Die Ableitungen von f in (a,b) sind die von ¢ in (0, 0).
Wir schreiben 0 f statt O, f, O12f statt Oy, Oy, f usw..

Nun zum Beweis. Wir zeigen:

021 /(0,0) = lim f<h,k>—f<o,k>h—kf<h,o>+ £(0,0)
kAo

Zunéchst die erste Identitat: Wir bezeichnen den obigen Bruch mit D(h, k) und schreiben (Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung, angewendet auf die Funktion ¢ — f(¢,k)):

= 012(0,0).

7 (
Ebenso ist 3 (f(h,0) — £(0,0)) = fo 01 f(sh,0)ds, also

(1) D(h,k) = /01 ouf(shy %) ;alf(Sh’O) ds.

1f(hk) /81ftkdtt—8h/ 1 f(sh, k)d
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Nun wenden wir - analog wie eben - den Hauptsatz auf die Funktion u +— 0 f(sh,u) an und
erhalten :

1 1
(2) D(h, k) :/ (/ Oo1 f (sh, tk) dt)ds.
0 0
Ist & > 0 vorgelegt, so ist wegen der Stetigkeit von 0s1 f
[021 f (sh, tk) — 021 f(0,0)]| < e
falls |h|, |k| hinreichend klein sind (beachte: |sh| < |h| und |tk| < |k|). Beachten wir, dass
fol (fol 021 f(0, 0)dt> ds = 021 f(0,0), so erhalten wir

ID(h, k) — Bo1 £(0,0)]| = H/Ol </01321f(sh,tk) dt)ds - 821f(0,0)H

/01 (/01 021 f (sh,tk) — 921 £(0,0) dt)ds < /01 (/01 1021 f (sh, tk) — D21 £(0,0)]| dt>ds <e.

Damit haben wir die erste Identitat bewiesen. Fiir die zweite schreibe
h, k) — k) — f(h
D) L0k = 708 = (1.0) + £(0.0)
hk
und argumentiere wie oben mit vertauschten Rollen. <

12.10. Lemma. FEsseien f: U CR?> - R und g : U C R? — R3 zweimal stetig partiell
differenzierbar. Dann ist

rotgrad f =0 und divrot g = 0.
Beweis. Nachrechnen. Beispiel: Erste Komponente von rot grad f ist 0y,0y, f — 02,04, f = 0 nach
Schwarz.

12.11. Operatoren der Mathematischen Physik. FKEs sei U C R" offen und f: U — C
zweimal stetig partiell differenzierbar. Man setzt

M=) g
j=1 "]

und nennt A = Z?Zl g—;g den Laplace-Operator. Wichtigster Operator der Math. Physik. Be-
j

achte: A = div grad.

Die Gleichung Af = 0 heifst Laplacegleichung; ihre Losungen harmonische Funktionen. Die
inhomogene Gleichung A f = g (bei gegebenem g und gesuchtem f) heifst meist Poissongleichung.

Beispiel: AU = 4mp (U elektro-magnetisches Potential, p Ladungsdichte) ist die Gleichung fiir
das elektro-magnetische Potential bei gegebener Ladungsverteilung.

Weiterhin sei I C R ein Intervall. Fiir Funktionen f : U x I — R heifst

2
die Wellengleichung; hier bedeutet A, = Z?Zl ;TQ?; c ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit.
Ferner ist 1of Ao
kot T

die Warmeleitungsgleichung. Hier ist k£ > 0 die Leitfahigkeit.

Meist skaliert man die Konstanten ¢ und k auf 1. Der Warmeleitungsoperator ist dann 0y — A,
der Wellenoperator 97 — A.
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Achtung: Sind die Variablen x und ¢, und kommt ein A vor, so versteht man die Gleichung
meist so, dass A nur bzgl. der x-Variablen wirkt.

12.12. Beispiel. Es sei f : Ry — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion. Wir
betrachten die Funktion

N:R"\ {0} >R
definiert durch N(z) = f(r(z)); wie vorher ist r(z) = ||z||. Dann gilt nach 12.5(b)
grad N (@) = f(r(a)) o,

also

AN(z) = divgrad f(r(z)) = div f’(r(m))@

- z? " Ti T, 1
_ (o J (e [ — -5 j
= L@ + e (it )
— @) + -l
da Y- 2% = ||lz||* = r*. Speziell fiir f(r) = rnl—Z ist

AN=2-n)1-n)r"+n—-1)2—-n)r"=0,

sowie fiir f(r) = Inr im Fall n = 2 ebenfalls

AN(z) = —% P AL OIS

In x = 0 ist N nicht differenzierbar. Man kann jedoch — wie man z.B. in einem Kurs ‘Partielle
Differentialgleichungen’ lernt — die Ableitung als Distribution definieren. Es gilt AN = ¢,0.
Dabei ist co = 27 und ¢, = (n — 2)w, fir n > 3; w, ist das Volumen der Einheitssphére in R"
und ¢ die Delta-‘Funktion’ (besser Delta-Distribution). Man nennt N/c, Newtonpotential.

12.13. Definition/Erinnerung.

(i)  Eine Umgebung einer Menge M ist eine offene Menge U, die M enthélt.

(i) Ist U C R" offen, und x € U, so existiert ein € > 0 mit B(z,e) C U. Insbesondere ist
z+h €U fir alle h € R” mit ||| <e.

(i) In Satz 7.3 hatten wir gesehen, dass fiir eine Funktion f: D C R — X dquivalent ist:
(a)  fist in ¢t differenzierbar.

(b) Es gibt ein ¢ € X und eine Funktion ¢ : D — X mit lim;_, K? = 0 so, dass

t—to
f(t) = f(to) + c(t = to) + ¢()-
In diesem Fall ist ¢ = f'(to).

Wir definieren nun die Differenzierbarkeit fiir Funktionen von mehreren Variablen mit Hilfe dieser
Eigenschaft. Man erhélt also einen neuen Differenzierbarkeitsbegriff, den man im Unterschied zur
partiellen Differenzierbarkeit als totale Differenzierbarkeit bezeichnet. Anders als im Fall einer
Variable sind die Eigenschaften nicht dquivalent.

12.14. Totale Differenzierbarkeit. Eine Funktion f : U — X heifst in x € U total differen-
zierbar, falls eine (von x abhéngige) lineare Abbildung

A:R*"—= X
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existiert, so dass fiir alle A mit ||h|| < & (¢ wie in 12.13) gilt:
f(x+h) = f(x) + Ah + @ (h),
wobei ¢ : {h: ||h|| < e} — X eine Funktion ist mit

_oplh)
) o TR =

Die lineare Abbildung A ist die Ableitung von f in 2. Schreibe A = f’(z) (auch A = 9f(x)).

Man nennt f (total) differenzierbar auf U, falls f in jedem Punkt von U (total) differenzierbar
ist.

12.15. Bemerkung. Ist X = C™, so ist A eine lineare Abbildung von R™ nach C™ also durch
eine Matrix in Mat,,, (C) die sog. Jacobi-Matriz gegeben

12.16. Beispiel.

(a) Essei f(x) = Tz eine lineare Abbildung von R™ nach X. Dann ist f(x+h) =T (z+ h) =
Tx +Th = f(x) + Th, somit ist f total differenzierbar und f’(x) = T ist konstant. Hier
ist o =0.

(b)  Essei f:R" — R gegeben durch f(x) = (z,7) = ||z[|*>. Dann ist

fla+h) = (z+hz+h) = fx)+ 2z, h) + A

Dann ist f/(z) die durch f/(x)h = 2(x, h) definierte lineare Abbildung von R™ nach R. Die
Jacobi-Matrix ist der Zeilenvektor x, und op(h) = ||h|)?.

12.17. Landausche Symbole. Ist ¢ eine auf einer Umgebung von 0 € R™ definierte Funktion
mit lim p(h)/||h|| — 0 fiir A — 0, so schreibt man ¢(h) = o(||h||). Relation 12.14(1) heift also

fx+h)— f(x) — Ah =o(||h]]) fir h— 0.
Allgemeiner: Sind ¢, 9 zwei solche Funktionen und ist ¢(h) # 0 fiir alle h # 0, so schreibt man
w(h) = o(y(h)), falls ¢(h)/v(h) -0 fir h—0
o(h) = O((h)), falls ¢(h)/1y(h) beschrankt fiir h — 0.
12.18. Satz. Fiir f : U — C™ und x € U ist dquivalent
(a)  f total differenzierbar in x;

(b) alle Komponentenfunktionen f;, j =1,...,m, sind total differenzierbar

(¢)  Real- und Imaginarteil jeder Komponente ist total differenzierbar

Beweis. Alle Aussagen folgen sofort, wenn man sich iiberlegt, wie sich der Beitrag von Ah zu-
sammensetzt:

(b) Hat f die Ableitung A = (aj;), so hat die i-te Komponente die i-te Zeile von A als Ableitung.
(c) Die Ableitung des Realteils der i-ten Komponente ist der Realteil der Ableitung. Ist also die
Ableitung von f; die (Zeilen-)Matrix (a;1, - . . , ain), so ist die von Re f; die Matrix (Re a;1, ..., Rea;y,).
<

Zum weiteren Verstidndnis bendtigen wir:

12.19. Definition und Lemma. Essei T : R” — X eine lineare Abbildung und eq,...,e, die
Einheitsvektoren in R™. Dann ist T stetig: Fiir x, h € R" gilt

IT(x +h) = Ta|| = |Th| < Y 1hjTe;)| < |hlh max{||Te;] : j=1,...,n} =0,
falls b — 0.



11
Der Einheitskreis in R” ist eine kompakte Menge (da abgeschlossen und beschrinkt). Die stetige

Abbildung v + [|Tv|| nimmt dort also ihr Maximum an. Wir nennen

17 = max [|T]
loll=1

die Norm der linearen Abbildung T'. Es gilt dann sogar

Tv
1T = sup I II’
v7£0 HUH
denn
T T T
ITol _ IT@ARD o T
w0 V]| vzo /[l [lw]=1 w0 V]|

Insbesondere ist
| To|| < [|T]||Jv]| fur alle v.

Man bezeichnet mit £(R", X)) den Raum der (stetigen) linearen Abbildungen von R™ nach X.
Mit der soeben definierten Norm ist er ein normierter Raum. Man kann zeigen, dass er sogar ein
Banachraum ist.

Ist X = C™ und T durch eine Matrix (¢;;) gegeben, so hat man eine einfache Abschétzung fiir

die Norm:
1/2
I < (3 Iesl?)
]
Das sieht man so:

m n
ITol> = DI tijul®

i=1 j=1
m n n

< Z Z Iti; | Z |v;]? (Cauchy-Schwarz )
i=1 \j=1 j=1

= ) Ity llol
ij
12.20. Satz. Essei f:U CR"™ — X inz € U total differenzierbar mit f'(x) = A. Dann gilt:

(a) f ist in x stetig.
(b)  f ist in x in alle Koordinatenrichtungen partiell differenzierbar.
(¢) Ist X =C™ und A durch die Matrix (a;j) gegeben, so gilt

Ofi

P, (z) = aij.

Mit anderen Worten: f'(x) = (g—g;(@)zzlm
-1

Beweis.
(a) Nach Definition der totalen Differenzierbarkeit ist
1) Fa+h) = f(z) + Ah+ o(B).
Da Ah — 0 fiir h — 0 und ¢(h) — 0 fir b — 0, folgt die Stetigkeit.
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(b)  Aus (1) folgt

fla+tej) = flx) _ e+ plte;)
t t
Da o(te;)/|t| = (te;)/||te]| — 0, folgt %(m) = Ae;.
(c) Ist X = C™ so ist nach 12.6 die Ableitung der i-ten Komponentenfunktion nach z; die
i-te Komponente der Ableitung. Also ist df;/0x; = i-te Komponente von Ae; = a;5. <

12.21. Satz. FEssei U CR"™ offen und f : U — X partiell differenzierbar. In x € U seien alle
partiellen Ableitungen stetig. Dann ist f in x total differenzierbar.

Beweis. Schreibe h € R™ in der Form h = 3" hje; und setze z(V) = 2 + > i—1hjej. Dann gilt
2 =z 2" = 2 + h. Die Werte ) und z(**1) unterscheiden sich nur in einer Komponente.
Also kénnen wir auf f die (eindimensionale) Charakterisierung der Differenzierbarkeit aus Satz
7.3 anwenden

£ = F@ )+ 2L @D, + (),
wobei
0 aulh) = oh,), also exst vecht ,(h,) = o).
Es folgt

flx+h) = fl@) = [f@) = fY) Zax N+ u(h
v v=1

Wir definieren A durch Ae, = (0f/dz,)(z). Dann folgt

flz+h) — f(z) — Ah = Z(axfy (1) — 83% >h +Z% hy) = o([hl]),

denn da (9f/0z,)(x®~D) — (8f )0z, )(x) — 0 fiir h — 0 (auf Grund der Stetigkeit von df/dx,
in ) geht die erste Summe auch bei Division durch ||| fir h — 0 gegen Null, und wegen (1) ist
dies auch fiir die zweite der Fall. <

12.22. Definition. Wir nennen eine Funktion f : U — X auf U stetig total differenzierbar,
falls f total differenzierbar ist und die Abbildung f': U — L(R", X), z — f’(z) stetig ist.

Wir erhalten also aus den Sétzen 12.20 und 12.21 folgendes wichtige Resultat:

12.23. Satz. f:U — X ist auf U genau dann stetig partiell differenzierbar wenn f auf U stetig
total differenzierbar ist. Man spricht daher einfach von stetig differenzierbaren Funktionen.
Anwendungen.

12.24. Die Tangentialfliche an den Funktionsgraphen. Es sei f: U — R total differen-
zierbar in x € U. Der Graph von f ist die Menge

Gr={(y,f(y) :y €U} CR"HL.

Die Differenzierbarkeit von f besagt, dass f bei z¢ gut durch die affin-lineare Funktion I(zo+h) =
f(zo) + f'(zo)h gendhert werden kann. Die Tangentialfliche an den Graphen in dem Punkt
(w0, f(x0)) € Gy ist der Graph dieser Funktion, d.h. der affin-lineare Raum

{(zo + h, f(x0) + ['(x0)h) : h € R"} = (0, f(w0)) + {(h, f'(x0)R) : h € R"} CR™.
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12.25. Satz (Kettenregel). Es seien U C R® und V C RF offen, f : U — X,g:V — U
Abbildungen. Ist g differenzierbar in € V und f differenzierbar in g(x) € U, soist fog: V — X
differenzierbar in x, und es gilt

(fog)(z)=f'(g(x))od (x),

wobei o auf der rechten Seite die Komposition von linearen Abbildungen bedeutet. Insbesondere
ergibt sich die Formel

axk

Beweis. Fiir y = g(x) schreibe f(y + h) = f(y) + Ah + ¢(h) und g(xz + h) = g(x) + Bh + 9 (h)
mit A = f'(y), B = ¢'(z). Dann ist
(fogllw+h) = flglz+h))=flg(x)+ Bh+1(h))
= fog(x)+ ABh+ Ap(h) + @(Bh +1(h)).

Es bleibt also nur zu zeigen, dass A (h) + @(Bh + 1(h)) = o(||h||). Dazu: Zunéchst ist
S = G )| v ] o

2] 2]
Nun zu ¢(Bh + 1(h)). Fiir alle h # 0 mit Bh + 1(h) = 0 ist nichts zu zeigen. Stets ist | Bh +

(h
P < IBIIAN + 1A - 0. Es folg:

le(Bh + $(h)| _ le(Bh+ o) [|BR + (R _ lle(Bh + ¢ (h))l] <H I+ (h)> o

11| ~ B+ v [ = " [Bh+ o) 7]

12. 19

<

12.26. Folgerung. Essei U C R" offen, x € U,v € R" und f: U — R(!) differenzierbar in x.
Dann gilt

0

O () = (arad 1 (2), 0.
Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist stets |(grad f(x),v)| < |grad f(x)||||v||, wobei
Gleichheit nur bei linearer Abhéngigkeit von grad f(z) und v gilt.

Es folgt: Unter allen v mit ||v]| = 1 wird %(m) maximal fiir das (eindeutig bestimmte) v, das in
Richtung von grad f(x) zeigt. Der Gradient gibt daher die Richtung des steilsten Anstiegs von

f an.

Beweis. Definiere die Funktion g : R — R™ durch ¢(t) = x + tv. Sie ist differenzierbar in 0 mit
¢'(0) = v. Fiir hinreichend kleines ¢ > 0 ist 2 + tv € U fiir alle |t| < . Nach 12.25 ist fog
differenzierbar in 0, und es gilt

O oy = iy T IE (0 gy0) = 7/(9(0))g'(©) = (&) 0 = (grad f(2),v).

12.27. Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei U C R" offen
und f : U — X stetig differenzierbar. Sei x € U und h € R" so klein, dass = + th € U fiir alle
t € [0,1]. Dann gilt

1
(1) flz+h) — f(z) :/0 F'(@ +th)dt - h.
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Beweis. Wir definieren die Funktion g : [0,1] — X durch ¢(¢) = f(z + th). Dann gilt nach der
Kettenregel ¢'(t) = f'(x 4 th)h. Folglich

1 1
fa+h) - f(@) = (1) — g(0) = /0 § (1) dt = /0 [+ thydt -,
<

12.28. Folgerung (Schrankensatz). In 12.27 sei zusétzlich ||(9xjf(ﬂ: + th)|| < L; fiir alle

0<t<1,57=1,...,n Dann folgt aus 12.27(1), dass || f(z + h) — f(z)| < ZL |hl.

12.29. Multi-Indizes. Es sei a = (aq,...,0,) € Nj. Wir setzen o] = a1 + as + ... + oy
Lange des Multi-Index, a! = aq!- ... - ayl.
Wir schreiben 0y f = 021 ...0g" f, falls f |af-mal stetig differenzierbar ist. Fiir z € R"™ setzen
wir 2% =zt - .. Lafn.
12.30. Hilfssatz. Essei f: U — X N-mal stetig differenzierbar, z € U, h € R™" mit x+th € U
fir 0 <t¢ < 1. Dann gilt fiir die durch g(t) = f(x + th) definierte Funktion: g ist N-mal stetig
differenzierbar auf [0, 1] und

dN N _, N

|a|=N

Beweis. Aus der Kettenregel ergibt sich ¢'(t) = 37, 9y, f(z + th)h; und so:

7ng Z Zaxm. Ou,, [ +th)hj, - by,
Jn=1 j1=1
Nach dem Satz von Schwarz kann man die Reihenfolge der Ableitungen vertauschen und die
Terme fiir gleiches o zusammenfassen. Das sind dann jeweils N!/a! Stiick. (Dazu fragt man sich,
wieviele verschiedene N-Tupel (j1,...,jn) man aus einem Multi-Index o der Lange N erhélt.
Zunéchst kann man die N Ableitungen aus « in beliebiger Reihenfolge auffithren. Das liefert N'!
Moglichkeiten. Davon sind jedoch a! Stiick gleich.) <

12.31. Satz (Taylorformel mit Restglied). Es seien U,x,h wie in 12.30 und f : U — X
N-mal stetig differenzierbar. Dann gilt

Flo+h) = Z aaf Doy 3 a,/ BN=19% F(z 4+ th) dt - b

|a|=0 ! laj=N

Beweis. Definiere g : [0,1] — X durch ¢(t) = f(z + th). Dann gilt nach der Formel von Taylor
in R

1 d" 1 L Ny dV
- [ aepNrE .
Z a0+ o 1)!/0 (L =7 () dt

Mit 12.30 folgt sofort die Behauptung. <

12.32. Definition. Essei f: U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann setzt man

(Hess f)(x) = (0x; 0z, f () k=1,....n

,Hessesche Matrix von f in x“: Symmetrische n x n-Matrix nach dem Satz von Schwarz.
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12.33. Folgerung. Essei f:U — R zweimal stetig differenzierbar und x € U. Dann gilt
1

(1) fla+h) = f(z) + (grad f(x), h) + 5 (Hess f(x)h, h) + R3(z, h),

wobei Rs(z,h)/||h||?> — 0 fiir b — 0.

Beweis. Definiere 3 durch (1). Vergleich mit dem Restglied Ra(z,h) = ;2 2 fol ... aus der
Taylorentwicklung fiir N = 2 liefert:

Rs(a,h) = Ro(a,h) — 5 (Hess f(x)h, b}
- he 1 o aaf
= O%QJ (2/0 (1—t)%f( +th)dt—87(m)>.
Wegen fol(l —t)dt = % ist der letzte Ausdruck
he 1 o o
) - > (2 a0 (gaser i - gor@) ar).
laj=2 0

Wegen der Stetigkeit der zweiten Ableitungen existiert zu jedem € > 0 ein § > 0 mit
(0%

H—f T +y)— pyes (x)|| <e falls [ly|]| <.

Die Norm des Integrals in (2) ist also < ¢ falls ||h|| < §. Da fiir || = 2 gilt |h®| < ||h||?, folgt
| R3(z, h)|| < e||h]|? und somit die Behauptung. <

Lokale Extrema. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass sich mit den richtigen Begriffs-
bildungen die Suche nach Extremstellen weitgehend analog zum eindimensionalen Fall gestaltet.

12.34. Definition. Es sei U C R"” offen und f : U — R eine Funktion. Man nennt z € U ein
lokales Maximum fur f, falls

(1)  f(z) > f(y) fiir alle y in einer Umgebung von x
Analog heifst x lokales Minimum, falls
(2)  f(z) < f(y) fur alle y in einer Umgebung von .

Extremum ist der Oberbegriff fliir Maximum oder Minimum.

Man spricht von einem isolierten Maximum/Minimum/Extremum, falls Gleichheit in (1) bzw.
(2) nur fiir z = y gilt.

12.35. Satz. FEssei U C R"™ offen, f: U — R partiell differenzierbar und x lokales Extremum
fiir f. Dann ist f'(x) =0, d.h. O, f(x) =0 fir j =1,...,n

Beweis. Fiir j = 1,...,n betrachte g(t) = f(xz+te;). Da U offen ist, ist g fiir —e < t < e definiert.
Die Funktion g ist differenzierbar nach der Kettenregel und hat in 0 ein lokales Extremum. Es

folgt: 0., f(x) = ¢'(0) = 0. <

12.36. Definition. Es sei A selbstadjungierte Matrix. Dann ist (Az,z) = (x, Ax) = (Ax,z),
somit (Az,z) € R. Man nennt A

e positiv definit, falls (Az,x) > 0 fiir alle x # 0.
e negativ definit, falls (Az,z) < 0 fiir alle x # 0.
e indefinit, falls es sowohl ein x mit (Az,z) > 0 als auch ein y mit (Ay,y) < 0 gibt.
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Beispiel:

e A =1Id positiv definit: (Ax,z) = (z,2) = ||z|?> > 0 fiir alle 2 # 0.
e A = —Id negativ definit: (Az,z) = (—x,2) = —||z||? < 0 fiir alle z # 0.

12.37. Definitheit und Eigenwerte. Eine selbstadjungierte Matrix ist diagonalisierbar mit
reellen Eigenwerten nach einem Satz der Linearen Algebra. Dann gilt:

e A positiv definit < alle Eigenwerte sind positiv.
e A negativ definit < alle Eigenwerte sind negativ.
e A indefinit < es gibt sowohl positive als auch negative Eigenwerte.

Beweis. Es sei T"'AT = D eine Diagonalmatrix und 7" orthogonal. Dann ist

Tgth<

0 < (Az,z) = (TDT 'z,z) = (DT 'z, T*z) DT o, T )

fiir alle x # 0 genau dann, wenn 0 < (Dy,y) = Zj )\jyjz fiir alle y # 0 mit den Eigenwerten A;
von A. Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn alle \; positiv sind.

Analog argumentiert man bei negativer Definitheit oder Indefinitheit. <

12.38. Hurwitz-Kriterium. Es sei A = (aij)i7j:1,___7n eine reelle, symmetrische n x n-Matrix.
Dann gilt:
A positiv definit < det (aij)i1<ij<k >0, k=1,...,n.

12.39. Satz. Essei U C R” offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar und x € U mit
grad f(x) = 0.

(a) Ist (Hess f)(x) positiv/negativ definit, so hat f in x ein isoliertes Minimum/Maximum.
(b)  Ist (Hess f)(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum.

Beweis. Nach 12.33 ist
flx+h) = f(z)+ (grad f(x), h) + %(Hess f(x)h,h) + R3(x, h),
wobei
(1) lim Ry(x, h)/[[h]]* = 0.
Hier ist grad f(x) = 0. Ist Hess f(z) positiv definiert und A > 0 der kleinste Eigenwert, so ist
(Hess f(z)h, h) > A [In]
Andererseits existiert wegen (1) ein 6 > 0 mit
[Rs(ar, )| < 2l
falls ||h]| < 6. Es folgt:

fle+h) > fz)+ g\lhll2 > fx), [[nll <o

Analog schlieften wir fiir negativ definites Hess f(z).

(b) Wahle eine Eigenvektor hi zu einem positiven Eigenwert Ay, und einen Eigenvektor h_ zu
einem negativen Eigenwert A_, von Hess f(x) mit ||hy| = 1.

Dann ist (Hess f(z)hy,hy) = Ay |ho||*> = A und (Hess f(x)h_,h_) = A_.
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Fiir t — 0 betrachte f(x 4+ thy) und f(z + th_). Es gilt

fx+thy) — f(z) = %(Hessf(m)thi,thi> + R3(x,thy) = %)\it2 + o(t?).

Fir kleines ¢ ist dieser Ausdruck positiv bei “+” und negativ bei “. <

Inverse und implizite Funktionen.

12.40. Definition. Eine Abbildung f : U — V zwischen zwei offenen Teilmengen des U, V' C R"
heift (C''-)Diffeomorphismus, falls f bijektiv ist und sowohl f als auch die Umkehrabbildung f~*
stetig differenzierbar sind.

12.41. Lemma. Ist f:U — V ein Diffeomorphismus, so ist f'(x) invertierbar fiir jedes x € U
und

Beweis. Die Identitit f~!(f(z)) = x liefert beim Ableiten: (f~1)'(f(z)) o f'(z) = Id.

12.42. Frage. Waire es sinnvoll, den Begriff des Diffeomorphismus f: U — V fiir U C R"™ und
V C R* einzufiihren?

Antwort: Nein, denn wie oben wire f’(z) invertierbar. Dies geht nur fiir k = n.

12.43. Lemma. Es seien U,V C R" offen, f : U — V ein Diffeomorphismus und W C U offen.
Dann ist f(W) offen. Mit anderen Worten: Diffeomorphismen bilden offene Mengen auf offene
Mengen ab.

Beweis. Wegen der Bijektivitit ist W = f=1(f(W)). Alsoist f(W) = (f~1)~1(W) als das Urbild
der offenen Menge W unter der stetigen Abbildung f~! offen, vgl. Satz 6.14. <

12.44. Satz von der lokalen Invertierbarkeit. FEs sei U C R" offen und f : U — R" stetig
differenzierbar. Ferner sei fiir ein a € U die Ableitung f'(a) invertierbar. Dann gibt es offene
Umgebungen V(C U) von a und V' von f(a) in R™ derart, dass

f:v=Vv

ein Diffeomorphismus ist.

Fiir den Beweis benotigen wir:

12.45. Bezeichnungen. Fiir z,y € R" sei [z,y] = {z +t(y —z) : 0 <t < 1}: Strecke zwischen
z und y.

Fir ¢ > 0 sei B(z,e) = {y € R" : ||z — z|| < ¢}. Man kann dies als Definition nehmen; es
ist jedoch auch leicht zu sehen, dass dies der Abschluss der Menge B(x,¢) ist, d.h. die kleinste
abgeschlossene Menge, die B(z,¢) enthélt.

Beweis von Satz 12.44. 1. Vereinfachung: Es geniigt, den Satz fir a = f(a) = 0 zu beweisen.
Wir kénnen néamlich statt f die durch F(z) = f(z +a) — f(a) definierte Funktion F' betrachten.
Sie erfiillt F(0) = 0, und F’(0) ist invertierbar. Man sieht leicht, dass die Invertierbarkeit von F
zwischen zwei Umgebungen von 0 dquivalent ist zur Invertierbarkeit von f wie oben.

2. Vereinfachung: Wir konnen annehmen, dass f/(0) = Id ist. Sonst betrachten wir F(z) =
f(0)rf(x). Ist F : Vi — V; invertierbar fiir Umgebungen Vi,V von 0, so ist f : Vi — Vy
invertierbar, wobei V§ = {f’(0)y : y € Va}. Diese Menge ist offen nach 12.43, denn Multiplikation
mit f/(0) ist ein Diffeomorphismus.
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3. Bijektivitét: Fiir festes y in einer Umgebung von 0 miissen wir ein = finden mit f(x) = y.
Wir definieren die Abbildung F, : U — R" durch Fy(z) = y+ 2« — f(z). Dann ist y = f(z) &
Fy(x) = =, d.h. wenn z ein Fixpunkt von F}, ist. Um dessen Existenz zu sichern, wenden wir den
Banachschen Fixpunktsatz an.

|[Erinnerung BFS: M abgeschl. Teilmenge eines Banachraums, F' : M — M mit ||F(z1) —
F(z2)|| < ¢||z1 —z2]| fir ein ¢ < 1 und alle 1, z2. Dann existiert genau ein x € M mit F(z) = z.|

Nach dem Schrankensatz 12.28 gilt:

15y (1) = Fy (o) < L IFy(@)lllzy — 22 < L d = f'(u)[[llx1 = 22]-

1, 1,42

Wir wihlen daher nun r > 0 so klein, dass B(0,2r) C U und |[Id — f'(u)| < 1/2 fiir alle

u € B(0,2r) — das geht, weil f/(0) = Id und f’ stetig ist.

Weil mit z; und x9 auch die Strecke [z, z2] in B(0, 2r) liegt, folgt:
1 -
1Fy (1) = Fy(z2)ll < 5llwx —22ll, - 21,22 € B(0,2r).

Fiir |Jy|| < r und = € B(0,2r) ist dann wegen y = F,(0):

(1) 1y (@) = lly + (Fy () = F, (0D < llyll + %HwH <2r

Somit erfiillt Fy, : B(0,2r) — B(0,2r) fiir jedes y mit ||y|| < r die Voraussetzungen des Banach-
schen Fixpunktsatzes, hat also genau einen Fixpunkt in B(0,2r). Mit anderen Worten: Fiir jedes
y € B(0,r) existiert genau ein & € B(0,2r) mit f(x) = y. Setzen wir also V' = B(0,r) und
V = f~4(V')N B(0,2r), so sind dies offene Umgebungen von Null und

f:V — V' ist bijektiv.
Wir definieren g : V' — V als Umkehrabbildung.

4. Differenzierbarkeit von g in 0: Wegen f(0) = 0 und der Differenzierbarkeit von f in 0 mit
Ableitung Id ist

f(@) =+ ¢(z) mit p(z) = o([|z]]).

Schreiben wir g(y) = « so erhalten wir:

9(y) =y +¥(y) mit Y(y) = —o(f ().

Nun zeigt (1) im obigen Beweis, dass aus ||y|| < r folgt, dass [|z| < 2r ist. Da wir r beliebig
verkleinern konnen, folgt, dass ||f~1(y)|| < 2|ly||, falls ||ly|| < r, und somit

@)l _ el )L~ @)l

= — 0 fir ||y|| — 0.

lyll =@l iyl
Dabher ist g differenzierbar in 0 mit Ableitung ¢’(0) = Id.

5. Differenzierbarkeit auf einer Umgebung. Nach Voraussetzung ist det f/(a) # 0. Da f” stetig und
die Determinante eine stetige Funktion ist, gibt es eine Umgebung von a, in der det f'(z) # 0,
somit f’(z) invertierbar ist. Wir verkleinern ggf. V' und V' so, dass f’ auf ganz V invertierbar
ist.

Fiir jedes x kénnen wir den bisher bewiesenen Teil des Satzes anwenden. Wir schlieffen, dass
f in einer Umgebung von z invertierbar ist und die Umkehrfunktion ¢ = f~! (die wegen der
Eindeutigkeit mit der obigen iibereinstimmt) in y = f(x) differenzierbar ist. Damit ist g auf ganz
V' differenzierbar, insbesondere auch stetig. Die Identitit f~1(f(z)) = z liefert (f~1)(f(z)) =
f'(x)~ bzw. ¢'(y) = f'(g(y)). Somit ist ¢’ stetig und f ein Diffeomorphismus. <
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12.46. Beispiel. Polarkoordinaten in R?.
f:Ry xR — R2
flrip) = (rcosp,rsing)
cosp —rsinp
flire) = ( . )
sing  rcosgp
det f'(r,p) = r#0fiiraller e R,.
Also ist f fiir jeden Wert von (r,¢) € Ry x R lokal invertierbar; es ist

W <fWummﬁ4ﬂmm*=(f£§$£).

T

Setzt man x = f1(r, ) = rcosp, y = fa(r,) = rsing, soist f~1(r,p) = (z,y), r = /22 + y2,
cosp = £, sing = £ und (1) schreibt sich

<fwww=<¢%w W%w>.

_1.2+y2 1.2+y2

Beachte: Die Abbildung f ist nicht global invertierbar: Fiir beliebiges r > 0 ist
f(r,0) = (r,0) = f(r,2m).

12.47. Beispiel: Implizite Funktionen. Gegeben ist eine Funktion F : U — R™ mit
U C R™*. Gesucht sind (moglichst alle) (z,y) € U mit F(z,y) = 0. Man nennt dies eine
‘implizite’ Gleichung fiir x,y. Beispiel F(z,y) = 22 + y? — 1; man sucht alle z,y € R mit
F(z,y) = 0. Wissen: Die Losungsmenge ist die Einheitskreislinie.

Man kann F'(z,y) = 0 als eine Gleichung fiir y auffassen, die von einem Parameter x abhéngt.
Die intuitive Idee ist, dass man fir jedes x nach y auflésen, d.h. dieses Gleichungssystem auch
in der ‘expliziten” Form y = g(x) schreiben kann, mit einer geeigneten Funktion g, so dass
Fz,y) =0 <y = g(z).

Das stimmt natiirlich nicht immer: Ist etwa F(z,y) = 2% + 3% — 1, so gibt es fiir |2| > 1 keine
Losung von F(x,y) =0 in R, fir |z| < 1 gibt es zwei Losungen, namlich y(z) = +£v/1 — 22, nur
flir z = +1 ist y = 0 eindeutig.

Aber: Diese Uberlegung zeigt auch, dass fiir |#| < 1 die Gleichung F(z,y) = 0 in Ry (d.h. fiir
y > 0) die eindeutige Losung y = /1 — 22 in der gesuchten Form hat, diese hingt sogar stetig
differenzierbar von x ab. Durch Einschrinkung des Definitionsbereichs von F' erhalten wir also
Eindeutigkeit der Losung. Dies macht der folgende Satz prézise:

12.48. Satz (Satz iiber die implizite Funktion). Essei U C RF¥xR™ offen und F : U — R™
stetig differenzierbar.

Fiir einen Punkt (a,b) € U sei F(a,b) = 0 und die m x m-Matrix %—5((1, b) invertierbar. Dann gibt
es offene Umgebungen V; von a, V4 von b und eine stetig differenzierbare Abbildung g : Vi — Vs
mit F(x,g(x)) = 0.

Ferner gilt: Ist (z,y) € Vi x Vo mit F(x,y) = 0, so ist y = g(z) (d. h. die Gleichung ist dort
eindeutig nach y auflésbar) und

-1
0 )= - (G ala)  Goteglo),
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Beweis. Wir betrachten die Abbildung f : U — RF x R™ mit (x,y) — (2, F(x,y)). Es ist
1d 0
ol t)
Py =\ 28, y) 8L (2,y)
Nach dem Késtchensatz ist also f’(a,b) invertierbar. Der Satz iiber die lokale Invertierbarkeit
liefert Umgebungen W von (a,b) und W’ von (a, F(a,b)) = (a,0), so dass f : W — W' ein
Diffeomorphismus ist. OBdA: W = Vj x Vs fiir offene Umgebungen V) von a und V5 von b. Die
Umkehrabbildung f~! : W/ — W hat die Form f~!(u,v) = (u, H(u,v)) mit einer geeigneten
Abbildung H : W' — V,. Mit f~! ist auch H stetig differenzierbar.
Da W' offene Umgebung von (a,0) ist, finden wir eine Umgebung V; von a mit V3 C V) und
Vi x {0} € W'. Es sei (z,y) € Vi x Vo C W. Dann ist z € Vp, also (z,0) € W’. Somit ist
f~(z,0) definiert, also auch H(x,0). Ferner
F(z,y) =06 f(z,y) = (2,0) & (z,y) = f(2,0) & y = H(z,0).

Wir kénnen daher g : Vi — V5 durch g(x) = H(x,0) definieren. Fiir (z,y) € V; x V4 ist dann
F(z,y) =0 < g(x) = y. Ferner ist g stetig differenzierbar. Aus der Gleichung

F(z,9(z)) =0
folgt (1) durch Differenzieren mit der Kettenregel:
oF OF dg

G 0@) + 5o (@) 5Ew) =0,

12.49. Beispiel.

(a)  Wir betrachten wieder F(x,y) =22 +y?—1 (k=m = 1). Es ist %—5 =2z, %—5 = 2y. Also
ist g—f(x,y) # 0 fur alle (z,y) mit  # 0 und %—5 # 0 fiir alle (x,y) mit y # 0.

Also: Sind a,b # 0 und ist F(a,b) = a® + b*> — 1, so ist die Gleichung F(z,y) = 0 in
einer Umgebung von (a, b) sowohl nach z als auch nach y auflésbar.

Ist a =0, b# 0, mit F(a,b) =0, d.h. b = +1, so ist die Gleichung nahe (a,b) nach y
auflosbar, tiber Auflosbarkeit nach x sagt der Satz nichts (geht auch nicht).

Analog ist fiir a # 0, b= 0 mit F(a,b) = 0 die Gleichung nahe (a,b) nach x auflosbar,
keine Aussage tiber Auflosbarkeit nach y (geht nicht).

(b)  Wir betrachten die Funktion F(z,y) = 2¥ + y* — 2. Fir (a,b) = (1,1) ist F(1,1) = 0.
Hier ist 9, F(z,y) = ¥ Inx +2y* 1, also §,F(1,1) = 1. Somit wissen wir, dass die Menge
F(z,y) = 0 in der Form y = g(z) darstellbar ist, ohne dass wir die Funktion g explizit
hinschreiben koénnten (zumindest wiisste ich nicht, wie).

Extrema unter Nebenbedingungen.

12.50. Erinnerung an Schulaufgaben. Sie haben 400 m Weidezaun und sollen damit eine
moglichst grofe rechteckige Weide einzdunen.Wie seiht die optimale Losung aus?

Wir bezeichnen mit x und y die Seitenléngen des Rechtecks. Die Fléache F' der Weide ist dann
F = xy.

Die Tatsache, dass 400 m Zaun zur Verfiigung stehen (der auch genutzt werden sollte), bedeutet,
dass fiir den Umfang U des Rechtecks gilt:

U = 400 = 2z + 2y.
Aus der Nebenbedingung schliefsen wir, dass y = 200 — x. Einsetzen in die Zielfunktion liefert
F = z(200 — z).
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Zur Suche nach dem Extremum setzt man die Ableitung Null. Das liefert
200 — 22 = 0, bzw. x = 100.

Aus der Nebenbedingung folgt dann y = 100. Die Weide ist also quadratisch mit der Seitenlédnge
100 m.

Wie sehen wir das mit heutigen Augen? Wir haben die Funktion
F :]0,00[x[0,00[— R, F(z,y) = xy.
die kein (lokales) Maximum annimmt. Der Gradient ist (1, 1), also nirgends Null.
Die Nebenbedingung schrankt den Definitionsbereich auf
M = {(z,y) € [0,00[x[0, 00][: 22 + 2y — 400 = 0}

ein. Diese Menge ist abgeschlossen und beschrankt, also nach Heine-Borel kompakt. Also hat F
dort ein Maximum. Allerdings ist es nicht so einfach zu finden; das Kriterium mit dem Gradienten
niitzt uns nichts.

Was hilft, ist, dass wir die Nebenbedingung g(x,y) = 2z + 2y — 400 = 0, eine implizite Funktion,
nach y auflésen kénnen:

20 +2y — 400 =0 < y = h(z) = 200 — x.

Wir konnen nun also die Funktion

F :[0,400] — R, F(x) = F(x,h(z)) = zh(z) = (200 — z)
betrachten, die auf einem Intervall definiert ist. Das Maximum wird im Innern angenommen.
Also gilt dort F'(x) = 0, somit nach der Kettenregel:
d - oF oF
0=——F(z) = ——(z,h(z)) + 8—y($7h($))h/(9ﬂ)-
Im speziellen Fall liefert Auflésen dieser Gleichung nach x unmittelbar den z-Wert der Maximal-
stelle. Aus der Nebenbedingung erhalten wir den y-Wert durch y = h(z).

Im Allgemeinen wird das etwas, aber nicht viel komplizierter, wie wir nun sehen werden.

12.51. Satz (Extrema unter Nebenbedingungen). Essei U C R" offen, g : U — R” stetig
differenzierbar,

M ={zeU:g(z) =0}
und a = (ay,...,a,) € M ein Punkt mit Rang(¢'(a)) = k (also maximal). Ferner sei f : U — R
eine stetig differenzierbare Funktion, die in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung

g(x) = 0 annimmt (das heifit, es gibt eine Umgebung U von a derart, dass entweder f(a) < f(x)
fiir alle x € M NU oder f(a) > f(x) fir allex € MNU).

Dann existiert A = (A1,..., ) (Mg “Lagrangesche Multiplikatoren”) so, dass
grad f(a) = Ag'(a).

Wir erhalten zusammen mit der Nebenbedingungs-Gleichung g(z) = 0 ein System von n + k

Gleichungen fiir die n + k Variablen x1,...,xy, A1, ..., Ak, das zu IGsen ist.
Beweis. Es gibt nach Annahme k Variablen x;,, ..., z;, derart, dass die Matrix
9y
33% i=1,..k
G=1,0k

invertierbar ist. Nach Umnummerieren konnen wir annehmen, dass dies x....,x; sind.
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Nach dem Satz von der impliziten Funktion 12.48 kénnen wir nach z1, ..
existiert

e cine Umgebung V” von (ag41,...,a,) C R*F
e cine Umgebung V' von (ai,...,a;) € R*, und
e cine stetig differenzierbare Funktion h : V" — V'’ derart, dass

g(x) =0< (x1,...,2k) = M(Tpt1,- .., Tn)
fir alle o’ = (z1,...,2%) € V', 2" = (2y1,...,20) € V.
Wir definieren nun F : V" — R durch
1) ") = f(h("),2").
Da (h(z"),2”) in M liegt, hat F in a” ein lokales Extremum. Also ist
grad F(a") = 0.
Dies liefert nach (1)
of Oh of

(2) ax, (h(a”), a'/)w(a”) _|_ ax” (h(a'/), al/) — 0
Andererseits ist g(h(z”),2”) = 0, also durch Ableiten nach z”:

dg oh dg
(3) 5 @), ") 55 (2") + 5 (h(a"), a") = 0.
Gleichungen (2) und (3) liefern

Of 2 (29 29 ., Of
@ 5@ (350) 5@+ ga(e) =0

-1

Setzen wir also A\ = %(a) <%(a)> , dann gilt

)\%(a) = A(%(a)ﬁﬁ,(@)
%(a) (%(@)1 (%(a), ;j,, (a)>

Y (Fh@ @) ) = wmad fla)

—
N2

., xp auflosen, d. h. es

<

12.52. Beispiel. f:R?® =R, f(z,y,2) =2+y+2, 9: R = R? g(x,y,2) = (22 +9y> —1,2).

Klar: f, g sind stetig differenzierbar

, ([ 2x 2y O
g(xay,z)_< O O 1>

Die Menge M = {(z,y, 2) : g(z,y, z) = 0} ist kompakt, also hat f auf M ein Maximum und ein

Minimum. Mit a bezeichnen wir eines dieser Extrema.

Auf M hat ¢’ den Rang 2, da wegen 22 + y? = 1 stets z # 0 oder y # 0. Nach 12.51 existiert

A= ()\1,)\2) mit
grad f(a) = Ag'(a)
also
(1, 1, 1) = ()\1 . 2.%', )\1 . 2y, )\2)
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Es folgt

(1) 2e0A = 1
(2) 2y = 1
(3) Ao = 1.
Ferner ist wegen der Nebenbedingung

(4) 2yt =

(5) z = 0.

Wegen (1) ist Ay # 0, (1) und (2) liefern dann 2 = y, (4) liefert dann « = y = £3v/2, (5)
liefert z = 0. Wir haben also zwei Kandidaten: a; = (3v/2, 3v/2,0) und as = (—1v/2,-3v/2,0).
Einsetzen liefert f(a;) = v/2, f(az) = —+/2. Somit ist a; das Maximum und ap das Minmum
von f unter der Nebenbedingung g.

12.53. Definition. Fir eine Funktion g : U C R"™ — R heifsen die Mengen

Ne(9) ={z €U :g(z) =c}
die Niveaumengen zum Niveau ¢ von g.

12.54. Lemma. Ist g : U — R" differenzierbar, g(x) = ¢, so steht grad g(x) senkrecht auf
N.(g) in x und zwar in folgendem Sinne:

Fiir jede differenzierbare Kurve o : | —e,e] — R"™ mit (] — €,¢[) € N.(g) und «(0) = x ist
(gradg(z),a’(0)) = 0.

[Diese Bedingung heifst eigentlich, dass der Gradient in z senkrecht auf dem Tangentialraum an
Nc(f) steht. Dazu mehr in Analysis 3.

Beweis. goa: ] —g,e[ — R ist differenzierbar mit g o a(t) = ¢ fur alle ¢t € | — &, ¢[. Ableiten in 0
liefert:

0= g'(a(0)) 00/ (0) = (grad g(z), &'(0)).
<
12.55. Geometrischer ‘Beweis’ des Satzes 12.51 fiir k=1. Die Menge M ist eine Ni-

veaumenge fiir g (ndmlich zum Niveau 0). Der Gradient von g in a steht also senkrecht auf M
im Sinne von 12.54. Nach Annahme ist er nicht 0.

Nun weift man (das werden wir noch sehen), dass die Tangentialvektoren an M in x im Sinne
von 12.54 (d.h. die Ableitungsvektoren o'(0) aller solcher Kurven) einen (n — 1)-dimensionalen
Vektorraum aufspannen.

Aus Dimensionsgriinden ist also die Existenz einer Zahl A mit
(1) grad f(a) = Agrad g(a)
aquivalent dazu, dass gradf(a) in a auf M senkrecht steht.

Ubrigens: Stiinde grad f(a) nicht senkrecht auf M, so giibe es eine differenzierbare Kurve o :
| —e,e[ = R" mit a(t) € M fiir alle ¢, «(0) = a und

(f 0 a)'(0) = (grad f(a), o’ (0)) # 0.
Damit wire jedoch f o a entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend und
daher a kein Extremum unter der Nebenbedingung M.



