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10. KURVEN

Im Folgenden sei D C R ein Intervall und X ein Banachraum (meist X = R™ mit || - [|2).
10.1. Definition.

(a)  Eine stetige Abbildung f: D — X heift auch Kurve in X.
(b) Ist fin t € D differenzierbar, so heift f'(t) Tangentialvektor an die Kurve f in ¢.

(¢) Ist f differenzierbar und f’(tp) = 0, so heiftt to singuldrer Punkt. Sind alle Punkte nicht-
singulér, so heifst f regulare Kurve.

10.2. Beispiele.

(a)  Seir > 0. Definiere f : [0,27] — R2, f(t) = (rcost,rsint): Kreis vom Radius r. Tangen-
tialvektor f'(t) = (—rsint,r cost). Regulér.

(b) Seia € R" v € R"\ {0}. Definiere f : R — R", f(t) = a + vt: Gerade durch a mit
Richtungsvektor (=Tangentialvektor) v. Regulér.

(¢) Seir >0, ce R\ {0} Definiere f : R — R3, f(t) = (rcost,rsint,ct): Schraubenlinie.
Regular.

(d) Sei ¢ : D — R stetige Funktion. Definiere f : D — R? durch f(t) = (¢,¢(t)): Graph der
Kurve. Regular.

(e) f(t)= (t*— 1,13 —t),t € R. Damit gilt Bild f = {(z,y) € R? : y?> = 2% + 23}. Beachte:
f(1) = f(=1)=(0,0), f'(1) =(2,2), f'(-1) = (-2,2) (Selbstuberschneldung) Regulér.

(f)  f(t) = (#%,#3) , t € R. Hier ist Bild f = {(z,y) : # > 0,y = x%?}. Neilsche Parabel.
Singuldrer Punkt in ¢ = 0.
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10.3. Schnittwinkel. Sind f: Dy — R", g : Dy — R™ zwei reguldre Kurven und ist f(t1) =
g(ta) fiir geeignete t1 € D1, ty € Do, so heifst die Zahl

(f'(t1),g'(t2))
1@l (E2)l
der Schrittwinkel von f und g im Punkt f(t1) = g(t2). Dabeiist (z,y) = >_"_; z;y; das Skalarpro-
dukt der Vektoren = und y im R™. Stets ist [(x, y)| < ||z||||y|| fir die 2-Norm (Cauchy-Scharzsche
Ungleichung) und somit ¢ sinnvoll definiert.

Y = arccos
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10.4. Rektifizierbarkeit, Linge. Es sei f : [a,b] — X eine Kurve und
a:t0<t1<...<tN:b

eine Partition von [a,b]. Dann ist

N
Pol (fito,....tx) = > [1f(t;) = F(t;-)l]
j=1

die Lange des Polygonzugs durch f(tg) ... f(tx). Man nennt f rektifizierbar mit Lange L = L(f),
falls gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dal fiir jede Partition a =tg < ... < tx = b der
Feinheit < ¢

’L(f) — Pol (f;to, ce. ,tN)‘ <E.

10.5. Satz. Ist f:[a,b] — X stetig differenzierbar, so ist f rektifizierbar mit der Lénge
b
L) = [ 17/
a

Beweis. Erinnerung: umgekehrte Dreiecksungleichung |||z|| — [|y|l| < ||z — yl|, vgl. 2.4(f).

Es sei € > 0. Wegen der gleichméRigen Stetigkeit von f’ existiert ein § > 0 mit der Eigenschaft,
dass

/ . € /
1f) = f @) <m, falls [t — t'| < 0.

Wihlen wir eine Partition ty < ...tx von Feinheit < ¢, so gilt:

It~ fl = [ 17

ti—1

IN

1F(t5) = f (=Dl = 1 @I = ti-1)] + Hf'(tj)H(tj—tj—l)—/j 1£(£)llt

ti—1

< 1) = £ = PG =)l + [ @I = 17O db (umgek. Drciecks-U.)

t) 2
< ‘ ; (@) — f(t;) dt|| + /t If'(t;) = f'(t)|| dt (umgek. Dreiecks-U.)
tj
< 2 / 1F(t5) = Ol dt
< 2sup{[|f'(t;) — 'Ol : t € [tj—1, 5]} (t; — tj-1)-
Daher ist

b
Pol(f;to,...,tN)—/ Hf’(t)Hdt' <2 (b—a)=c¢.

5
2(b—a)
<

10.6. Beispiel. Seien 7, > 0. Betrachte f : [0,a] — R2, f(t) = (rcost,rsint). Dann ist
|l f/(t)]| = r fiir alle ¢t nach 10.2(a), also

L(f):/oardt:ra.

Speziell: « ist Bogenlidnge im Einheitskreis von dem Punkt (1,0) zu dem Punkt (cosa,sin @),
bzw., komplex betrachtet, von 1 zu e"®.



73
10.7. Definition. Es sei f : [a,b] — R" eine Kurve. Ist ¢ : [a, 5] — [a,b] eine stetig
differenzierbare Funktion und gilt
v:la,B] — Ja,b] ist bijektiv
o ':la,b] — [a,f] ist stetig differenzierbar,
so heiflt ¢ Parametertransformation.
Beachte: Weil ¢ und ¢! stetig differenzierbar sind, ist () # 0 Vt.

Weil ¢ bijektiv ist, ist ¢ entweder monoton wachsend oder monoton fallend, also entweder ¢’ >
0 und p(a) = a,p(B) = b (orientierungserhaltend) oder ¢’ < 0 und (o) = b,p(B) = a
(orientierungsumkehrend).

10.8. Satz. Die Kurvenlidnge ist von der Parametrisierung unabhédngig, d. h., sind ¢, f wie in
10.7 und F : [a, 8] — X definiert durch F(t) = f(¢(t)), so gilt

L(f) = L(F).

Beweis. Nach der Kettenregel ist F'(t) = f'(p(t)) o ¢'(t), also fiir ¢’ > 0:

B Ié] b
L(F) = / |F/ ()] dt = / 1Pl (1) dt = / |£ @)l dt = L(f).
Fiir ¢’ < 0 analog. <

10.9. Bemerkung. Tangentialvektor: Wegen (f o )’ = (f' 0 ¢) - ¢ gilt: gleiche Richtung fiir
orientierungserhaltendes ¢, entgegengesetzte fiir orientierungsumkehrendes .

Der Winkel zwischen zwei Kurven bleibt wegen obiger Identitat gleich bei orientierungserhalten-
den Parametertransformationen.

10.10. Parametrisierung nach der Bogenlinge. Essei f : [a,b] — X stetig differenzierbar
mit Lange L und f'(¢) # 0 fiir alle ¢. Dann ist v : [a,b] — [0, L], definiert durch

wl) = [ 17 ds

differenzierbar nach 8.11 mit Ableitung ¢/(t) = || f'(¢)|| > 0. Somit ist ¢ stetig differenzierbar und
streng monoton wachsend. Es gibt daher eine stetige Umkehrfunktion . Diese ist stetig nach 5.14
und differenzierbar nach 7.8. Fiir die Ableitung gilt: ¢(s) = m. Somit ist ¢ : [0, L] — [a, D]
stetig differenzierbar, also eine Parametertransformation.

Die Kurve fo ¢ : [0,L] — X hat dann die Eigenschaft, dass die Lange der iiber [0,z], x < L
durchlaufenen Kurve genau x ist:

/QC I o) (O)lldt = /xllf’(so(t))\l () dt = /w\lf’(so(t))ll (1) di
0 0 0
(x)
- / TN ds = v(e@) = 2.
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