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1. GRUNDLAGEN

1.1. Topologische Raume.

(a) Es sei X # () eine Menge und O eine Familie von Teilmengen von X mit folgenden
Eigenschaften:

i) Xe€0,0e€0;
(ii) Ist U; € O fiir i € I, so ist auch (J;.; U; € O;
(iii) Ist U; € Ofuri=1,...,m,soist (i, U; € O.

Dann heifst (X, O) topologischer Raum; die Elemente von O nennt man die offenen (Teil-)mengen

von X und O die Topologie von X.

(b)  Eine Teilmenge eins topologischen Raums X heifsit abgeschlossen, falls ihr Komplement
offen ist.

(¢) Eine (offene) Umgebung eines Punkts = € X ist eine offene Menge, die x enthaélt.

(d) X heift unzusammenhéngend, falls offene Mengen U, V' # () existieren mit X = UUV und
U NV = 0. Anderenfalls heiftt X zusammenhéngend.

(e)  X,Y seien topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig, falls das Urbild
jeder offenen Menge offen ist.

(f) X heifit wegzusammenhéngend, falls es zu z,y € X eine stetige Abbildung v : [0,1] — X
gibt mit y(0) =z, v(1) = y.

1.2. Bemerkung. Die Axiome sind gerade so gemacht, dass sie die Eigenschaften der offenen
Mengen in einem metrischen/normierten Raum haben. Wir brauchen im Folgenden nur den
Begriff ‘zusammenhéngend".

1.3. Lemma. Es sei (X,0) ein topologischer Raum und ) # M C X. Setzt man Oy =
{MNU:U € O}, soist (M,Opr) ebenfalls ein topologischer Raum.

Beweis. Klar. <

1.4. Lemma. FEs ist dquivalent

(1) X ist zusammenhéngend;
(2) Ist ) # A C X offen und abgeschlossen, so ist A = X.

(3) Ist f : X — C lokal konstant, so ist f konstant. (Eine Funktion f auf X heifst lokal
konstant, falls zu jedem x € X eine offene Umgebung U existiert mit f(x) = f(u) fiir alle
ueU.

Beweis. (1) = (2): Schreibe X = A U (X \ A). (Zerlegung in offene Mengen!)

(2) = (3): f ist stetig, da lokal konstant. Fiir jedes z € X ist f~!(f(x)) abgeschlossen (da f(x)
als einzelner Punkt in C abgeschlossen ist) und # 0.

Ferner ist f~!(f(x)) auch offen, da f lokal konstant ist. Nach Annahme ist daher f~1(f(z)) = X,
somit ist f konstant.

(3) = (1): Es seien U,V C X offen und X = UUV. Betrachte die charakteristische Funktion xys
von U. Sie ist lokal konstant, also nach Annahme konstant. Somit ist V' = {). <

1.5. Lemma. Es seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y stetig. Ist X zusammenhén-
gend, so auch f(X).

Beweis. Angenommen, es gibt offene Mengen U,V mit f(X) = UUV. Dann ist
X=ffX)=fU0V)=fFHU) U V).
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Da X zusammenhéngt, ist eine der beiden Mengen leer. <

1.6. Lemma. Die zusammenhéidngenden Mengen in R sind die Intervalle.

Beweis. Man tiberlegt sich zunéchst, dass I C R ein Intervall ist, wenn aus ¢,d € I, ¢ < d folgt,
dass e, d[ C I:

Es sei I eine Menge mit dieser Eigenschaft. Setze | = inf I, r = sup I in RU {£o0}. Ist | = r,
so ist I = () oder I = [I,1] ein Intervall. Ansonsten gibt es nach Definition von inf und sup zu
hinreichend kleinem ¢ > 0 Elemente ¢, < d. € I mit ¢ < l+¢, d. > r — e, so dass |, d:[ C I.
Es folgt, dass |l,7[ = (J.]ce,de[ € I und somit I € {JI,r[,[l,r[,]l,7],[l,r]}, je nachdem, ob das
Infimum bzw. Supremum zu I gehort oder nicht.

‘=’ Ist I C R kein Intervall, so finden wir ¢ < d € I und a € ]¢,d] \ I. Dann ist I = (I N
] — o0, al) U (I N]Ja,oo]) nicht zusammenhéngend.

‘<" Es sei I ein Intervall und I = UUV mit offenen, disjunkten Teilmengen U und V von I.
Wahle v € U. Dann existiert ein offenes Intervall um u, das in U enthalten ist. Wahle | < u
minimal und 7 > u maximal, so dass |{,7[C U. Dann sind [ und r nicht in V', denn dann gébe es
offene Intervalle um [ bzw. r, die in V enthalten sind. Diese hatten aber nichtleeren Schnitt mit
|l,7] € U. Widerspruch. Also sind [ und » Randpunkte von I, so dass I € {]l,r[, [l,7[,]l,7],[l,7]}
und V = 0. <

1.7. Lemma. Ist X wegzusammenhéngend, so ist X zusammenhéingend.
Achtung Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch; s. aber[1.§
Beweis. Annahme, X ist nicht zusammenhingend; X = U U V. Wihle x € U, y € V. Dann

existiert ein stetiger Weg «y : [0, 1] — X mit y(0) = z, v(1) = y. Als Bild der zusammenhéngenden
Menge [0, 1] ist v([0, 1]) zusammenhéngend im Widerspruch dazu, dass wir schreiben kénnen

7([0,1]) = (v([0, 1) N U) U (»([0,1])) n V).
<

1.8. Satz. InR" oder C" ist jede zusammenhéngende offene Menge auch wegzusammenhédngend.

Beweis. Es sei X # () offen und zusammenhangend. Wahle a € X beliebig. Setze
Xy ={re€ X :3y€C(0,1], X) mit v(0) = a,y(1) = z}.

Dann ist X, offen, da X offen ist. X, ist auch abgeschlossen: Ist x € X so, dass jede offene
Umgebung von x die Menge X, schneidet, so gibt es einen stetigen Weg nach X: Man wahlt
dazu etwa einen kleinen Kreis um x der in X enthalten ist (X offen). <

1.9. Definition. Eine Teilmenge Z von X heiftt Zusammenhangskomponente, falls gilt

e 7 ist zusammenhangend.
e 7 ist maximal beziiglich dieser Eigenschaft, d.h. ist Z C Z’, Z’ zusammenhingend, so
ist Z=2".

1.10. Lemma. X sei topologischer Raum.

(a) Zu jedem x € X gibt es genau eine Zusammenhangskomponente Z mit x € Z.

(b)  Zu jedem zusammenhéingenden M C X gibt es genau eine Zusammenhangskomponente Z
mit M C Z.

(¢c) Jede Zusammenhangskomponente ist abgeschlossen.

Beweis. Selbst probieren. <



2. HOLOMORPHE FUNKTIONEN
2.1. Definition. Ein Gebiet in C ist eine offene und zusammenhéngende Teilmenge von C.

Im folgenden sei §2 stets ein Gebiet in C.
2.2. Definition. Eine Funktion f :Q — C heifit (komplex) differenzierbar in zo € €, falls
lim f(Z) — f(ZO) —. f/(ZO)

Z—20 Z— 20
existiert. Ist f auf ganz  differenzierbar, so nennt man f holomorph (oder analytisch) auf
und schreibt

fe M.

Beachte: f’ ist wieder eine Funktion von Q nach C.

2.3. Lemma.

(a) Sind f, g differenzierbar in zy, so auch f + g, f - g und 1/g (falls g(z9) # 0); es gelten die
tiblichen Rechenregeln.

(b)  Die Komposition holomorpher Funktionen ist holomorph; es gilt die Kettenregel
(fo9)(20) = f'(9(20))g' (20)-

Beweis. Wie im Reellen.

2.4. Beispiele.

(a)  Polynome sind holomorph in C.

(b)  1/z* ist holomorph auf C\ {0}, k € N.

(c) exp,sin, cos sind holomorph auf C mit exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = — sin mit der gleichen
Rechnung wie im reellen Fall (s. auch unten).

2.5. Zusammenhang zwischen reeller und komplexer Differenzierbarkeit — Cauchy-
Riemannsche Differentialgleichung. Schreibe f: Q) — C als

flz +iy) = u(z + iy) + iv(x + iy)
mit reellwertigen Funktionen u und v. Wir identifizieren f mit der Ableitung
F:OQprCR?—=R%, Qp={(z,9) eR?:z4iycQ}

definiert durch Ue.y) .9) ( )
T,y U(z,y) =u(x + 1y
F(x,y) = )
R ) I
Dann gilt: f ist komplex differenzierbar im Punkt x + iy < F' ist total differenzierbar im Punkt
(z,y), und es gelten die Differentialgleichungen

LU(x,y) = 0V (z,y)
ayU(may) = —8xV(:U,y)
(Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen); kurz: U, =V}, Uy, = =V,

Beweis: f ist komplex differenzierbar in z = x 4 iy

fz+ h])l —fe) f'(z) =:¢(z,h) =0 fiir h—0

(1) & flz+h) = f(z) +hf'(2) + he(z h)
mit p(z,h) — 0 fiir h — 0. Schreibe f/'(z) =: c € C, ¢ = ¢1 +ica.
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Dann gilt
f/(Z)h = (Cl + iCQ)(hl + ihg) =c1hy — cohy + i(Cth + Cth),
wir identifizieren dies mit dem Element von R?
cthy —eh2 (a1 —e hy
<62h1 +Clh2> N < Cc2 C1 ) <h2>
Das heift: Die komplexe Multiplikation mit ¢ = ¢; +icg ist dquivalent zu der linearen Abbildung
von R?, die durch die Matrix ( 2; _2 ) gegeben ist.

Die Beziehung ist also dquivalent zu

— h
mit ¢(x,y, h) = o(||hl])-

Dies wiederum heift gerade, dass F' in (z,y) total differenzierbar ist mit

/ o 1 —C2 . Uz Uy
ren=(2 )=(% )
2.6. Bemerkung. Hinreichend fiir totale Differenzierbarkeit von F' ist bekanntlich, dass F

stetig partiell differenzierbar ist. Zum Nachweis der komplexen Differenzierbarkeit gentigt es also,
dies und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen zu iiberpriifen.

2.7. Der 0-Operator. Wegen z =  + iy haben wir

z+z 2= Z
5 .

Wir betrachten z und Z als neue Variablen. Es sei F = F(x,y) : Qg — C = R? total reell

differenzierbar. Dann gilt

oF OF Ox  OF Oy 1(8F ,8F>

Tr =

92 0xoz dyo: 2\ar 'oy
or _ 0FO0x 0FOy 1 (0F .OF
9  0roz  oyoz 2\ax oy )

Schreiben wir F' = u + v, so ist
OF oOu Ov OF Ou  0v
%:%4‘1%, Fy:@+2@’
und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind &quivalent dazu, dass
OF

OF := — =0.
15) 77 0

2.8. Potenzreihen.

(a)  Zu jeder Potenzreihe > >° ¢, (2 — a)™ existiert der Konvergenzradius R € [0, co]; er hat

die Eigenschaft, dass die Reihe auf jeder abgeschlossenen Kreisscheibe B(a,r) mit r < R

gleichméfig konvergiert, wahrend sie auf C \ B(a, R) divergiert. Es gilt
1
— = limsup m .
R n—o00

(b)  Wir sagen, die Funktion f : £ — C sei durch Potenzreihen dargestellt, falls zu jeder
Kreisscheibe B(a,r) C Q eine Reihe Y 7 cn(z — a)™ existiert, die fiir alle z € B(a,r)
gegen f(z) konvergiert.
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2.9. Satz. f:Q — C sei durch Potenzreihen dargestellt. Dann ist f € H () und f’ ist ebenfalls
durch Potenzreihe dargestellt. Es gilt: Ist

oo
= ch(z —a)", z€ Bla,r),
n=0
50 ist
o0
"(2) = chn(z —a)"!
n=0
Diese Reihe hat gleichen Konvergenzradius wie die obige.

Beweis: Setze g(z) = Y. ncy(z — a)" 1, wihle w € B(a,r) und p mit |w —a| < p < r. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei a = 0.

Dann gilt
() = flw) g(w) = i Cn <zn_wn — nw"_l) .

Z—Ww Z—Ww
n=1

Der Ausdruck in Klammern ist Null fiir n = 1 und (vollstdndige Induktion) gleich

n—1
_ w) Z kwk—lzn—k—l
k=1

fiir n > 2 (ausmultiplizieren und verwenden, dass (z —w) (2" '+ 2" 2w+... +w" ) = 2" —w").
Da alle Exponenten > 0 sind, ist fiir |w|, |z| < p der Betrag der Summe hichstens

TL(TL B 1) n—2
B P,
also ist

Z—w

O g < - in%np”—?.

Die Reihe konvergiert, weil p < r. Daher geht die linke Seite fiir z — w gegen Null. Folglich ist
f(w) = g(w). <

2.10. Folgerung. Der Satz liRt sich wiederum auf f’ anwenden. Also ist f beliebig oft
differenzierbar, jede Ableitung ist durch Potenzreihen darstellbar, und

o0

fBE) = "nn—-1)...(n—k+ea(z — a)" .

n=k
Es gilt f*)(a) = k!¢, k=0,1,2,... Die Potenzreihendarstellung ist also eindeutig.

2.11. Erinnerung. Es sei 7 : [a,b] — C stiickweise stetig differenzierbar. Die Abbildung
v (manchmal auch das Bild I' = ~v([a,b]) nennt man dann einen Weg in C; der Weg heift
geschlossen, falls y(a) = v(b).

Ferner sei f: " — C stetig. Wir setzen dann

/f dz—/f

Ist ¢ : [¢,d] — [a, b] stetig differenzierbar mit ¢(c) = a,p(d) = b, so ist fiir vy =yo ¢

/ F ()7 (8) di = / f om0 p(t) ((t) ¢ () dt = / fon(tyy (1) dt
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d.h. das Integral ist unabhéngig von der Parametrisierung von I, solange die Orientierung er-
halten bleibt. Kehrt ¢ die Orientierung um, d.h., ist ¢(c) = b, p(d) = a, so ist

2)dz = — z)dz.
[ 16 /Wf()

Man nennt dann ; den entgegengesetzten Weg. Sind 71, v zwei Wege, und ist der Endpunkt
von 1 gleich dem Ausgangspunkt von 79, so setzt man fiir den vereinigten Weg ~

/ fyde= [ f)de+ | f2)de,

Y2
falls f stetig auf Bild y; U Bild v». Es gilt die Ungleichung

b
/ F(2) 2] < (1 lsup / ()] dt.

Das letzte Integral nennt man die Lénge von . Diese Definition stimmt mit der aus dem ersten
Semester iiberein, wenn man v als Kurve in R? interpretiert.

2.12. Spezialfille.

(a) EsseiaeC,r>0.Der durch
y(t) =a+re, 0<t<2m,

definierte Weg heifit die positiv orientierte Kreislinie um a mit Radius r; es gilt

/ f(z)dz =ir 7 f(a+re?)eds.
v 0

Die Lange von « ist 27r.
(b) Sind a,b € C, so heift der durch
yt)=a+(b—-a)t, 0<t<1

definierte Weg die Verbindungsstrecke von a und b. Schreibe [a, b]. Seine Lénge ist |b — a
und .
f(z)dz=(b— a)/ fla+ (b—a)t)dt.
[a,b] 0
Ist

i) = A=)

so erhalten wir einen dquivalenten Weg. Der entgegengesetzte Weg zu [a, b] ist [b, a.

a<t<pg,

(¢) Essei{a,b,c} ein geordnetes Tripel komplexer Zahlen. Es sei A = A(a, b, ¢) das zugehorige
Dreieck (formal: A ist kleinste konvexe Menge, die a,b und ¢ enthélt. Eine Menge heifst
konvex, falls sie mit je zwei Punkten = und y auch deren Verbindungsstrecke enthélt.). Ist
f auf OA stetig, so setzen wir

(2)dz = (z)dz + (2)dz + f(z)dz.
[e7AN [a,b] [b,c] [e,a]

Vertauscht man a, b, ¢ zyklisch, so dndert sich das Integral nicht.

2.13. Satz. FEsseiy ein Weg in C mit Bild y =T und g : I — C stetig. Wir setzen

f(z):/g(w)dw, z¢T.
g

w—z

Dann ist f auf = C\ I in Potenzreihen entwickelbar, also holomorph.
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Beweis: Es sei B(a,r) C €. Dann ist fiir z € B(a,r) und w € T’

wl—Z: (w—a)l—(Z—a) - (w—a)(ll—;_‘;) :wl_ai<§,:z>k

k=0

Die Summe konvergiert, da |z — a| < r < |w — a|. Also ist

g(w) = Z (w g(:))kJrl (Z - Cl)k.

w—z

k=0
Auf jeder Scheibe B(a, p), p < r konvergiert die Reihe gleichméfig nach dem Weierstraft-Kriteri-
um, da
| g(w) | |z—a|® _ suplgl = ok
S| NI
w—al |lw—a r r
k=0 k=0
Es folgt
(w) -
f(z)—/ J dz = cx(z —a)*,
yW—2 k=0
wobei

ck:[Y(wi(Zj))kHdw.

2.14. Satz. Es sei v geschlossener Weg. Fiir z € C \ Bild v =: Q) setze
1 d
(1) Ind, () = 5 [
gl

21 w—z

Dann ist Ind,, eine Z-wertige Funktion auf (2, die auf jeder Zusammenhangskomponente konstant
ist; sie ist Null auf der unbeschrinkten Komponente von §). Man nennt Ind, (z) die Windungszahl
von z beziiglich ~.

Beweis: Fiir vy : [a,b] — C,z € Q ist
I’
2ri J, Y(t) — =z
Nun ist w/27mi € Z < e" = 1. Die Funktion Ind ist daher Z-wertig, falls ¢(b) = 1 ist, wobei

go(s)zexp(/:v(z;(t_)zdt), a<s<b.

Ableiten zeigt, dass
') _ (1)
(2) =

fiir alle ¢, an denen ~ differenzierbar ist.

Die Funktion ¢ ist stetig, ebenso v — z. Da v — z keine Nullstelle hat, ist ¢/(y — z) ebenfalls
stetig. Ferner ist

( ¥ >’: -2 -7 @,
V-2 (v = 2)? ’

abgesehen von der endlichen Menge von Punkten, an denen ~ nicht differenzierbar ist. Folglich
ist /(v — z) konstant. Wegen ¢(a) = 1 ergibt sich

(t) — =
ya) =z’
Nun ist v geschlossen, folglich v(b) = v(a) und somit ¢(b) = 1. Dies zeigt, dass Ind,(z) € Z.

p(t) = a<t<hb.
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Nach Satz ist Indy holomorph. Das Bild einer zusammenhdngenden Menge unter einer
stetigen Abbildung ist zusammenhéngend nach Lemma [I.5] Die einzigen zusamennhéngenden
Mengen in Z sind jedoch einzelne Punkte. Daher ist Ind, auf jeder Zusammenhangskomponente
konstant.

Bild ~ ist als stetiges Bild des kompakten Intervalls [a, b] kompakt, also existiert R > 0 mit Bild
v C B(0, R). Da C\ B(0, R) zusammenhéngend ist, liegt es in einer Zusammenhangskomponente
von €). Daher hat  genau eine unbeschrinkte Zusammenhangskomponente. Da aus folgt,
dass Ind,(z) — 0 fiir z — oo (dominierte Konvergenz) ist die Windungszahl dort Null. <

2.15. Der Logarithmus. Die Exponentialfunktion ist holomorph auf C. Ihr Bild ist bekanntlich
C* = C\ {0}. Wir wissen auch, dass
exp(z + 27mi) = exp(z)
ist. Daher ist exp nicht injektiv. Auf dem Streifen
S={z+iy:z,yeR,—n7<y<n}

ist exp jedoch injektiv (denn expw = expz & w — z € {2k7i : k € Z}); das Bild des Streifens
unter exp ist C*. Also existiert eine Umkehrfunktion In : C* — S mit expoln = ¢d und Inoexp =

id.
Aber: Diese Umkehrfunktion ist nicht stetig. Es ist exp(im) = —1, also In(—1) = 7, fiir —7 <
Yp < ™ mit y, — —7 gilt exp(iy,) — —1, aber

In(exp(yn)) = iyn, — —im # im = In(—1).
Wiéhlen wir hingegen:

So={rx+iy:z,y e R, — <y < 7},

so ist exp(Sp) = C\R<o injektiv, und die Umkehrfunktion In |c\r_,, ist stetig, sogar differenzierbar
mit In’ 2 = 1/z. Mehr dazu in unten.
2.16. Definition. Es sei 2 C C ein Gebiet.

(a) Eine stetige Funktion f: ©Q — C mit exp(f(z)) = z heifit stetiger Zweig des Logarithmus
auf €.

(b)  Allgemeiner: Ist M C C und g : M — C stetig, so nennt man eine stetige Funktion
f: M — C mit exp(f(z)) = g(z) einen stetigen Logarithmus fiir g.

Die Funktion Im f : M — R heift dann Argumentfunktion zu g. Es gilt:
9(2) = |g(2)| exp(ilm f(z)).
2.17. Satz.
(a)  Die Funktion
Injer, :C\R<g > {z+iy:z,y €R, -1 <y <m}
aus ist ein stetiger Zweig des Logarithmus, der sog. Hauptzweig.

(b)  Ist Q zusammenhéingend, so unterscheiden sich je zwei stetige Logarithmusfunktionen um
ein ganzzahliges Vielfaches von 2.

(¢c)  Jeder stetige Zweig f des Logarithmus auf einem Gebiet Q C C* ist holomorph, und es
gilt

e ==



13

Beweis. (a) Stetigkeit: Ist 2 = z + iy = re’? € C\ Rx¢ mit |¢| < m, so ist der Hauptzweig
des Logarithmus gegeben durch Inz = In7 + ip. Nun kann man 7 und ¢ auf C \ R> stetig in
Abhingigkeit von z und y wihlen (r = (22 + y?)'/2, ¢ = arctan(y/x) fiir > 0 (weitere Fille
analog)). Daher ist In stetig.
(b) Es seien f, g stetige Zweige. Setze
1
h(z) = — - .
() = 5=(f(2) ~ (2)
Dann ist
exp(2mih(z)) = exp(f(z) — g(2)) = 1,

also ist h(z) € Z fiir jedes z € 2, somit auch h(£2) C Z. Da Q zusammenhéngt, ist h konstant.

(c) Satz tiber die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion: Ist (zx) eine Folge in Q mit z;, — 2z € Q,
so gilt wegen der Stetigkeit yr := In zp — Inz =: y, folglich

Inzp —Inz

. . Ye — Y 1 1
lim = lim = = —.
k—oo zZp — 2 EXpPpYr —eXpy exp’(y) z

<

2.18. Satz. Ist v : [a,b] — C* stetig, so existiert eine stetige Funktion f mit exp(f(t)) = y(¢).
Ist v sogar stiickweise stetig differenzierbar, so auch f.

Beweis. (Kreiskettenverfahren). Die Menge 7([a, b]) ist kompakt. Setze r = min{|y(¢)| : a <t <
b}. Dann ist 7 > 0. Wéhle eine Partition

a=ty<t;<...ty=b

von [a,b] der Feinheit 0, wobei § so gewdhlt ist, dass aus |s — t| < ¢ folgt |y(s) — y(¢)| < r/2.
Dann ist

N

U B(,7) 2 v([a, b))

j=0
und

V([te, tra]) € B(v(te),7) O B(Y(tet1,7)-

Ferner ist 0 ¢ B(t;,) fiir alle j nach Wahl von 7.
Wir machen nun folgende Beobachtung: Ist a € C*, so existiert auf B(a,|a|) ein stetiger Zweig
des Logarithmus, denn fiir a € R konnen wir den Hauptzweig des Logarithmus wéhlen, und fiir
allgemeines a = |a|e’? konnen wir In(z) = In(ze™*) +ip definieren, wobei rechts der Hauptzweig
stehen soll.

Also existiert ein fo : [to, t1] — C mit

exp(fo(t)) =~(t); to<t<t.
Klar: Da fo = Inovy ist, ist mit v auch fy stetig/stiickweise stetig differenzierbar. Anschliefend
finden wir ein g; : [t1,t2] — C mit

exp(g1(t)) = (1), t <t <t

Dabei existiert ein k € Z mit g1(t1) = fo(t1) + 2mik. Wir definierten dann f; : [t1, t2] — C durch
fit) = g1(t) — 2mik und haben dadurch die gesuchte Funktion auf [tg, t2]. Nach N Schritten sind
wir fertig. <
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2.19. Folgerung. Ist v : [a,b] — C eine Kurve und z ¢ T' = Bildy, so ist § = vy — z eine Kurve
in C*. Wir finden also eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion f mit exp(f(t)) = d(¢t).
Dann ist

dw " @) +2) POV E) [ g ey -
/Ww—z_/a(é(t)—l—z)—zdt_/a exp(f(t)) dt_/af(t)dt_f(b) /(@)

Insbesondere ist also der Imaginérteil des Integrals der Zuwachs des Imaginéarteils von f entlang
der Kurve somit der Zuwachs des Arguments von § entlang der Kurve. Ist die Kurve geschlossen,
so ist dies ein Vielfaches von 2, und wir erhalten die Interpretation von Ind, (z) als Windungszahl
von y um z.

2.20. Lemma. Ist v die positiv orientierte Kreislinie um a mit Radius r, so ist
1 |z—a|<r
Indy(z)—{ 0 |z—a|>r "~

Beweis: Wihle v(t) = a +re', 0 < t < 27. Dann folgt aus dass Ind,(2) = 0 fiir [z —a| > r
und Ind,(2) = Ind,(a) fiir |z — a| < r. Wir sehen:

1 2 y it
Ind, (a) / B
0

2mi a—+ret —a

2.21. Hilfssatz. Essei F € H(Q) und F’ stetig (wir sehen spéter: dies ist automatisch erfiillt).
Dann ist fiir jeden geschlossenen Weg
/ F'(z)dz = 0.
.

Beweis. f7 F'(z)dz = f; F'(y()y(t)dt = F(y(b)) — F(y(a)) = 0, da v(b) = v(a). <

2.22. Folgerung. Es sei n € Z und ~ eine geschlossene Kurve . Fiir n < 0 sei zusétzlich

0 ¢ Bild~. Dann ist
n ) 0 n#—1
/72 dz = { 2mi Ind,(0); n=—1

Zn+1

/
Beweis. Fiir n # —1 ist 2" = (Tﬂ) , und [2.21| liefert die Behauptung. Fiir n = 1 ist dies die
Definition. <

2.23. Satz. Essei f: € CC — C stetig. Dann ist dquivalent:

(a)  f hat auf Q eine holomorphe Stammfunktion F mit F' = f.
(b)  Fiir jeden geschlossenen Weg ~ in ) ist f7 f(z)dz=0.

Beweis: Genau wie in Analysis 2, Thema Vektorfelder und Potentiale. Der Vollstandigkeit halber:
(a) = (b)[2.21

(b) = (a) Es sei Z eine Zusammenhangskomponente von €. Z ist offen und zusammenhéngend,
also wegzusammenhangend nach Satz [[.8] Wihle a € Z fest. Fiir beliebige z € Z wihle einen
Weg ~, von a nach z und setze
F(z)= [ f(w)dw.
Yz
Da das Integral von f {iber geschlossene Wege Null ist, hangt F' nicht von der Wahl des Weges
ab.
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Zeige: F ist differenzierbar. Fixiere zp € Z. Nahe zp kann man v, = v, + [20, 20] wéhlen. Damit

gilt
F(z) — F(20) _ 1 N ds
Hel = ) /H 1)

zZ— 2 zZ— 20

1
_ ! /0 F(z0+ t(z — 20)) dt (= — =)

Z— 20

1
= /0 f(zo +t(z — 20)) dt
f(20)

mit dominierter Konvergenz. <
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3. DIE CAUCHY-FORMEL. SATZE VON MORERA UND LIOUVILLE

3.1. Lemma von Goursat. Es sei /A ein abgeschlossenenes Dreieck in ), p € Q, f stetig auf
Q und holomorph auf Q\ {p}. Dann ist

/aAf(z)dz:O.

Bemerkung: Ist f holomorph auf 2\ {p} und auferdem stetig, so istf holomorph auf ganz .
Dies werden wir jedoch erst spéater beweisen konnen.

Der Beweis benutzt das folgende Lemma:

3.2. Lemma. Essei A1 D Ay D A3 D ... eine Folge abgeschlossener nichtleerer Mengen vom
Durchmesser dy,ds, ... — 0 in C. Dann existiert genau ein Punkt in ﬂ;; Aj.

Dies ist bekannt aus Analysis 1. Hier sind die Details:
Beachte: Der Durchmesser einer Menge M C C (oder C" oder Banachraum) ist

sup{l|lz —yl| : z,y € M}.

Beweis. Wéhle a; € A;. Dann ist {a;} eine Cauchy-Folge, weil fiir k > kg gilt
g, Ay S Apys

folglich ||ay —ak, || < dg, 3% 0. Da C vollsténdig ist, hat die Folge einen Grenzwert a. Fiir festes

ko ist ak,, Gry+1, - - - eine Folge in Ay, mit Grenzwert a. Da Ay, nach Voraussetzung abgeschlossen

ist, folgt a € A, = a € ;2 4;.

Ist auch b € (;Z; Aj, so folgt a,b € A;Vj = |la—b|| <d;Vj = a-b=0=b=a.

Beweis von Fall I: p ¢ A. Wir konnen die Behauptung in diesem Fall direkt aus dem Satz
von Gaufs ableiten. Hier ist der klassische Beweis:

Seien a,b, ¢ die Eckpunkte und o', b, ¢ die Mittelpunkte von [b,c] bzw. [c,a] bzw. [a,b]. Wir
betrachten nun die vier Dreiecke A, A2, A3 A4, die durch die Tripel

{a,d b}, {b,d',c'}, {c,d’,V'}, und {d', ¥, '}
gebildet werden. Es sei J = [, an f(2) dz. Nach Definition der Wegsumme ist

4
J = Z f(z)dz.

= Jons
Damit ist | [, ., f(z)dz| > }|J| fiir ein j. Wir nennen dieses Dreieck AJ nun Ay und verfahren
analog. Diese liefert eine Folge A1, Ao, ... von ineinander liegenden nicht leeren Dreiecken. Die
Seitenléngen sind L/2, L/4,..., wobei L die Seitenldnge von A war. Es ist

f(z)dz

[0YAN"S

(1) 7] < 4m , o n=1,2...

Es gibt nun nach dem vorhergehenden Lemma genau ein zy € [ A,,. Da A kompakt ist, liegt 2o
in A. Folglich ist f differenzierbar in z.

Sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert ein r > 0 mit

|f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €|z — 20|
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fiir |z — 2| < r. Ist n hinreichend gro®, so ist |z — zp| < r fiir alle z € A,,. Fiir dieses feste n gilt
auch |z — zg] < 27"L. Weil f(z9) und f’(20)(z — 2z0) Ableitungen holomorpher Funktionen sind,
folgt aus Satz [2.23] dass ihr Integral {iber geschlossene Wege Null ist und somit

(2)dz = f(z) = f(z0) = f'(20)(z — 20) dz,
Py i

so dass
(2) | /6 )i < D)D),

Aus und (2)) schliefen wir, dass |J| < eL?. Da ¢ beliebig war, schlieRen wir, dass |J| = 0.

Fall II. p ist einer der Eckpunkte etwa p = a. Liegen a, b, ¢ auf einer Geraden, so ist nichts zu
zeigen. Anderenfalls wihlen wir Punkte x € [a,b], y € [c, a] beide nahe an a. Das Integral ist die
Summe der Integrale tiber die Rénder der Dreiecke A(a,z,y), Az, b,y) und A(b, ¢, y).

Wegen Fall I ergibt sich bei den letzten beiden Null. Folglich ist

J= (/[a@]—i-/[x’y}—l-/[y’a]) f(z)dz

I < I fllsup (Jo — =] + |z =yl + |y — al).
Die rechte Seite kann beliebig klein gemacht werden, indem man x,y nahe bei a wahlt. Wieder

folgt J = 0.

Fall ITI. Ist schlieflich p ein beliebiger Punkt von A, so betrachte die Dreiecke A(a, b, p), A(b, ¢, p),
A(e,a,p). Nach Fall IT liefern die Integrale tiber jedes Teildreieck Null. Es folgt, dass J =0. <

und somit

3.3. Satz. Der Satz von Cauchy in einer konvexen Menge. Essei (2 offen und konvex (d. h.
Va,y € Qist [z,y] € Q). Es sei f stetig auf Q, f € H(Q2\ {p}). Dann hat f eine Stammfunktion,
d.h. 3F € H(Q) mit F' = f.

Insbesondere ist fv f(2)dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg  in £ nach

Bemerkung. Die Konvexitat ist hier wichtig: De Funktion f(z) = 1/z ist holomorph auf C\ {0},
aber das Integral {iber den Einheitskreis ist nach Definition 27é mal die Windungszahl, also 273.

Beweis: Fir z € Q) definiere
FG) = [ s,
[a,2]

wobei a fest gewéhlt sei. Ist zy weiterer Punkt in ©, so liegt das Dreieck A(a, z, ) in Q. Nach
Goursat gilt dann

F(z) — F(z) = /[ ]f(w) dw.
20,2
Es folgt fiir z # zg

B = F0) iy 1 /[ ) = o)

zZ— 20 zZ— 20

Ist € > 0 vorgelegt, so folgt aus der Stetigkeit von f in z, dass ein J existiert so, dass
|f(w) — f(20)] < e fir |w— 2| <.

Fir |z — z9] < 0 ist der Betrag der rechten Seite also < Iz—ilzo\’z — zple = e. Daher ist F'
differenzierbar und F’ = f. <
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3.4. Cauchy-Formel fiir konvexe Mengen. Es sei v ein geschlossener Weg in einer konvexen
offenen Menge Q und f € H(R). Ist z € Q \ Bild~, so ist

f(2)Indy(2) = 21m/ f(iU)Z dw.
g

w

Bemerkungen.

(1) Interessantester Fall: Ind,(z) =1 (z. B. Kreislinie).

(2) Es folgt sofort
f9() _ 1 f(w)
k!mWFmLmﬂMm'

durch Differentiation unter dem Integral.

{ fw)—f(2)

g(w) = o
f'(z)

Dann ist g stetig und holomorph auf Q \ {z}. Es folgt mit der Cauchyschen Integralformel

O:[/g(w)dw:/wmdw—f(z)/wwdiuz

und damit die Behauptung. <

Beweis. Definiere

3.5. Satz. (Potenzreihendarstellung holomorpher Funktionen). Ist Q offen in C und
feH(Q), soist f durch Potenzreihen darstellbar. Ausfiihrlich: Fiir a € Q definiere

; :{ dist (a,09Q) Q#C

00 Q=C -
Dann gilt
(1) f(Z) = ch‘('z - a)kv z € B(CL, da)v
k=0
wobei
F®)(a) 1/ f(w)
2 =< _JNT)
(2) Ch n 3t ) (0 — @) dw, k€ Ny,

dabei ist y(a, r) die positiv durchlaufene Kreislinie um a mit Radius r < d,. Insbesondere ist
1
3) lex| < 5 max{|f(w)] : [w —a| =r}.

Beweis. Es ist B(a,d,) C Q. Da B(a, d,) konvex ist, gilt nach Satz fir r < d,
1
=g [ g,
¥(

270 )y W — 2

beachte, dass Ind, g,y = 1 ist (vgl. [2.20).

Aus Satz folgt, dass f auf B(a,r) durch eine Potenzreihe darstellbar ist. Da die Koeffizienten
eindeutig durch die Ableitungen von f in a bestimmt sind (2.10)), héngen sie nicht von r ab. Es
gilt also (I)). Die Formel folgt aus und dem Beweis von folgt unmittelbar aus
2)- <

3.6. Folgerung. Ist f € H(Q), soist f/ € H(Q) nach in Verbindung mit folglich ist
f beliebig oft differenzierbar.
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3.7. Satz. (Morera). Es sei f stetig auf Q, Q C C offen, und

(1) f(z)dz=0

(7N
fiir jedes abgeschlossene Dreieck A in €. Dann ist f € H().

Beweis: Es sei a € Q und B(a,r) C Q. Wie im Beweis von [3.3| setze F(z) = f[a o f(w) dw fiir
z € B(a,r). Es folgt wie dort, dass F' differenzierbar ist auf B(a,r) mit Ableitung f (dazu wurde
namlich nur (1)) benutzt).

Also ist f = F’ nach ebenfalls auf B(a,r) holomorph. Es folgt, dass f auf ganz 2 holomorph
ist. <

3.8. Definition. Die Elemente von H(C) heifen ganze Funktionen.

Beispiele: Polynome, Exponentialfunktion, sin, cos und deren Komposition.

3.9. Satz. (Liouville). Ist f € #(C) beschrénkt, so ist f konstant.

Beweis: Nach gilt

[e.e]

f(z) = Z cn 2",

n=0

wobei die Summe fiir jedes z € C konvergiert. Es sei C' := sup{|f(z)| : z € C}. Dann gilt nach

|77 (0)] < CKIR™*.

Da die linke Seite von R nicht abhéngt, folgt f(*)(0) = 0 fiir alle £ > 0. Daher ist f = C. <

3.10. Folgerung. Fundamentalsatz der Algebra. Jedes nichtkonstante Polynom p hat eine
Nullstelle. Mit linearer Algebra folgt hieraus: Jedes Polynom # 0 iiber C hat eine Darstellung

p(Z) = CH(Z—Zj)v
j=1
wobei z; € C, j=1,...,n,0# C € C, n = gradp.

Beweis: Ist p nichtkonstant, so ist

(1) lim [p(2)| = co.

Héatte p keine Nullstelle, so ware % eine ganze Funktion. Aus folgt, dass es ein R > 0 gibt mit
p(z)[ =21 Ve = R.

Also ist |ﬁ| < 1V|z| > R. Auf der kompakten Menge {z : |z| < R} ist 1% beschrénkt. Also ist

% beschrankt auf C, nach Liouville somit konstant. Widerspruch! <
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4. IDENTITATSSATZ UND KLASSIFIKATION ISOLIERTER SINGULARITATEN

Identititssatz.
4.1. Satz. Es sei Q) ein Gebiet, f € H(Q) und

N(f)y={aeQ: f(a) =0}
die Nullstellenmenge von f. Dann gilt entweder N (f) = Q (d. h. f ist die Nullfunktion) oder
N (f) ist abzédhlbar und hat keinen Haufungspunkt in €.

Im zweiten Fall gibt es zu jedem a € N(f) eine eindeutig bestimmte Zahl m € N, m > 1 (die
sogenannte Nullstellenordnung) mit

(1) f(z) = (z—a)"g(2),
wobei g € H(?) und g(a) # 0.

4.2. Definition. Ein Punkt zg € X heiltt Haufungspunkt der Teilmenge M des metrischen
Raums X, falls es eine Folge (x;) in M gibt mit x; # 29V j und x; — xo.

Beachte: Es muss nicht zg € M sein.

Zum Beweis von [£.1] brauchen wir die folgenden zwei Lemmata.

4.3. Lemma. Die Menge aller Hiufungspunkte einer Menge M ist abgeschlossen.

Beweis. Es sei (y;) eine Folge von Haufungspunkten mit y; — y. Wir miissen zeigen: y ist
Héaufungspunkt.

Nach Annahme existieren Folgen (x;,) in M mit xj, — y; fiir n — oo und xj, # y; Vn ().

Wir betrachten die Folge (z;;)72;. Es gilt: z;; — y und z;; # y fiir unendlich viele j (sonst wére
die Folge fiir alle j > jp konstant, was wegen () nicht sein kann).

Also leistet eine Teilfolge von (z;;) das Gewiinschte. <
4.4. Lemma. Jede offene Teilmenge U von C ist abzdhlbare Vereinigung kompakter Teilmen-

gen.

Beweis. Uy := {z € U : |2| < k und dist (2,0U) > +}. Dann ist Uy C Us,..., und U = |32, Uy
Ferner sind alle Uy abgeschlossen und beschrankt, also kompakt. <

Beweis von[i.1} Es sei H die Menge aller Hiufungspunkte von N(f) in . Dann ist nach Lemma
H abgeschlossen in Q. Da f stetig ist, ist f(a) = 0 fiir alle a € H.

Sei nun a € N (f) und r > 0 mit B(a,r) C Q. Nach Satz hat f eine Potenzreihendarstellung

(1) f(z) = ch(z —a)", z¢€ B(a,r).
n=0

Nun gibt es zwei Moglichkeiten

e Entweder sind alle ¢, Null; in diesem Fall ist f die Nullfunktion, oder
e es gibt eine kleinste Zahl m mit ¢g = ... = ¢;,—1 = 0 und ¢, # 0. Natiirlich ist m > 1,
denn ¢y = f(a) = 0!

Im letzten Fall definieren wir

() = { (z—a)™"f(z) z€Q\{a}

Cm zZ = a.
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Damit gilt [4.1|(1)). Klar ist, dass g auf Q\ {a} holomorph ist. Aus folgt jedoch, dass

[e.e] [e.e]

g9(z) = cn(z—a)" " = Z Cmtn(z —a)", z € B(a,r).

n=m n=0
Folglich ist g € H(9Q).
Weil g(a) # 0, existiert auch eine Umgebung von a mit g(z) # 0. Folglich ist a die einzige
Nullstelle von f in dieser Umgebung und a kann kein Haufungspunkt von Punkten in N'(f) sein.

Ist also a ein Haufungspunkt von N(f) in Q, so ist f = 0 in B(a,r). Daher ist H nicht nur
abgeschlossen sondern auch offen in 2. Also haben wir die Alternativen:

(i)  H=0,dh. N(f) hat keine Hiufungspunkte in Q, oder

(i) H=9Q,dh f=0aufQ.

Falls f nicht die Nullfunktion ist, hat AV(f) keine Haufungspunkte in . In jeder kompakten

Teilmenge von ) konnen daher nur endlich viele Elemente von N (f) liegen. Nach Lemma
folgt die Abzahlbarkeit. <

4.5. Folgerung. (Identitétssatz) Es seien f,g € H(Q) und f(z) = g(z) auf einer Teilmenge
von 2, die einen Haufungspunkt enthélt (z. B. einer Folge (z,) mit Grenzwert zo € ). Dann ist

=g

4.6. Bemerkung. Der Haufungspunkt muss in 2 liegen:
1
f(z) =sin— € H(C\{0})

hat eine Folge von Nullstellen in z; = %, k=1,2,..., mit z; — 0, stimmt aber nicht mit der
Nullfunktion tiberein.

Isolierte Singularititen.
4.7. Definition. Ist a € Qund f € H(Q2\ {a}), so nennt man a eine isolierte Singularitat von
fin Q.

Wenn man f in a so definieren kann, dass die resultierende Funktion auf ganz {2 holomorph ist,
so heiflt a hebbare Singularitat.

Beispiel: s‘% hat in Null eine hebbare Singularitét.

4.8. Satz. (Hebbarkeitssatz) Es sei f € H(Q \ {a}) beschrédnkt in einer Umgebung von a.
Dann hat f in a eine hebbare Singularitéit.

Beweis. Setze

)2
o= { e <o
0 z=a

Dann ist h offensichtlich auf Q\ {a} differenzierbar. Auch in a ist h differenzierbar mit Ableitung
Null, denn

lim h(z) — h(a)

z—a z—a
da f in einer Umgebung von a beschrinkt ist. Auf jeder Kreisscheibe B(a,r) C € hat h also eine
Potenzreihendarstellung

= lim (= — ) f(z) = 0,

h(z) = Z cn(z —a)™.
n=2

Folglich ist f(z) = > 07y cnq2(z — a)™ fiir z € B(a,r) \ {a} und die Definition f(a) := ¢y liefert
eine holomorphe Fortsetzung. <
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4.9. Satz. (Casorati—Weierstrafl) Ist a € 2 und f € H(2\{a}), so liegt einer der folgenden
(verschiedenen) Méglichkeiten vor:

(a)  f hat eine hebbare Singularitét in a. In diesem Fall ist f in einer Umgebung von a be-
schréankt.

(b)  Es gibt komplexe Zahlen ci, ..., ¢y, m > 1, ¢, # 0 derart, dass

f(Z)—Z(Ziika)k

k=1
eine hebbare Singularitit in a hat. Man sagt dann, f habe einen Pol der Ordnung m in
a und nennt » ", (Zfi’;)k den Hauptteil von f in a. Den Koeffizienten ¢; vom (z — a)~!
nennt man das Residuum von f in a. Man schreibt Res, f oder Res (f;a).
In diesem Fall gilt

|f(z)] > 00 flr z—a.

(c)  Fiir jedes r > 0 ist das Bild von B(a,r) \ {a} unter f dicht in C. Man sagt dann, dass f
in a eine wesentliche Singularitdt habe.

Beachte: Wir kénnen die drei Félle anhand des Wachstumsverhaltens von f nahe a unterschei-
den. Mehr in[4.14.

Beweis. Annahme, Fall (c¢) liegt nicht vor. Dann existiert ein r > 0, ein § > 0 und ein w € C mit
|f(z2) —w| >0 Vze Bla,r)\{a}.
Wir schreiben B := B(a,r), B = B(a,r) \ {a} und definieren

1 )
(1) 9(z) == o) —w z € B.

Dann ist g(z) € H(B) und |g| < 6. Nach dem Hebbarkeitssatz hat ¢g eine holomorphe

Fortsetzung auf B. Wir unterscheiden zwei Moglichkeiten

(i)  g(a) #0. Dann ist f wegen in einer Umgebung von a beschrankt. Wiederum nach
liegt Fall (a) vor.
(i) g(a) = 0. Nach Satz[{.1]hat g eine Nullstelle der Ordnung m € N, d.h. 3m > 1, g € H(B)
mit g(a) # 0 und
9(2) = (z = a)"g(2).
Da f auf B holomorph ist, hat g keine weitere Nullstelle in B. Somit ist g(z) # 0 fiir alle
z € B. Wir konnen also die Funktion

h::i € H(B)

Q

definieren; h hat keine Nullstelle auf B. Es gilt
(2) f(2) —w=(z—a)"™h(z), =z¢€B.

Zudem konnen wir h in eine Potenzreihe entwickeln
(oo}
(3) h(z) = an(z —a)", z€B,
n=0

wobei bg # 0 ist.
Kombination von und liefert die Behauptung. <
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4.10. Definition. Essei 0 <r < R < 00, a € C. Definiere
Urr(a) ={z€C:r <|z—al <R}

4.11. Lemma. Fir f € H(U,g(a)) undr < p < R gilt

ist unabhéngig von der Wahl von p.

Beweis. Betrachte fiir r < p; < p2 < R die Differenz

7{ £(2)d= — 7{ F(2) de.

|z—al=p |z—al=p2

Durch Zerlegung wie gezeichnet hat man die Differenz dargestellt als Summe

[er].
7 TN

wobei die Wege ; in konvexen Teilmengen von U, g(a) verlaufen. Es folgt nach dem Cauchyschen
Integralsatz dass jeder Summand Null ist. <4

4.12. Cauchysche Integralformel fiir Kreisringe. Essei0 <r<r <R <R<oo, f €
H(U,r(a)), z € Uppg(a). Dann gilt

F(z) = — 7{ A 7{ fw) .

21 w— z 211 w— z
|w—al=R’ |lw—a|=r'

Beweis. Schreibe wie in die Differenz als Summe von Integralen tiber Wege, die jeweils
in konvexen Teilmengen von U,r(a) verlaufen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit liege z
auf keiner der Trennlinien. Dann ist Ind,;(2) = 1 fiir ein j € {1,..., N} ; fiir alle anderen ist
Ind,, (z) = 0. Die Cauchysche Integralformel liefert

|w—a|=R' |lw—al|=r'

4.13. Laurent-Reihen. Ist f € H(U,r(a)), so gilt

-1

f2) =Y alz-af+> alz-a)k,

k=—o00 k=0

1 f(z
o ) Gt

|z—al=p

wobei

fiir beliebiges p €]r, R[. Die Reihen konvergieren gleichméfig auf kompakten Teilmengen von
U,r(a). Die Koeffizienten in der Darstellung sind eindeutig.
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Beweis. Nach 112 ist
F2) = — f UG j'{ S gy = F(2) — H(2)

w— z 211 w—Zz
|w—al=R' |lw—a|=r'

firr < < R <R, 2 € Uug/(a). Well |z—a| < R’ ist, schliefit man wie in F ist holomorph,
[e.9]
1
F= ch(z—a)k mit ¢ = — j{ Mdw
k=0

2mi (w—a)ktl
lw—al=p

(unabhéngig von p nach 4.11)).

Fir jw —a|l =7 < |z —a ist

w—z=(w—a)—(z—a)=(z —a) <“’_“—1>.

zZ—a
Also ist
1 1 ~/w-a
w— z __z—az<z—a>
k=0
Wir erhalten
1 f(w) 1 & y{ k k—1
2 ?{ w—z dw = 2mi g flw)(w —a)'(z —a) dw
|lw—al|=r' “Hw—a|=r
Also:
-1
1 f(w)
_ k _
(1) H(Z) = kz Ck(Z - CL) s C — % % m dw.
- lw—al=p

Die Potenzreihe fir F' konvergiert fiir |z — a] < R, diejenige fiir H auf |z — a|] > r. Beide
konvergieren absolut und gleichméfig auf kompakten Teilmengen von U, g(a).

Die Eindeutigkeit der Koeflizienten folgt aus der Formel . <

4.14. Nochmals: Isolierte Singularititen. Esseia € Cund f € H(Upr(a)) = B(a, R)\{a}
fiir ein R > 0. Dann gilt

mit geeigneten ¢, € C. Man nennt

ha(z) = Z cx(z —a)k

k=—o00

den Hauptteil von f in a und den Koeffizienten c_; (nach ist c.q = f|

Residuum von f in a.

f(w) dw) das

w—al=p

Wir erhalten nun eine weitere Klassifikation der isolierten Singularitdten iiber den Hauptteil der
Laurentreihe: Die Funktion h, ist nach Satz holomorph auf C\ {a}. Es gilt

(i) f hat eine hebbare Singularitéit in a < h, = 0 < ¢; = 0 fiir alle k& < 0.
(ii)  f hat einen Pol der Ordnung m in a < h, = Z;:I_m cx(z — a)® mit ¢, # 0 (endliche
Summe).

(iii) f hat eine wesentliche Singularitdt in a < unendlich viele ¢, sind # 0.
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4.15. Definition. Singularititen im Unendlichen. Es sei f € H(U;oo(a)). Wir sagen f
habe im Unendlichen eine hebbare Singularitéit, einen Pol, eine wesentliche Singularitéat, falls die
Funktion
9(2) = f(1/z) € H(U; 1(0))

die entsprechende Singularitat in Null hat.

4.16. Beispiel. Ein Polynom p(z) = Y jL,cx2® vom Grad m > 1 hat im Unendlichen
einen Pol der Ordnung m. Ist f € H(C) kein Polynom, so hat f eine wesentliche Singularitét
im Unendlichen. Ist f € H(C) und hat f im Unendlichen eine hebbare Singularitét, so ist f

konstant.
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5. DER SATZ VON DER OFFENEN ABBILDUNG. MAXIMUMPRINZIP
Die lokale Struktur holomorpher Funktionen.
5.1. Lemma. Essei f € H(S2) und g definiert auf  x Q durch

{ f(z)—f(w) 24w

(z,w) = .
/ fl(z) z=w

Dann ist g stetig auf ) x €.

Beweis. Klar: g ist stetig auf (2 x Q) \ {(a,a) : a € Q}. Sei also a € Q fest, ¢ > 0. Es existiert
ein p > 0 mit B(a,p) C Q und |f'(§) — f'(a )\<€furalle§€B(a p).

Fir z,w € B(a, p) ist
£t)=(1—t)z+tw € Bla,p), 0<t<1.
Es folgt

1
ofzw) = glaa) = [ (160) = 1) .

Der Absolutbetrag des Integranden ist kleiner e. Damit ist g stetig in (a, a). <

5.2. Satz. Essei p € H(Q), 20 € Q und ¢'(z9) # 0. Dann gibt es eine Umgebung V von zj in
Q) mit folgenden Eigenschaften:

(a) ¢ ist injektiv auf V.
(b) W = (V) ist offen.
(¢) Ist ) die Inverse zu ¢ : V. — W, so ist ¥ € H(W).

Also ist ¢ lokal invertierbar und hat eine holomorphe Inverse.

Bewetis. Wendet man das obige Lemma auf ¢ an, so sieht man, dass es eine Umgebung V' von zq
gibt mit

1) [ple1) — ()] 2 5160l 21 — 22

fir z1, 20 € V. Daraus folgt (a).

Indem man eventuell V' verkleinert, kann man erreichen, dass
O(2)#£0 VzeV.

Zum Beweis von (b) fixiere £ € V. Wéhle r > 0 mit B(£,r) C V. Wegen existiert ein § > 0
mit

(2) (6 +re’) —p(€)] >26, —m<t<m.

Ist nun a ¢ ¢(V), so ist h = ﬁ holomorph in V. Ferner ist

(3) 20 < |p(€ +re) — p(&)] < o — (& +re)| + |a — p(€)]-
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Andererseits folgt aus der Cauchyformel

2 it
e = el [
< 1 /27r |h(€§ + reit)| dt
- 27 0
< sup |+ re’)]
—n<t<m
= |h(€ +re)| fiir ein tg
1

o — (€ +retto)|
Dies liefert
o — p(€ +re™)| < o — (&)l
also mit
20 < |a — (€ +re™®)| + |a — p(€)] < 2a — p(¢)]
und daher |a — ¢(§)] > 0. Folglich ist ¢(V') D B(p(£),0). Da & beliebig war, folgt die Offenheit
von p(V).

Zum Beweis von (c) fixiere w; € W. Dann gibt es genau ein z; € V mit ¢(2z1) = w;. Ist nun
w € W und ¢ (w) =z € V, so folgt

(@) Yw)—Pplwr)  z-=z

w —wy p(z) = p(z1)
Aus folgt, dass z — 2z konvergiert, falls w — w; geht. Da ¢'(z1) # 0 ist, liefert die
Differenzierbarkeit von ¢ in wy und, dass ¥'(w1) = 1/¢'(21). <

Jetzt wollen wir sehen, was passiert, wenn die Ableitung Nullstellen hat. Dazu zuerst:

5.3. Definition und Bemerkung. Fir m = 1,2,... definiere die m-te Potenzfunktion
T @ 2 — 2™, Fiir jedes w # 0 hat die Gleichung m,,(2) = w genau m Losungen. Fiir w = re®
sind dies die Punkte

e = %ei(19+27rk)/m‘

Wir beobachten:

(i)  Die Abbildung 7, ist offen, d.h. das Bild jeder offenen Menge unter m,, ist offen: Ist V'
offen in C\ {0}, so ist 7, (V) nach dem vorigen Satz offen; ist dagegen V = B(0,r), so
ist (V) = B(0,7™) offen. Da jede offene Menge als Vereinigung von zweien dieser Form
geschrieben werden kann, folgt die Behauptung.

(i)  Die Komposition offener Abbildungen ist offen. Nach dem vorigen Satz ist insbesondere
Tm ©  offen, falls ¢’ keine Nullstelle hat.

Im folgenden Satz sehen wir, dass jede nichtkonstante Funktion bis auf eine additive Konstante
lokal von der Form m, o ¢ ist:

5.4. Satz. Es sei Q2 ein Gebiet, f € H(QY) nicht konstant, zo € Q und wo = f(z0). Es sei m
die Ordnung der Nullstelle von f — wqg in zy. Dann gibt es eine Umgebung V von zg und ein
v € H(V) mit

(1) f(z)=wo+p(z)", z€V.

(2) ¢'(2)#0VzeV und ¢ : V — B(0,r) ist invertierbar fiir eine geeignete Kugel B(0,r).
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Bemerkung: Es ist also f — wy = 7, o 9. Die Abbildung f hat also die Eigenschaft, dass sie
V\ {z0} auf B(wp, ™) \ {wo} abbildet, wobei jeder Punkt genau m Urbilder hat. Ferner ist wy
innerer Punkt von f(2).

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei 2 konvexe Umgebung von zg, die so klein ist,
dass f(z) # wp fir alle z € Q\ {20}. Dann ist

f(z) —wo = (2 — 20)"9(2)
fiir ein nullstellenfreies g € H (). Folglich ist ¢'/g € H (). Nach Satz 3.3 hat ¢'/g eine Stamm-

funktion h in Q. Die Ableitung von ge™" ist Null in €. Indem man h um eine Kostante dndert,
kann man erreichen, dass g = e/ gilt. Definiere

p(z) = (z = 29)e"/™.

Damit folgt (1).

Ferner gilt (z9) = 0, ¢'(20) # 0. Aus Satz[5.2|(b) folgt also, dass wir (2) erreichen kénnen, falls
wir V etwas verkleinern.

5.5. Folgerung. Satz von der offenen Abbildung. Ist Q ein Gebiet und f € H (), so ist
f(Q) entweder ein Punkt oder ein Gebiet. Dies folgt sofort aus der Bemerkung nach dem Satz

5!
5.6. Folgerung. Es sei Q) ein Gebiet, f € H(Q) und f injektiv. Dann ist f'(z) 0V z € Q.
Beweis. Ware f'(z9) = 0 fiir ein zg € €, so hétte f in zy eine mehrfache Nullstelle, die Aussage

von (b) wiirde also fiir ein m > 1 gelten. Damit wére f aber nicht mehr injektiv: Fiir eine
Umgebung U von zy hitte f zu jedem Bildpunkt m Urbilder. <

5.7. Bemerkung. Die Umkehrung gilt nicht: Es gibt holomorphe Funktionen f mit f'(z) # 0
fiir alle z obwohl f nicht injektiv ist (z. B. f(z) = e?).
Maximumsprinzipien.

5.8. Starkes Maximumsprinzip. Der Betrag einer nichtkonstanten Funktion f € H(Q)
nimmt auf €2 kein Maximum an.

Beweis. Ist f nichtkonstant und w im Bild von f, so ist w ein innerer Punkt des Bildes, weil das
Bild von f offen ist. Damit kann in w kein maximaler Wert sein: Es gibt in der Umgebung stets
Elemente mit groferem Betrag. <

5.9. Bemerkung. Minima kann der Betrag jedoch haben; betrachte z.B. f(z) = z.

Wir erhalten als Folgerung:

5.10. Satz. (Maximumsprinzip). Es sei Q ein beschrinktes Gebiet, f € H(2)NC (). Dann
nimmt |f| sein Maximum auf dem Rand von 2 an:

(1) |f(2)| < max [f(w)], 2z €.
weos)
Dabei gilt Gleichheit hochstens, wenn f konstant ist.
Beweis. Die Menge ) ist als Abschluf einer beschrinkten Menge kompakt. Da f auf Q stetig

ist, nimmt f auf O sein Maximum an. Ist f konstant, so gilt ,,=" in . Ist f nicht konstant, so
kann |f| kein Maximum im Inneren annehmen, wie in gezeigt. Somit gilt ,,<“ in . <
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6. GLOBALE VERSIONEN DES CAUCHYSCHEN INTEGRALSATZES. RESIDUENSATZ

Homotopie und Homologie.

6.1. Ketten und Zyklen. Es seien vy,...,7v, Wege in der Ebene und
K = Bildy; U...UBild v,.
Jedes v; liefert eine lineare Abbildung 7; : C(K) — C durch

Vi) = [ f(z)dz.

Yj
Wir kénnen also formal die Summe dieser Wege definieren, indem wir sagen, welche lineare
Abbildung sie auf C'(K) induziert. Mit anderen Worten: Wir schreiben

(1) L=y 4%+ + T,

nennen [ die formale disjunkte Summe der Wege und setzen

/Ff(z)dz ::Z f(z)dz, feC(K).

j=177

Solche formalen Summen von Wegen I' nennt man Ketten; wir nennen die obige Menge K das
Bild von I'. Wir sprechen von einer “Kette I" in 2 C C”, falls BildI" C €. Sind alle v; geschlossen,
so heifst I' Zyklus. Eine Kette kann auf vielerlei Weise als Summe von Wegen dargestellt werden.
Die Identitat

NF+ oot Wm=0+...+0n
heifst lediglich, dass

n

>

j=1""7

f(z)dz = f(z)dz, feC(K).
>,

Ist I' ein Zyklus und w ¢ Bild T, so definieren wir die Windungszahl von I" beziiglich w durch

Indp(w) = 1/ dz
r

omi Jrz—w’

Klar: Indr(w) = > Ind,,; (w). Wird jedes ~; durch den entgegengesetzten Weg ersetzt, so nennt
man die entsprechende Kette —I'; es gilt dann

/F f(z)dz = —/Ff(z) dz.

Insbesondere ist Ind_p(w) = —Indp(w), falls I' Zyklus und « ¢ Bild .

Man kann in offensichtlicher Weise Ketten formal addieren I"' = I'y + I'5 soll heiken

J/.f(Z)dz== feyde+ [ ) de.
r I Ty

6.2. Satz von Cauchy. Es sei 2 beliebige offene Menge in C, I' ein Zyklus in €2 mit
(1) Indr(w) =0 firalle weC\Q.
Dann gilt

1

@) f@MW)Aﬂm

w—z

dw, ze€Q\BildT'

o
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und

(3) / F(2)dz =

Sind ferner I'y und I'y Zyklen in ©Q mit Indr, (w) = Indr, (w) fiir jedes w, das nicht in € liegt, so
ist

f(z)dz= | f(2)dz
I I

Beweis. Auf Q x ) definieren wir die Funktion g durch

SO,
g(z,w) = v .
O —
Wir wissen aus Lemma [5.1] dass g stetig ist. Daher konnen wir h : @ — C durch

1
(4) he) = g [ oty du
definieren.

Ist z € Q\Bild T, so ist — nach Definition der Windungszahl — Aussage aquivalent dazu, dass
h(z) = 0 ist. Dies wollen wir zeigen. Wir iiberzeugen uns zunéchst davon, dass h € H(Q) ist:
Erstens ist h stetig als Integral iiber eine stetige Funktion.

Direkter Beweis mit dem Satz von der dominierten Konvergenz: Aus z, — zg
folgt g(zn,w) — g(z0,w)Vw € Q, ferner ist |g(z,w)| < C auf jeder kompakten
Teilmenge von §2 x €2, also

h(zp) = 1./Fg(zn, w) dw K L Fg(zo,w) dw = h(z).)

271 21

Die Holomorphie zeigen wir nun mit dem Satz von Morera: Es sei A C ) ein abgeschlossenes
Dreieck. Mit dem Satz von Fubini sehen wir, dass

| = ([ gtewyiz) au

Nun ist fiir jedes feste w die Funktion
z— g(z,w)

holomorph (sie hat eine isolierte hebbare Singularitdt in z = w). Also ist das innere Integral
Null, folglich auch die linke Seite. Der Satz von Morera liefert also die Holomorphie von h.

Nun sei Qg die Menge aller z € C mit Indp(z) = 0. Wir setzen

f(w
d
ol 2772/ w—Zz v
Ist z € Q9N Q, so folgt

(o)) = 5 [ TE = 1) 1ua ) o0

Also gibt es eine holomorphe Funktion ¢ € H(2 U Qy) mit plo = h, ¢la, = ho. Wegen (1)

ist (C\ ) C Q. Also ist QU Qy = C und ¢ eine ganze Funktion. Ferner enthalt Qy auch die

unbeschrénkte Zusammenhangskomponente von C \ BildT", da dort Indp(z) = 0 gilt. Es folgt
lim ¢(z) = lim ho(z) =0

|z]—o0 |z]—00
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(dominierte Konvergenz) und somit ¢ = 0 nach Liouville. Es folgt h = 0 und damit die Behaup-

tung.
/ 5 f(z) M dw

und erhalten (2). Ferner folgt . weil

= 7‘]0 _)w:mﬁn z w)(w — 2z =
/f w= [HEE= qu = 2ritade () (7 ()0 = 2)) e =0

Schlieflich gilt fiir den Zyklus I' = I'y — I'g, dass Indr(a) = 0 fiir alle a ¢ €, so dass sich (4)) aus
(3) ergibt:

Wir sehen, dass

0:/Ff(w)dw: Flf(w)dw— F2f(w)dw

6.3. Bemerkung.

(a)  Wann ist die Voraussetzung ,Ind,(a) = 0V o ¢ Q¢ erfiillt? Dies ist beispielsweise dann der
Fall, wenn 2 konvexes Gebiet ist und v geschlossener Weg in 2. Weil ﬁ auf 2 holomorph

ist, ist nach dem Satz von Cauchy fiir konvexe Gebiete dann néamlich
1 1

= — dw = Ind .
0 21 Jr w — « v nd, ()

Damit ist [6.2] eine echte Verallgemeinerung von Satz [3.4]
(b)  Wie sieht ein Beispiel fiir Zyklen 71,2 aus mit

f(z)dz= | f(2)dz VfeH(Q)?

Y1 Y2
Wihle Q@ = C\ (D1 U Dy U Ds), wobei Dj, j = 1,2,3, disjunkte Kreise sind. Wéhle §; =
positiv orientierter Kreis um dD; und 7 = positiv orientierter Kreis, der D1, Dy und D3

einschlieft. Dann ist
[ @@= [ s
T d;

6.4. Definition. Man nennt zwei Zyklen 71,2 in  homolog, falls gilt
Ind,, (@) =Ind,,(a) VaeC\Q.

fiir alle f € H(Q).

6.5. Homotopie. (Erinnerung). Es seien 7,71 geschlossene Kurven in 2 mit Parameter-
Intervall [a,b]. Man nennt -y homotop zu ~; in €, falls eine stetige Abbildung

H :[a,b] x [0,1] = Q
existiert mit H(s,0) = vo(s), H(s,1) = y1(s).

6.6. Lemma. FEs seien 7,71 geschlossene Kurven in 2 mit Parameter-Intervall I = [0, 1], o €
C. Gilt

(1) [71(8) = 70(s)| < la = y0(s)];
so ist

Indy, (o) = Ind,, ().
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Beachte: ist insbesondere erfiillt, falls [vo(s) —71(s)| < min{|y(s) —a|: 0 < s < 1}.

Beweis. Aus folgt, dass o weder im Bild von vy noch im Bild von 7; liegt. Wir kénnen also
den Weg

7(s) —a
V(s) = o(s) —a
definieren. Dann gilt
Y_ Mm%
Y M- a Y-«
" F0(s) ~ ()]
= e —al <t

Also ist Bildy € B(1,1) und somit Ind,(0) = 0 (da 0 in der unbeschrénkten Zusammenhangs-
komponente von C \ Bild ~y liegt). Nun ist

1 ! 1 / 1 !
0 = 27i Ind,(0) = / 7(‘9)@55:/ st_/ _ )
o V(s)—0 0o n(s)—a 0 7o(s) — o
= 2mi (Indy, (@) — Ind,, ().
Es folgt die Behauptung. <

6.7. Satz. Es seien g,y homotope geschlossene Kurven in €).. Dann ist
Ind,,(a) = Ind,, (o) fiir alle o ¢ €.
Also: Aus Homotopie folgt Homologie.
Beweis. O.B.d.A. mogen 71,79 beide Parameter-Intervall I = [0, 1] haben. Es sei H : I x I — Q
die Homotopie. Da I x I kompakt ist, existiert ein € > 0 so, dass
(1) o — H(s,t)| >2¢ furalles,t €l x 1.

Da H gleichméfig stetig ist, existiert ferner ein n € N so, dass

@) H(s,t) — H(s, )| <= falls |s — s'| + [t — '] < %
Wir definieren nun Polygonziige go, . . ., g, durch

ik -1 k
(3) gu(s) = H(L, =) (ns + 1= j) + H(Z——, ~)(j = ns)
firj—1<ms<jundj=1,...,n. Aus und folgt, dass
(@) |gk(s)—H(s,§)|<5, k=0,...m 0<s<1.
Insbesondere erhalten wir fiir £ = 0 und k = n:
(5) 90(s) —0(s)| <& [gn(s) —n(s)| <e, 0<s<1.
Aus und folgt, dass
(6) o — gr(s)| >¢e firallese I,k=0,...,n.
Andererseits liefern und , dass
(7) lgk—1(s) —gik(s)| <e furalleseI,k=1,...,n.

Nun schliefen wir aus , @ und und (n + 2)-facher Anwendung von Lemma dass die
Windungszahl von 7y, go, - . -, gn, 71 bezliglich « dieselbe ist. <
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Meromorphie und Residuensatz.
6.8. Definition. Die Funktion f heilt meromorph in der offenen Menge €2 C C, falls

(i) feH(E\ A) ist, wobei
(ii)  die Menge A C € von Ausnahmepunkten keinen Haufungspunkt in {2 hat und
(iii) f in jedem a € A einen Pol hat.

Schreibe: f € M(Q).
6.9. Bemerkung.

(a) Es wird nicht ausgeschlossen, dass A = (). Jede holomorphe Funktion in € ist also mero-
morph.
(b) Nach dem Satz von Bolzano und Weierstraf hat jede Folge, die in einer kompakten Teil-

menge K von C liegt, eine konvergente Teilfolge in K. Folglich enthélt jede kompakte
Teilmenge von ) nur endlich viele Punkte von A. Damit ist A abz&hlbar.

6.10. Residuensatz. Es sei f eine Funktion mit den Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition
z.B. sei f meromorph in 2. Bezeichne mit A die Singularitdtenmenge von f. Ist I" ein Zyklus
in Q\ A mit

(1) Indr(o) =0 fiir alle o ¢ Q,

so gilt

(2) !

2mi

/Ff(z) dz = ZRes(f;a) Indp(a).

a€A

Beweis. 1. Schritt. Wir zeigen, dass die Menge B = {a € A : Ind,(a) # 0} nur endlich ist, so
dass die Summe in endlich ist: Angenommen, es gébe eine Folge (a;) € A mit Indra; # 0.
Dann ist (a;) beschrénkt, denn auf der unbeschrénkten Zusammenhangskomponente ist Ind,(-)
konstant Null. Damit hat (a;) einen Haufungspunkt, a. Dieser liegt in 92 C C\ (2, da A in 2 nach
Annahme keinen Hiufungspunkt hat. Also ist Indra = 0. Es folgt wegen der Konstanz des Index
auf Zusammenhangskomponenten von C \ BildI', dass Indr(a;) = 0 fiir grofe j. Widerspruch!

2. Schritt. Es seien by, ..., by die Elemente von B und Q1, ..., Qy die zugehdrigen Hauptteile von
f. Dann ist die Funktion
g=f—(Q1+...+ Q)

holomorph fortsetzbar auf ganz 2. Die Cauchysche Integralformel liefert

0:/Fg(z)dz:/Ff(z)dz—;;/FQj(z)dz.

3. Schritt. Schreibe

Qi(z) =Y a¥l(z — b))~
=1
Da die Reihe auferhalb jeder Kugel B(b;,r), r > 0, gleichméfig konvergiert (s. Beweis von |4.13))
und auf C\ {b;} holomorph ist, gilt

1 1 & () / dz )
o ) _ E A I )
271_1 /FQ] (Z) dZ 271_1 = a*l r (Z _ b])l (1_1 Hdl"(b]),

denn fiir [ # —1 ist das Integral Null (dann existiert eine Stammfunktion nach Hilfssatz [2.21)).
Da a_; = Res (f;b;) ist, folgt die Behauptung. <
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6.11. Bemerkung. Essei f auf jedem Intervall [-R, R|, R > 0, Riemann- oder auch Lebesgue-

integrierbar. Wir setzen
Up/ f(z)dz := lim / f(z
R—o00

falls der Grenzwert existiert. Bezeichnung: Hauptwert (valeur principal, principal value, auch pv
statt vp).

6.12. Beispiel: Anwendung des Residuensatzes. Essei H = {z € C:Imz > 0}, f sei
meromorph auf einer offenen Umgebung U von H mit endlich vielen Polen ay, ..., a,, Imag >0
fiir alle k. Es gelte

lim / f(Re™™)Re dt = 0.
R—o0 0

Dann ist

vp/_oo f(z)dx = QTriERes(f;ak).

Beweis. Wahle v als folgenden Weg: Von —R bis R auf der reellen Achse, von R nach —R auf
dem Halbkreis durch die obere Halbebene. Dann ist

n R )
2ﬁi;ReS(f’ak)/q/f(Z)dZ:/—Rf($)d$+i/0 F(REM R dt.

Grenzwert fiir R — oo liefert die Aussage. <

6.13. Lemma.  C C sei offen, f € M(Q), a € Q.

(a) Ist a Nullstelle der Ordnung m, so ist Res (

&h\“ﬁ

“a) =m.

(b)  Ist a Pol der Ordnung m, so ist Res (7; a) = —m.

Beweis. (a) Schreibe f(z) = (2 — a)™g(z), wobei g(z) # 0 nahe a. Dann ist f/(2)/f(z) =
2+ 9(2)/9(2).

(b) analog. <

6.14. Satz. Es sei 2 offen in C, I' ein Zyklus in ) mit
Indy(a) =0 VaeC\Q.

Es sei f meromorph auf €} mit endlich vielen Polen by, . . ., by der Ordnungen ly, ..., l; und endlich
vielen w-Stellen ay, . . ., a, der Vielfachheiten my, ..., my,; keiner dieser Punkte liege auf I'. Dann
gilt fiir beliebiges F' € H(Q):
1 f'(z)
% FF(Z)f(Z)_u)dw—]ZIm]IHdF aj Zl Ind]_" )

Dabei heifst a w-Stelle der Vielfachheit m von f, falls a Nullstelle der Vielfachheit m von f — w
ist, w € C.

Beweis. Nach dem Residuensatz ist

;M/FF(Z)]”(J;(z—)w dw = ]Zi;Res <F

k ’
aj> Indr(a;) + ZRes (Ffiw’ bj> Indr(b;)

J=1
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Nun hat f'/(f —w) = (f —w)’'/(f — w) hochstens Pole erster Ordnung nach Es folgt
/ !
Res <F / ,aj> = F(aj)Res (f ! ,aj> O F(aj)m;.

f—w —w

Analog:

Res <Fff_/w bj> — F(b;)Res (th_/w bj> 5 )i,
6.15. Folgerung.
(a) F =1, Indr(z) =1 fiir alle Nullstellen bzw. Pole. Es folgt

f/
2m/f —wdz - ij—le
= Anzahl w—Stellen — Anzahl Pole
(einschlieflich Vielfachheiten)

(b)  f € H(Q) injektiv=f : Q@ — f() ist biholomorph. Ferner sei f(a) = w und B(a, R) C Q.
Dann gilt

R / 2f'(2)
(1) fow) = 2mi f(z)—w dz
|z—al=R
(Wihle F(z) = z. Die rechte Seite in ist dann nach =a=f"Hw).)

(c) Fundamentalsatz der Algebra p(z) = > 0 ajz’ Polynom der Ordnung n, a, = 1. Dann
existiert R > 1 mit |p(z)| > 1V 2z > R. Es sei

@ V@ _n b g

k?

mit geeigneten by die Laurent-Entwicklung von p’/p um oo. Im Detail: Fiir |z] > R ist

/
1
'(2)/p(z) holomorph. Somit ist (vgl. [4.15) w — p((l//w)) holomorph nahe w = 0 hat dort
p(1/w
o
also eine Potenzreihenentwicklung Z bkwk mit bp = 0 und b; = n.)
k=0

/
= n i y{ P(z) dz & Anzahl der Nullstellen.
27i p(2)
|2|=R
6.16. Satz. Es sei Q ein Gebiet in C, v geschlossener Weg mit Ind, (o) = 0 fiir alle a ¢ Q.
Ferner sei Ind, () € {0,1} fiir alle « € Q \ Bildy. Setze Q1 = {a € Q : Ind,(a) = 1}.

Fir f € H(Q) sei Ny die Anzahl der Nullstellen von f in €, einschlieklich Vielfachheit gezéhlt.
(a) Ist f € H(Q) mit f(z)# 0 fiir alle z € Bild, so ist fiir I' = fo:

_ [ FE
1= 5 T dz = Indr(0),

(b) Satz von Rouché. Ist auch g € H(Q) und gilt
(1) |f(z) —g(2)] < |f(2)| fiir alle z € Bild~y
so ist Ny = Ny.
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(¢) Es gilt sogar folgende Verallgemeinerung des Satzes von Rouché: Es seien f,g € M()
und Ny, Ny bzw. Pr, P, die Anzahlen der Nullstellen bzw. Pole von f bzw. g in ;. Gilt
(2) 1f(z) = 9(2)] <|f(z)| +1g(z)| fiir alle z € Bildy
soist Ny — Pf = Ny, — P,.

Beweis. (a) Erste Identitét aus Die zweite ist einfach:

B 1 1 - 1 brl(s)
Indr(0) = o Jp 2 T omi o T'(s)
L) g L[ FG)

dz.

T 2wy forl) U 2wy f(2)
(b) Aus (1)) folgt, dass weder f noch g eine Nullstelle auf Bild v hat. Nach (a)
Anzahl der Nullstellen von f = Ind.,(0)
Anzahl der Nullstellen von ¢ = Indge(0).

Wegen (1) ist nun die Voraussetzung von Lemma erfiillt, also Ind o (0) = Indgo(0). <

Gleichméafiige Konvergenz auf kompakten Mengen.

6.17. Definition. Eine Folge (f;) von Funktionen auf Q heifst gleichmdfiig konvergent gegen
[ auf kompakten Teilmengen von €, falls gilt: Fiir jede kompakte Teilmenge K C €2 und jedes
€ > 0 existiert ein jo € N mit

1fi(2) = f(2)| <e Vj=jo,z€K.

6.18. Satz. Es seien f; € H() und (f;) gleichmékig kovergent gegen f auf kompakten
Teilmengen von §2. Dann gilt:

(a) feH().
(b)  fj — [’ gleichmékbig auf kompakten Teilmengen von .

Beweis. (a) Mit Morera: Wir wissen, dass f als gleichméfiger Grenzwert stetiger Funktionen ste-
tig ist. Ist nun A ein abgeschlossenes Dreieck, das ganz in € liegt, so folgt aus der gleichméfigen
Konvergenz auf A (0A ist kompakt!), dass

/ f(z)dz=lim [ f;(z)dz=0.
oN OA

Jj—o0
Nach dem Satz von Morera ist also f € H(Q).
(b) Nun betrachte f; — f’. Es sei K C Q2 kompakt. Dann existiert ein p > 0 mit

K< |JBla,p =K, cQ

acK
Nach der Cauchyschen Integralformel gilt fiir a € K
1 1
(1) |fi(a) = fa)] < ;SUP{’fj(w) —fw):|lw—al <p} < L Sup [f5 = 1l
P

Nun ist K, kompakt:

K, = {w:dist (w, K) < p}
ist abgeschlossen und beschrénkt. Also ist die rechte Seite in endlich und unabhéngig von a.
Es folgt, dass f; — f' gleichméfig auf K. <
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6.19. Folgerung. Unter den obigen Voraussetzungen konvergiert f](k) — %) fir jedes k
gleichméfig auf kompakten Teilmengen von €.

6.20. Satz von Hurwitz. (f;) sei eine Funktionenfolge in H(f2), die auf jeder kompakten
Teilmenge des Gebiets €2 gleichméRig gegen eine Funktion 0 # f € H(Q2) konvergiere. Fiir a € Q
ist dann dquivalent:

(a)  f hat a als Nullstelle der Ordnung m.

(b)  Es gibt eine Umgebung U von a mit folgender Eigenschaft: Fiir jede abgeschlossene Kreis-
scheibe K mit a € intK C K C U existiert ein J = J(K) derart, dass jedes f; mit j > J
genau m Nullstellen in K hat (einschl. Vielfachheit).

Beweis. Ist f £ 0 und holomorph, so hat die Nullstellenmenge keinen Haufungspunkt in 2. Daher
existiert eine Umgebung U von a mit f(z) # 0 fir alle z € U \ {a}. Wahle eine abgeschlossene
Kreisscheibe K mit a € int K C K C U. Zu

= mi 0
ex = min |f(2)] >

wiahle J so grok, dass |fj(z) — f(2)| < ex < |f(2)] fiir alle j > J und z € K. Dann haben nach
dem Satz von Rouché f; und f dieselbe Anzahl von Nullstellen in K. <

6.21. Folgerung. Es sei (f,) eine Folge holomorpher Funktionen, die auf dem Gebiet 2 gleich-
mékig auf kompakten Mengen gegen f € H(2) konvergiere.

(a) Ist jedes f, nullstellenfrei, so ist f nullstellenfrei oder = 0.

(b) Ist jedes f, injektiv, so ist f konstant oder injektiv: Fiir a € Q betrachte fn(z) = fu(2) —
fn(a). Diese Funktionen sind nullstellenfrei auf Q \ {a}. Somit ist f = f — f(a) entweder
= 0 oder nullstellenfrei. = f = a oder injektiv.

6.22. Lemma.

(a)  Es seien p,q Polynome, q # 0. Die Funktion f = p/q ist meromorph auf C und hat in co
eine hebbare Singularitit oder einen Pol.

(b)  Ist umgekehrt f meromorph auf C = C U {oo} mit endlich vielen Polen, so ist f eine
rationale Funktion.

Mit anderen Worten: Die meromorphen Funktionen auf der Riemannschen Zahlenkugel C sind
gerade die rationalen Funktionen.

Beweis. (a) Sei p = > _jL,arz", ¢ = >0 bjz7. Dann ist

-k .m
f(1/z) = ZLZ.Z— = rationale Funktion nahe Null.
Dobjzmd 2m
Sie ist entweder beschrénkt fiir z — 0, oder es gilt lim,_,o|f(1/2)| = oco. Im ersten Fall haben
wir eine hebbare Singularitit, im zweiten einen Pol.

(b) Es seien pq,...,px die Pole von f in C und

-1

m(z) = 3 @ (=)
J=—my
die Hauptteile, hoo(z) = j_:l—moo agoo)l/zj der Hauptteil von f in oo. Dann ist g := f —

kK:1 hi—hoo holomorph auf C mit hebbarer Singularitét in co. Also ist g nach Liouville konstant.
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6.23. Satz von Mittag-Leffler in C. Es sei (ax)gen eine Folge paarweise verschiedener
Zahlen in C mit lim |ag| = oco. Fiir jedes k sei py ein Polynom mit p;(0) = 0. Dann existiert ein
f € M(C) mit Polstellenmenge Py = {ax : k € N} und hy(2) = pi(= —) als Hauptteil in aj.

zZ—a

Beweis. Ordne die (ay) so, dass |ai| < |ag| < ... Eventuell a; = 0, aber |a;| > 0 fiir j > 2.
Fiir a;, # 0 hat hy eine Taylorreihe um Null mit Konvergenzradius |az|. Zu e = 27% existiert ein
my, € N so, dass

[Pk (2) = sk, (2)] < 27°
fir |z] < %\ak\, wobel Sg, die my-te Partialsumme der Taylorreihe ist. Setze

F(2) = ha(2) + Y (hi(2) = st (2))-
k=2

Behauptung: Die Reihe konvergiert gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge K von C \
{ai,a9,...}.

Dazu: K ist beschriankt, etwa K C B(R,0). Zu (ay) andererseits existiert ein M mit |a;| > 2R
fiir j > M. Damit ist

D Nhk(2) = skm (2)| < > 27F fiir |2 < R
E>M E>M
und daher

fu = (hk = Skm,) € H(B(R,0))
E>M
gleichméfig konvergent.

Es folgt, dass

M-1
F=m+ Y (= skm) + Y (e = Skm)
k=2 k>M
meromorph auf B(R,0) ist mit Polen in a4, . .., ap/—1 und zugehorigen Hauptteilen hy, ..., hyr—1.
Da R beliebig war, folgt die Behauptung. <

6.24. Bemerkung. Der Satz lasst sich verallgemeinern auf den Fall einer offenen Menge €2 C C
und eine Folge (ax) ohne Haufungspunkt in €2, s. Satz
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7. EINFACH ZUSAMMENHANGENDE GEBIETE

7.1. Definition. Q C C sei offen, I',I"; Zyklen in C. Bekanntlich heif$t I'y homolog zu I, falls
Indr, (z) = Indr(z) Vz ¢ Q.
Wir nennen I'' nullhomolog in €2, falls
Indr(z) =0 Vz¢Q.
Wir schreiben: I'y ~ T'"in © bzw. I' ~ 0 in 2.
7.2. Einfache Eigenschaften. Es sei ) offen, v geschlossener Weg in €.

(a)  Q sternférmig = ~ nullhomolog.

(b) C\ Q zusammenhingend = v nullhomolog.
(In beiden Fillen liegt z in der unbeschrankten Zusammenhangskomponente von C\Bild ~.)

(c)  ~ ist Aquivalenzrelation
(d FlNFQiHQ:>F1—F2NOiHQ.
() Ti~ToinQ= [ f(z)de= [ f(2)dzVfeH(Q).
7.3. Beispiel. Q= C\ {a1,a2,a3}
Y~y 27 +2y3 in Q.

7.4. Satz. Es sei Q) C C offen, ay,...,a, € € verschiedene Punkte, und es sei I' Zyklus in
Q\{a1,...,ap} mitI' ~ 0 in Q. Wéhlerj, j =1,...,n, so klein, dass

B(aj,r5) N Blag,m) = 0 fir j#k
B(aj,rj) c Q.
Definiere «y; durch ~; (t) = a; + Tjeit, 0 < t< 2. Dann gilt

(1) I~ Indp(aj)vy; in Q\{ar,...,an}
j=1

und

(2) /F f(z)dz = ;mdp(aj) /7 ]. f(z)dz

fiir alle f € H(Q\ {a1,...,an}).

Beweis. Setze I' =T — 3%, Indr(a;)v;. Fiir 2 € C\ Q gilt

Indp-(z) = Indr(z) =) Indr(a;) Indy,(2) =0—0=0.
=0 Jj=1 -0

nach Voraussetzung
Fiir z = a;, gilt

Indp-(ay) = Indr(az) — Y Indr(a;) Ind,, (ax) = 0.
N——

j=1
o

Damit gilt ; folgt aus dem Cauchyschen Integralsatz. <
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7.5. Definition. Eine geschlossene Kurve v in der offenen Menge {2 C C heifit nullhomotop,
falls v homotop ist zu der ,,Punktkurve* 4(t) = 2 fiir ein zy € Q.

Ein Gebiet  heifit einfach zusammenhéngend, falls jede geschlossene Kurve in 2 nullhomotop
ist.
7.6. Bemerkungen.

(a) Wissen: Aus Homotopie folgt Homologie. Aus Nullhomotopie folgt Nullhomologie: Die
Punktkurve hat Windungszahl Null.

(b)  Jedes sternformige Gebiet ist einfach zusammenhéngend, denn man kann jede Kurve auf
den Sternpunkt zusammenziehen:

H(t,s) =sa+ (1—s)y(t), a:Sternpunkt.
(¢)  ~ nullhomolog in © # ~ nullhomotop in T'.
Beispiel: Es sei Q = C\ {-3,3}, A=-1—4, B=1—i, C=1+4, D=—1+iund
v=AD+ DB+ BC+CD+ DA+ AC + CB + BA.
Dann ist Ind,(3) = Ind,(—3) = 0, aber ~ nicht nullhomotop.

7.7. Lemma. In einem einfach zusammenhédngenden Gebiet gelten der Cauchysche Integralsatz
bzw. der Residuensatz fiir jeden geschlossenen Weg.

Beweis. Dort ist jeder geschlossene Weg nullhomolog, also die Voraussetzung von Satz er-
fillt. <

7.8. Satz. Es sei Q C C ein Gebiet. Dann ist dquivalent

(i)  Jeder geschlossene Weg in ) ist nullhomolog,

(i) C\ Q ist zusammenhéngend.

Beweis. (ii) = (i) [7.2|(b).

(i) = (ii) Indirekt. Annahme: C' := C \ Q ist unzusammenhiingend. Dann existieren disjunkte
offene Mengen A, B # () in C \ Q derart, dass

AuB = C.

Der Punkt oo liegt in genau einer der Mengen A oder B, da oo ¢ . Ohne Beschrankung
der Allgemeinheit ist co € B. Eine Umgebung von oo liegt in B, schneidet also A nicht. Da
eine Umgebung von oo eine Teilmenge der Form {|z| > R} fiir ein R > 0 enthélt, ist also
A C {|z| < R} und somit beschrankt.

Andererseits ist A auch abgeschlossen in C: Die Menge C = C\ € ist abgeschlossen in C, wihrend
B eine offene Teilmenge von C ist. Somit ist

A=C\B=(C\Q)\B

abgeschlossen in C und C C, somit abgeschlossen in C. Damit ist A kompakt. Genauso sieht man:
Die Menge B\ {oo} ist abgeschlossen in C. (Dazu: B =C\ A = (C\ Q) \ A ist abgeschlossen in

C, daher ist B\ {co} = BN C abgeschlossen in C.) Da AN B = {) ist, folgt
r:=dist(A, B\ {oc0}) > 0.

Nun sei @@ Quadratgitternetz in C der Seitenlédnge r/2, bestehend aus den Réndern abgeschlos-
sener Quadrate W in C. Setze

Qa={WecQ:WnA=0{}.
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Diese Menge ist endlich, da A kompakt ist. Ferner enthdlt A mindestens einen Punkt zg. Indem
man gegebenenfalls das Gitternetz etwas verschiebt, kann man annehmen, dass fiir genau ein

Wo € Q4 gilt zg EI/IO/O. Es sei 0W)y der positiv orientierte Rand von Wy. Dann gilt
Indpw,(20) =1, und Indg; (20) =0

fiir jedes andere Quadrat W nach (a).

Setze v := ZWEQA OW. Dann schneidet v die Menge B nicht nach Definition von 7.

Ist S Seite eines Quadrats, fiir die SN A # () ist, so gehort S auch zu einem anderen Quadrat in
Q4 und ist als dessen Seite genau entgegengesetzt orientiert.

Setze also (eigentlich muss man genauer begriinden, wieso sich dabei ein Zyklus ergibt; das
(eigentlich graphentheoretische Argument findet man in Rudin, RCA, 13.4)

~* = Z S.

S Seite eines Quadrats in Q 4
SNA=0

Da fiir v* nur doppelt und im entgegengesetzten Sinn durchlaufene Seiten weggelassen wurden, ist
Indy+(20) = Ind,(20) = 1 und v* liegt ganz in €. Also ist v* nicht nullhomolog. Widerspruch! <

7.9. Folgerung. Es sei 2 ein einfach zusammenhiingendes Gebiet. Dann ist C \ Q zusammen-
héngend, denn jeder geschlossene Weg ist nullhomotop, somit nullhomolog.

Wir werden zeigen, dass auch die Umkehrung gilt.

7.10. Lemma. Es sei §) C C einfach zusammenhéngend und U homdéomorph zu §2. Dann ist
U einfach zusammenhédngend.

Beweis. Es sei a : U — Q eine Homéomorphismus, v : [0,1] — U stetige geschlossene Kurve.
Dann ist a o7y : [0,1] — Q ebenfalls stetige geschlossene Kurve, also nullhomotop. Sei H die
Homotopie. Dann ist o=t o H € C([0, 1] x [0, 1], U) eine Homotopie von 7 auf einen Punkt, somit
~ nullhomotop.

7.11. Folgerung. Jedes zur Einheitskreisscheibe E = {z € C : |z| < 1} homomorphe Gebiet
in C ist einfach zusammenhéngend.

Umgekehrt werden wir zeigen: Ist 2 # C einfach zusammenhéngend, so ist €2 biholomorph auf
E abbildbar (Riemannscher Abbildungssatz).

7.12. Satz. (Lemma von Schwarz). Es sei f € H(E) mit f(E) C E, f(0) = 0. Dann ist
entweder f(z) = €'z fiir ein « € [0,27] oder |f(2)| < |2|Vz € E\ {0} und |f'(0)] < 1.

Beweis. Setze

M z#0
g(z) = z € H(E), (weil f(0) =0!).
f(0) z=0

Nach Annahme ist |f(z)] < 1. Fiir |z| = r < 1 ist also |g(2)] < 1/r, also gilt nach dem
Maximumprinzip auch |g(z)| < 1/r V|z| < r. Fir r — 1 folgt |g(2)] < 1, also |f(2)| < |7|
und |f/(0)] < 1.

Falls nun ein zp € E \ {0} existiert mit |f(z0)| = |20| oder falls |f/(0)] = 1 ist, so nimmt die
Funktion g ihr Maximum in zy an, ist daher konstant = C' mit |C| = 1. <
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8. DER SATZ VON MONTEL UND DER RIEMANNSCHE ABBILDUNGSSATZ
Im Folgenden sei U stets eine offene Menge in C.

Eine Metrik fiir C(U).

8.1. Erinnerung. Setze K; = {z € U : |2| < j und dist(z,0U) > 1/j},j = 1,2,.... Dies
liefert eine Folge beschrankter offener Mengen mit

(a) KiCK;iCKyCKoC...CU.

(b) Uz K;=U.

(¢c) Ist K C U kompakt, so existiert ein ng mit K C K,,,.

8.2. Definition. Essei f € C(U). Wir setzen

£l = sup{lf(2)] : 2 € K}, G=1,2,...
und definieren auf C'(U) eine Metrik d durch

[e.e]

- L f=gl;
d(f,g)—;zjuuf—gjuj’

Dies ist eine Metrik:

Klar: d(f, f) =0, und d(f,g) = 0 < f = g; ferner ist d(f, g) = d(g, f). Die Dreiecksungleichung
folgt, weil  — x/(1 + x) monoton wéachst mit der Ungleichung

a+b a b
< + ,
l4a+b " 1+a 14
Es gilt dann fiir f,g,h € C(U) und jedes j
If=rly o Wf=glli+lg=rl; _ lIf=gl; lg — Al
L+f=hll; — 1+ lf =gl +lg=hl; = 1+1f—gl;  1+1g—nl;’
und somit d(f,h) < d(f,g) +d(g,h).

a,b>0.

8.3. Lemma. FEine Folge konvergiert in dem metrischen Raum (C(U),d) genau dann, wenn
sie auf jeder kompakten Menge gleichméfig konvergiert.

Beweis. Es gilt
d(fn, f) =0 & |[fn—fl; 20 Vj & f,— f gleichmékig auf K; Vj
& fn — f gleichméfig auf jeder kompakten Menge K.
<

8.4. Satz. (C(U),d) ist vollstdndiger metrischer Raum; (H(U),d) ist abgeschlossener Unter-
raum.

Beweis. (Bekannt) Es sei (f,,) eine Cauchyfolge in C(U), d. h. d(fy, fm) — 0 fiir m,n — oco. Dann
ist insbesondere (f,(z)) eine Cauchyfolge fiir jedes z € U. Wir kdnnen also f(z) = limy o0 fn(2)
definieren, da C vollsténdig ist.

Zeige: f ist stetig. Sei zg € U,e > 0. Es gibt ein j mit zp € K;. Dann existiert ein N mit
€
|fn(z) - fm(z)| < § Vze Kj, n,m > N.

Insbesondere ist also |f(z) — fn(2)| < /3 fiir alle z € K. Ferner existiert ein ¢ > 0 mit
€

3 Y|z — 20| < 6, da fn stetig.

|fn(2) = fn(20)] <
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Es folgt
F(2) = F(20)] < 1£(2) — I ()] + (=) — Fv(eo)| + |fv(z0) — F(z0)] < &,
falls z € Kj, |z — 2] < 0.
Nun sei (f,,) Folge in H(U), fn, — f beziiglich d. Dann ist f nach Satz holomorph. N
Der folgende Satz ist i.wstl. Satz 14.13 aus Analysis II.

8.5. Satz. Fiir eine Teilmenge K eines metrischen Raums (X, d) ist dquivalent:

(i) K ist kompakt.
(ii)  Jede Folge in K hat eine (in K ) konvergente Teilfolge.

(ii) K ist vollstandig und total beschrinkt (d.h. zu jedem ¢ > 0 existiert eine endliche Menge
von Kugeln vom Radius ¢, die K iiberdeckt).

Beweis. ()= (ii): Angenommen, dies wire nicht so. Dann gébe es zu jedem = € K eine Umgeb-
nung, in der nur endlich viele Folgenglieder liegen. Die Vereinigung dieser Umgebungen iiberdeckt
K. Also gibt es auch eine endliche Teiliiberdeckung. Somit liegen in K nur endlich viele Folgen-
glieder. Widerspruch!

(ii) = (iii) Angenommen, es gébe ein € > 0 so, dass K nicht von endlich vielen e-Kugeln iiberdeckt
wird. Dann konstruieren wir eine Folge: Der Punkt x; ist beliebig, z9 € K \ B(x1,¢), allgemein
xp € K\ (B(z1,6)U...UB(zk_1,¢). In der entstehenden Folge (z1) haben alle Glieder Abstand
> e. Sie hat also keine konvergente Teilfolge. Widerspruch!

(iii)= (i) Angenommen, es gebe eine offene Uberdeckung U;, i € I, von K ohne endliche Teil-
iiberdeckung. Zu € = 27" wihle jeweils endlich viele Kugeln vom Radius 27", die K iiberdecken.

Wir finden unter allen Kugeln vom Radius 1/2 eine, die von keiner endlichen Teiliiberdeckung
von U; iiberdeckt wird. Dies sei K.

Sind Kugeln Ky, ..., K, gewihlt, so bestimmen wir K, 1 wie folgt: Die obigen Kugeln vom
Radius 2~ (1 iiberdecken auch K,,. Unter all denen, die mit K, nichtleeren Schnitt haben, gibt
es (mindestens) eine, die keine endliche Teiliiberdeckung durch Mengen aus U; hat. Wir nennen
sie Kp41-

Nun sei z,, der Mittelpunkt von K,. Da K; und K nichtleeren Schnitt haben, ist d(z;, z;41) <
277 42791 « 277+ Es folgt, dass (xj) Cauchy-Folge ist und somit wegen der vorausgesetzten
Vollstandigkeit von K einen Grenzwert x € K hat. Dieser liegt in einer der Mengen U;, etwa
in U;,. Dann existiert auch eine Kugel B(z,e) C U;,. Wéhle n so grof, dass 27" < /2 und
d(xn, ) < €/2 ist. Dann folgt = € K, somit K,, C B(z,¢) C U;, im Widerspruch dazu, dass K,
keine endliche Teiliiberdeckung durch die U; hat. <

Die Satze von Arzela-Ascoli und Montel.

8.6. Definition. Essei F CC(U), K CU.

(a)  F heifst relativ-kompakt, falls der Abschluss F kompakt ist. Aquivalent: Jede Folge in F
hat eine (in F C C(U)) konvergente Teilfolge.

(b) F heiflt gleichméRig beschrankt auf K, falls ein ¢ = cx existiert mit |f(2)| < ek fiir alle
zeK, feF.

(¢) F heift punktweise beschriankt auf U, falls fiir jedes z € U und alle f € F ein ¢, > 0
existiert mit |f(2)| < ¢, fur alle f € F.

(d) F heifit gleichgradig stetig auf K, falls gilt Ve > 030 > 0:|f(21) — f(22)| <eVzi,22 € K
mit |z; — 22| < 9.
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8.7. Satz von Arzela-Ascoli. Essei F C C(U). Dann ist dquivalent:

(i)  F ist punktweise beschriankt und auf jeder kompakten Teilmenge von U gleichgradig stetig.
(ii)  F ist relativ kompakt.

Beweis. (ii)= (i): Annahme: Es gibt eine kompakte Teilmenge K von U und eine Folge (f;) € F
mit || fj||x > j. Dann hat (f;) keine konvergente Teilfolge. Widerspruch!

Annahme (f;) nicht gleichgradig stetig auf K. Dann existiert ¢g > 0, so dass fiir 6; = 1/j eine
Funktion f; existiert und 215, z2; € K mit |z1; — 225 < 1/3, | fj(215) — fi(225)] > 0.

Nach Annahme hat (f;) eine konvergente Teilfolge, etwa f; — f. Fiir j > jo ist dann || f; — f||x <
€0/4. Wegen der Stetigkeit von f existiert j : |f(2z1;) — f(22;)| < €0/4. Es folgt

co < |fj(z15) = fi(z2)] S 201f = fill + (1 (215) — flz2)]l < 280 Widerspruch!

(i)=(ii) Es sei (fx) eine Folge in F. Wahle eine dichte, abzahlbare Teilmenge D = {z1, 22, ...}
von U, etwa D = Q + iQ. Die Folge (fi(21))r ist beschrénkt und hat daher eine komapkte
Teilfolge; wir nennen sie f1;. Die Folge (f1;(22)); ist ebenfalls beschrankt und hat wiederum eine
konvergente Teilfolge, (fa). Iterativ erhalten wir eine Folge von Folgen (f;;) mit der Eigenschaft,
dass die Folge (fj;); fiir 21,. .., z; konvergiert.

Wir betrachten dann die sogenannte Diagonalfolge g = frr und zeigen, dass sie eine Cauchy-
Folge ist (wegen der Vollstédndigkeit von C'(U) hat sie dann automotisch einen Grenzwert).

Es sei K C U kompakt und € > 0 vorgelegt. Wegen der gleichgradigen Stetigkeit von JF existiert
ein 9 > 0 mit der Eigenschaft, dass

|f(2) — f(w)| <e/3 feF, |w—2z <4

Nun finden wir ein N so, dass
N
K C | B(z,9).
j=1

Nun wéhlen wir kg so grof, dass
\gk(25) — ai(zj)| <e/3 fir k, 1 >ko,j=1,...,N.
Ist nun z € K, so existiert ein j mit z € B(z;,d). Dann ist fiir k,1 > ko
196(2) — a1(2)] < 19k (2) — k()] + law(25) — (=) + lan(z) — ()] < e.
Daher ist (gr) Cauchy-Folge. <

8.8. Satz von Montel. Sei F C H(U). Dann ist F genau dann relativ kompakt, wenn F auf
jeder kompakten Teilmenge gleichméfig beschrankt ist.

Statt von relativ-kompakten Mengen (beziiglich der gleichméfigen Konvergenz auf kompakten
Mengen) spricht man hier auch von normalen Familien.

Beweis. ,=* folgt wie im Beweis von da H(U) C C(U).

,<="* Nach Arzela-Ascoli ist nur zu zeigen, dass F gleichgradig stetig auf jeder kompakten Teil-
menge von U ist.

Wiéhle n € N mit K C K,, C K,4+1. Dann gilt

(i) 3Ir>0:B(z,r) CKp41Vz € K und
(i) IAM>0:|f(z)| < MVzeK.
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ror
2°“oM
|z1 — 22| < § Cauchys Integralformel anwenden. Da zo in B(z1,7) liegt, und der Betrag des
Integrals durch die Weglinge mal dem Supremum des Betrags des Integranden auf dem Weg
abgeschiitzt werden kann, folgt mit der Identitit u=! —v~! = v (v — u)v~!

Ist nun & > 0 vorgelegt, so wihle § < min{ } Dann konnen wir flir 21,22 € K mit

Fe -Gl = o) f s (-t ) e

— Z1 w — 29

|w—z1|=r
< Lo sup{lf)l: w -zl =1} Lo - 2] —
- 27 4 P . e r ? r/2
2M
< —d<e.
r
<
Der Riemannsche Abbildungssatz.
8.9. Lemma. Fiir a € E betrachte die Abbildung
z—a
T —.
1—-az
Es gilt:
(i) pa SH(C\{L})
(i) (:ua)_l = H-qa
(i) 4(0) =1~ laf?
(v) pie) =
(V) Ha(OF) = OF
(Vi) pa(E)=E
(vii) pa(a) = 0
Beweis. Vergleiche Ubung.
(i) klar. (ii) Nachrechnen. (iii), (iv): Es ist u/,(z) = I_?ffigé;_a)
(v): Ist z = €', 0 < ¢ < 27, so ist
; e¥ —a 1 e¥ —a
v = |l = | — | — 1
|/‘l’a(€ )‘ 1— aely ety e % —a

Damit: j1, : OE — OE. Ferner () 1 (OE) = p,-1(0E) C IE, also gilt (v).
(vi) Es ist piq(E) C E nach Maximumprinzip und (v) ebenso u;'(E) = pu_q(E) C E = (vi).
(vii) klar. <

8.10. Bemerkung. Es gibt keine biholomorphe Abbildung von C nach E (Liouville), es gibt
jedoch homéomorphe:

8.11. Satz. Esseia € E und f: E — E biholomorph mit f(a) = 0. Dann ist

f(2) = €%pa(z)
fiir ein ¢ € [0, 27].
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Beweis. Da j1_4(0) = a, ist g = f o u_q : E — E biholomorph mit g(0) = 0. Ist i die Inverse zu
g, d.h. go h =1id, so gilt

1 =[id'(0)| = |(g o 1)’ (0)] = |g' (R(0))1'(0)] = |g"(0) [W'(0)].

Nach dem Lemma von Schwarz sind aber [¢'(0)| und [A/(0)| beide < 1. Es folgt |¢'(0)| =
|h'(0)] = 1, also, wieder nach dem Lemma von Schwarz, g(z) = e'#z. <

8.12. Bemerkung. Essei 2 ¢ C ein Gebiet, f, g : Q — E biholomorph mit f(z9) = g(z0) =0
fiir ein 2zg € €. Dann haben wir
—1
ELS o L oE

0 — 2z — O

= fog ! =e¥id.

Sind f'(z0),¢'(20) € R4, so folgt ¢ = 0 mit der Kettenregel.

Das folgende Lemma ist zentral fiir den Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes.

8.13. Lemma. Essei Q C C einfach zusammenhédngendes Gebiet, f € H(2) mit f(z) #0Vz €
Q). Dann existiert eine holomorphe Quadratwurzel zu f, d.h. es gibt ein g € H(Q) mit ¢g* = f.

Beweis. In € ist jeder geschlossene stetige Weg nullhomotop, also auch nullhomolog. Es folgt,
dass f7 h(z)dz = 0 fiir jede holomorphe Funktion A auf Q. Dann hat jede holomorphe Funktion

eine Stammfunktion, vgl. 2.23] Ist f € H(Q) nullstellenfrei, so ist f/'/f € H(€). Ist F eine
Stammfunktion zu f'/f, so ist d/dz(fef) = 0, also f = cel” fiir ein ¢ # 0. Setze g(z) =
1/20F(2)/2 4

8.14. Riemannscher Abbildungssatz. Jedes einfach zusammenhidngende Gebiet 2 # C in
C ist biholomorph abbildbar auf dem Einheitskreis E.

Bemerkung: Statt einfach zusammenhéngend bendtigt man nur, dass €2 ein Gebiet ist und jede
nullstellenfreie Funktion auf €2 eine holomorphe Quadratwurzel hat.

Beweis. 1. Schritt. Es gibt ein injektives F' € H(2) mit F(Q) C E und F(2) > 0. Insbesondere
ist dann F' : Q — F(Q) biholomorph. Also gilt ohne Beschrankung der Allgemeinheit: Q@ C E
und 0 € Q.

Dazu: Wahle a € C\ . Nach Lemma existiert ein ¢ € H(Q) mit ¢*(z) = z — a fiir alle
z € Q. Wir zeigen zuerst, dass ¢ injektiv ist: Ist g(z1) = g(22), so ist

2

71—a= q(21)2 = q(22)* = 29 — a, also z1 = 2.

Ferner ist g(z1) # —q(z2) fiir alle 21, zo € . Ist ndmlich ¢(z1) = —q(22), so ist
21 —a= q(21)2 = q(22)2 = 29 —a, also 21 = 29.
Dabher ist q(z1) = q(z2) # —q(22), denn ¢(z2) # 0, weil z — a # 0.
Es sei nun ¢ € ¢(2). Dann ist ¢ # 0. Da ¢(Q) offen ist, existiert ein r > 0 mit B(c,r) C ¢(Q).
Wir zeigen, dass B(—c,r) N q(Q) = 0: Wire w € B(—c,7) N q(Q), so existierte ein z € ) mit
w=q(z) € B(—c¢,r) = —B(c,r) C —q(9Q).
Folglich géibe es ein 2’ € Q mit ¢(z) = —¢(2’) im Widerspruch zum Obigen.

Wir setzen nun

: Q) — C.

q(z) + ¢



a7
Dann ist f injektiv, da ¢ injektiv ist. Es ist aukerdem f € H(Q), weil der Nenner nicht Null
wird. Schlieflich ist |g(z) — (—c¢)| > r, also | f(z)| < 1 und somit
f: Q — E injektiv.
Zu beliebigem zg € € setze

F) =5 (F2) - F(e0)

Dann ist F' : Q@ — E holomorph und injektiv mit F'(z9) = 0. Da F nichtkonstant ist, ist auch
F () offen nach dem Satz von der offenen Abbildung, Satz und F~! ist holomorph nach
Damit haben wir eine biholomorphe Abbildung Q@ — F(©2) C E mit F(z) = 0.

2. Schritt. Sei also Q C E und 0 € Q. Betrachte
F={f:Q— f(Q) CE: f biholomorph, f(0)=0}.
Dann ist F nicht leer, da idg € F. (%)
Setze nun
o = sup{|f'(0)] : | € F}.
(i) Esist 1 <a < oo: Wegen (x) ist o > 1. Mit der Cauchyschen Integralformel ist

0y = f(2)
1) = 2mi /8B(0,r) 2 %

falls B(0,7) C Q. Also gilt
1 1 1
!/ < 72 ———
[FO) < 5-2mr 5=~ VfeF
und somit ist o < 1/r < oc.
(ii)  Es existiert eine Folge (fn)nen C F mit limy, o0 | f1,(0)| = a. Da F gleichméfig beschrankt
ist auf jeder kompakten Teilmenge von €2 (sogar auf ganz ), ist F relativ kompakt nach

dem Satz von Montel. Also konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass (fy) gegen ein f in H(Q2) konvergiert. Dann

(1)  f} — f"in H(Q) (Satz[6.18)), also ist | f'(0)| = @ > 1, und daher f nicht konstant.
(2) [f(2)] <1VzeQ, also f(2) C E wegen des Maximumprinzips,

(3)  f(0) = limy, 00 fn(0) = 0.

Nach der Folgerung aus dem Satz von Hurwitz ist f:Q — E injektiv, also f € F.

3. Schritt. Das in (ii) konstruierte f ist auch surjektiv: Fiir b € C setze

z—b
= — 1. .
()= 20 (v

Angenommen, f ist nicht surjektiv. Dann gibt es

0£acE\ f(Q).

Es ist pg o f: @ — E\ {0} holomorph und injektiv, und (pq o f)(0) = —a # 0. Sei nun w eine
holomorphe Quadratwurzel zu p, o f, also w? = p, o f. Aus der Injektivitit von ug o f folgt,
dass w injektiv ist. Setzt man nun

g = Hy(0) ° W,
S0 ist

(1)  g:Q — E holomorph und injektiv.
(2)  9(0) = pu(o)(w(0)) = 0.
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Es folgt, dass g € F.

Nun zeigen wir, dass |¢’(0)| > |f/(0)| ist und erhalten einen Widerspruch. Dazu setze (wobei z?
die Funktion z ~ 22 bezeichnet)

h(z) = fealtou0)(2)) = e © 22 0 o).
Dann ist hog = pi_q02% 0 H—w(0) © (o) ©w = f, also
f'(0) = (h o g)'(0) = K (g(0))g'(0) = h'(0)g'(0).

Nun ist A : E — E holomorph, h(0) = h(g(0)) = f(0) = 0 und h ist nicht bijektiv. Nach dem
Lemma von Schwarz (7.12) ist daher |h’/(0)| < 1. Dann gilt aber |¢’(0)| > |f(0)]. <

8.15. Satz. Ist 2 C C Gebiet, so sind dquivalent:

(a) Q ist homGomorph zu E.
b) ist einfach zusammenhéangend.

(

(c) C\Q ist zusammenhéngend.

(d)  Jeder geschlossene Weg ist nullhomolog.
(

e) Fiir jeden (stiickweise stetig differenzierbaren) geschlossenen Weg ~ in Q und jedes f €

H(Q) ist
/f(z) dz = 0.
.

(f)  Jedes f € H(S?) hat eine Stammfunktion.
(g) Jedes nullstellenfreie f € H(Q2) hat eine holomorphe Logarithmusfunktion.
(h)  Jedes nullstellenfreie f € H(Q2) hat eine holomorphe Quadratwurzel.

Beweis: (a) = (b) [7.10

f) = (g) F sei eine Stammfunktion zu f’/f. Dann ist e’ /f € H(Q2) mit Ableitung 0. Also ist
e’/ f = ¢ konstant mit ¢ # 0, das e/ # 0. Wihle d € C mit e? = ¢. Dann ist eF?)~4 = f(2).
Also ist F' — d ein Logarithmus zu f.

(

g) = (h) Wihle f = exp(5logg).
(h) = (a) folgt aus dem Beweis des Riemannschen Abbildungssatzes (vgl. Bemerkung), falls

Q2 # C,; fiir Q = C setze p(z) = 1+Z|Z|'

8.16. Bemerkung. Fiir nicht-einfach zusammenhéngendes Gebiete kann man keine analoge
Fassung des Riemannschen Abbildungssatzes erwarten. Dies zeigt folgender Satz.
Satz. (Siehe Rudin. Real- and Complex Analysis. Theorem 14.22). Es sei U,r der Kreisring
Ur={z€C:r<|z|<R}, 0<r<R<o0.
Dann gilt: Es gibt eine biholomorphe Abbildung
¢ :Urry = Uryr,
genau dann wenn Ry /r; = Ra/ro.

Dabei ist ,,<=* trivial: Setze p(z) = 2z

r1 7"
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8.17. Bemerkung. Ist {2 beschrankt und ist der Rand von ) hinreichend regulir, so hat die
biholomorphe Abbildung f : 2 — E eine Fortsetzung zu einem Homdéomorphismus f :  — E.
Dabei gilt f(092) = OE. Siche: Rudin, Real- and Complex Analysis, Theorem 14.19.
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9. DIE SATZE VON RUNGE UND MITTAG-LEFFLER: DER WEIERSTRASSSCHE PRODUKTSATZ

Der Approximationssatz von Runge. Eine Funktion f € H () soll auf einem Kompaktum
K C Q gleichmiéfig durch rationale Funktionen R approximiert werden. Diese sind dann von der
Form

P
R(z) = Qg; mit teilerfremden Polynomen P,Q,Q # 0

mw:éa(%;)+%@,

wobei Py, ..., Py Polynome sind (Partialbruchzerlegung).
Im Folgenden sei K C C kompakt und €2 C C offen mit K C €.

bzw.

Wir benétigen folgende Aussage, die sofort klar ist:

9.1. Lemma. Die Polynome sind gerade diejenigen rationalen Funktionen, die keine Pole in C
haben (d.h. deren Pole bzgl. C héchstens in oo liegen).

Beweis. “=" offensichtlich.
“«<” Schreibe R = P/Q mit teilerfremden Polynomen P, Q. Dann sind die Pole von R gerade die
Nullstellen von @ (und ggf. der Punkt oo € C). <

9.2. Lemma. Es gibt es einen (stiickweise stetig differenzierbaren) Zyklus I in Q \ K, so dass
fiir jedes f € H(Q)

1 [ fw
16 =g [ @ ser

Beweis. Im Beweis von haben wir einen Weg konstruiert, der nullhomolog bzgl. € ist und
Windungszahl 1 fiir jedes Element von K hat. Dann folgt die Formel aus dem Satz von Cauchy. <

9.3. Satz. Es sei f € H(2). Zu jedem ¢ > 0 gibt es eine rationale Funktion R mit Polen
(héchstens) in C\ K und

|f(z) —R(2)|<e, z€K.

Beweis. Wihle T wie in Wir approximieren geschickt das Cauchy-Integral aus Die durch
f(w)

olw,z) = 11
definierte Funktion g : I' x K — C ist stetig, also (weil I"' x K kompakt) gleichméfig stetig.
Folglich existiert zu € ein § > 0 mit

2me

lg(w, 2) — g(w', 2)| < falls |w — w'| < 6.

LangeT
Wir unterteilen nun I' in Teilstiicke I'; der Lédnge < ¢ und wihlen w; € I';. Dann gilt

1 1 La T
[ o= [ sy < S
r;

i 2mi Jr, LingeD =

Durch

R(z):z;i/lﬂ'g(wj,z)dwzz(;M/F_f(wj)dw> wjl_z

definieren wir eine rationale Funktion mit Polen in den wj, also im Komplement von K.
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Mit der Cauchy-Formel aus folgt die Abschitzung:

1
|f@)—}ﬂzﬂ_-2n§; A;g@mz)—ghqwddw

<e.

<

Manchmal ist man daran interessiert, die Pole in einer besonderen Lage wihlen zu konnen. Das
ist i.Allg. nicht moglich, s. 9.9 unten. Es gilt jedoch

9.4. Polverschiebung. Essei M C C abgeschlossen und + eine (stiickweise stetig differenzier-
bare) Kurve, die M nicht schneidet. Wir nennen die Anfangs- bzw. Endpunkte z; und z3. Dann
gibt es zu jedem Polynom P und jedem € > 0 ein Polynom @ so, dass

‘P( L )—Q( 1 >'<5, z e M.
z—z21 zZ — Z9

Beweis. Es gibt ein § > 0 mit dist (v,2) > 2§ > 0 fir alle z € M. Wir wéhlen nun Punkte
z1 = (o, ---,C(Nn = 22 auf v mit

|<j_Cj+1|<5a j=1L...,N—-1.
Da (z — 21) ! in dem Kreisring Us o = {2 : |z — (1| > &} holomorph ist, haben wir die Laurent-

Reihe (vgl. 4.13)

[e.9]

(z—2)""= ) alz— ),
k=—o00

die fiir |z — (1| > ¢ konvergiert. Dabei ist

1 _ -1
= (% L)

~ omi (z — (k1
|z—=C1l=p

fiir beliebiges p > 8, also ¢, = 0 fiir & > 0 (Integrand geht mindestens wie p~2 gegen Null,
Kurvenlange ist 27p).

Es gibt also zu jedem 1 > 0 ein Polynom p mit

1 1
z— 2 _p<z—C1>

insbesondere also fiir z € M. Folglich finden wir ein Polynom P; mit

F(me>ﬂ<zfﬁ>

Analog finden wir Pj, j = 2,..., N mit

1 1 €
Pl — | —P; — | <=, z€M.
J(Z-@) ]H(Z_CJ'H)' N

Fiir ) := Py erhalten wir die Behauptung. <

<n fir|z—(f >0,

z € M.

<€
Na

Daraus leiten wir nun ab:

9.5. Satz. (Runge). Es sei K C C kompakt und {«o; : j € J} eine Menge (eventuell
endlich), die von jeder Zusammenhangskomponente von C \ K genau einen Punkt enthilt (in
der unbeschrankten Zusammenhangskomponente kénnen wir o; = oo wihlen). Ferner sei 2 C C
offen, Q D K, f € H(Q), € > 0. Dann existiert eine rationale Funktion R, deren sdmtliche Pole
in der Menge {«;} liegen, mit

|f(z) = R(z)| <e VzeK.
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Beweis. C\ K ist offen. Die Zusammenhangskomponenten sind also wegzusammenhéngend (s.
1.8]). Wir konnen also in jeder beschrankten Zusammenhangskomponente die Pole mit pro-
blemlos in den festen Punkt «; verschieben.

In der unbeschréankten Zusammenhangskomponente konnte allerdings das entsprechende « als oo
gewahlt worden sein. Wir ersetzen zunéchst a durch M, wobei M > max{|z|: z € K} + 1, und

1
z—M

an der rationalen Funktion R. Diese Funktion ist auf {|z| < M} holomorph. Folglich finden wir
zu jedem & > 0 ein (Taylor-)Polynom Py mit

(L) e

Insbesondere gilt dies dann auf K. Nach Lemma [0.1] sind wir fertig. <

verschieben den Pol mit dorthin. Dann erhalten wir dafiir einen Anteil der Form P

<e  fir 2| <M -1

9.6. Bemerkung. C\ K hat hochstens abzihlbar viele Zusammenhangskomponenten: Je-
de Zusammenhangskomponente enthélt eine Kreisscheibe B(aj,r). Sind diese disjunkt, so ist
>~ volg B(aj,r) < vol (C\ K) < oo, wobei volg das Volumen in der Kugel C bezeichne. Folglich
gibt es nur abzéhlbar oft einen Wert # 0.

9.7. Folgerung: Polynomapproximation. Essei K C C kompakt, C\ K zusammenhingend
und f € H(Q) fiir eine offene Menge 2 O K. Dann existiert eine Folge von Polynomen (Py) die
auf K gleichméfig gegen f konvergiert.

Beweis. C\ K hat eine Komponente — notwendigerweise die unbeschrinkte. Wihle a; = oo in
Satz

9.8. Bemerkung. Folgerung ist falsch, falls C\ K nicht zusammenhingend ist: In diesem
Fall hat C \ K eine beschrinkte Zusammenhangskomonente V. Wihle o € V; setze f(z) = (z —
)t und M = max{|z — a| : z € K}. Angenommen es giibe ein Polynom P mit |P(z) — f(z)| <
1/M fiir alle z € K. Dann folgte

(1) (z—a)P(z) -1/ <1 VzeK.

Insbesondere gilt (1)) fiir z € OV C K. Nun kénnen wir aber (z —a)P(z) —1 auch als holomorphe
Funktion auf V betrachten. Da V kompakt ist, folgt nach dem Maximumprinzip

(z—a)P(z) — 1| <1 VzeW.
Speziell fir z = « folgt 1 < 1. Widerspruch!

9.9. Bemerkung. Das Argument in zeigt auch, dass man in Satz fordern muss, dass
{a;} tatséchlich in jeder Komponente einen Punkt enthélt.

9.10. Satz. Es sei ) C C offen, und A enthalte genau einen Punkt in jeder Zusammenhangs-
komponente von C \ Q. Dann existiert zu f € H(2) eine Folge R, rationaler Funktionen mit
Polen nur in A, so, dass R, — f gleichméfig auf kompakten Teilmengen von §2.

Beachte:
e Es wird nicht angenommen, dass 2 zusammenhéngend ist.

e C\ Q kann iiberabziihlbar viele Zusammenhangskomponenten haben (dies ist etwa der
Fall, wenn © = C\ Cantormenge ist).
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Beweis. Wihle n € N und — wie iiblich - K, = {z € Q : [2| < n und dist (z,09) > 1}. Dann ist

C\Ko = {2l >n}u | B(a,i).

aceC\Q

Jede Komponente von C \ K,, enthilt eine der obigen offenen Mengen und damit eine Zusam-
menhangskomponente von C \ 2. Jede davon enthélt einen Punkt von A. Also lisst sich der Satz
von Runge (mit K = K,,) anwenden. Wir finden ein rationales R,, mit |R,(2) — f(2)| < % fiir
z € K,. Ist nun K C Q kompakt, so existiert ein ng mit K C K, fiir alle n > ng. Es folgt
IR, (2) — f(2)] < L fiir alle 2 € K. <

Allgemeine Form des Satzes von Mittag-Lefller.

9.11. Satz. Es sei Q) C C offen, A C ), A habe keinen Haufungspunkt in Q. Zu jedem o € A
seien ein m(«) € 7 und eine rationale Funktion

m(a)
P,y(z) = Z Cialz —a)™
j=1

gewahlt.

Dann existiert ein f € M(2) derart, dass P, der Hauptteil von f in o € A ist und f keine
weiteren Pole in A hat.

Beweis. Wihle K,, wie oben. Setze A| = ANK; und A, = AN(K,\K,_1),n=2,3,.... Dann

ist A, C K,. Da A keinen Haufungspunkt in  hat, hat es auch keinen in K,. Daher ist jedes
A,, endlich und

Qn(z) = Z Pu(2)

OéEAn

eine rationale Funktion. Die Pole von @,, liegen in K, \anl fiir n > 2. Insbesondere ist @), in
einer offenen Umgebung von K,,_1 holomorph.

Da jede Zusammenhangskomponente von C \ K,_; eine von C \ Q enthilt (vgl. das Argument
im Beweis von , k6énnen wir nun den Satz von Runge anwenden. Wir finden also ein
rationales R, mit Polen nur in C\ €, so dass

|Rn(2) — Qn(z)| <27 Vze K,_.

Wir zeigen nun, dass
f(z) = Qi(2) + Z(Qn(z) —Rn(2), 2€9Q
n=2

die gewlinschten Eigenschaften hat: Schreibe

N [e%S)
f::(914_§£:«Qn'_ﬁRn)’+ }Z: «Qn'_-Rn)
n=2 n=N+1

Jeder Term der Reihe rechts ist im Betrag < 27" auf K n. Also konvergiert die Reihe gleichmiifig
auf Ky zu einer Funktion, die in Ky holomorph ist. Jedes R,, hat alle Pole auferhalb von 2.
Also ist

f—(@Q1+...+QnN)
holomorph in K. Da N beliebig war, folgt die Behauptung. <
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Der Weierstrafische Produktsatz.
9.12. Definition. Es sei (u,) eine Folge in C. Wir setzen
pn=(1+u1)...(1+uy) “n-tes Partialprodukt”.

Falls der Limes p = lim p,, existiert, so wollen wir schreiben

o0
p= H(l + Up).
n=1
9.13. Lemma. Es seien uy,...,uy € C,
N N
pv = [ ] (1 +un), H 1+ ).
n=1 n=1
Dann gilt
(1) Py <exp(lua] + ... + |un])
und
(2) v — 1] <py — L.

Beweis. Aus 1+x < e* folgt . gilt trivialerweise fiir N = 1. Sei nun (2) bewiesen bis N —1.
Dann folgt

lpn — 1 lpn—1(1+un) — 1] = |(py-1 (1+un) +un|
1

- 1)
* 12

< Jpivor — U+ un]) + Jun] 2T -1

<
9.14. Satz. Es sei (uy,) eine Folge beschriankter komplexwertiger Funktionen auf einer Menge

S. Die Reihe Y |uy| konvergiere gleichméfig auf S. Dann konvergiert

o0

f(s) =TT+ uals)

n=1
gleichméfig auf S. Fiir sg € S ist dquivalent
(i) f(so) =0
(ii) 14 un(sp) =0 fiir ein n € N.
Ist {nq,ne,...} eine beliebige Permutation von {1,2,3, ...}, so gilt auch

o0

F(s) = [T+ une(s))-

k=1
Beweis. Nach Voraussetzung ist Y -7 | |u,(s)| beschrénkt auf S. Damit ist nach Lemma auch
Ipn(s)| < C fiir geeignetes C' und alle N.

Wahle 0 < € < % (insbesondere ist dann e* — 1 < 2¢ nach dem Mittelwertsatz). Dann existiert
ein Ny € N mit

(1) Zlun ) <e, seS.

n=Np
Nun sei {n1,ng, ...} eine Permutation von N. Es sei N > Ny. Wahle M so grof, dass
{1,2,...,N} C{ny,...,nm} =: Zy.
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Setze qpr = Hé/il(l + up, ). Dann gilt

(2) qM — PN = PN H (1+uy,,)—1

n€Z
n>N

Aus und Lemma folgt
lgv — o] < |pnl(ef — 1) < 2|pnle < 2Ce.
Daher haben die Folgen (¢as) und (py) denselben Grenzwert.

Ist speziell ny, = k, so zeigt dieselbe Uberlegung, dass die Folge der Partialprodukte gleichmifig
gegen einen Grenzwert f(s) konvergiert. Aus

lpar — Pvol < 2[pvle
folgt |par| > (1 — 2¢)|pn,|, also auch
[f ()] = (1 = 2¢)(po (), s €8S
Also kann f(sp) = 0 nur gelten, wenn py(sg) = 0 fir ein N. <
9.15. Satz. FEs seien 0 < wu, < 1. Dann gilt

H(l—un)>0 & Zun<oo.

Beweis. Die Partialprodukte py bilden eine monoton fallende Folge positiver Zahlen. Daher
existiert der Grenzwert, p. Ist > wu, < 0o, so ist p > 0 nach Andererseits ist 1 —u < e™
fir 0 <wu <1, somit

N
p<pn =[]0 —un) <exp(—us —uz — ... — uy).
n=1
Ist also > u,, = 00, so ist p = 0. <

9.16. Satz. Esseien f, € H(QY), kein f,, sei identisch Null in einer Zusammenhangskomponente
von (). Die Reihe

(1) D 11— fal2)]

n=1

konvergiere gleichméfig auf kompakten Teilmengen von §2. Dann konvergiert das Produkt

= H fn(s)
n=1

gleichmakig auf kompakten Teilmengen gegen eine Funktion f € H(S?). Ferner gilt

(2) m(f;2) = m(fn,2)
n=1

wobei m(f, z) die Vielfachheit der Nullstelle von f in z ist (m(f,z) = 0 falls f(z) # 0). Die
rechte Seite ist stets < oo.

Beweis. Gleichméﬁige Konvergenz folgt aus mit up, = 1 — f,. Ist nun z € (), so existiert
wegen eine Umgebung V von z, in der nur endlich viele der f,, eine Nullstelle haben. Das
Produkt der restlichen Faktoren hefert eine Funktion ohne Nullstelle nach (9 - Also folgt (2] .
mit endlicher rechter Seite.
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9.17. Die Elementarfaktoren von Weierstrafs. Wir setzen Fy = 1 — z und

22 zP
E,(z) :(1—z)exp{z++...—i—}.
2 p
Einzige Nullstelle von F), ist z = 1 mit Ordnung 1.

Die Elementarfaktoren liegen nahe an 1 fiir |z| < 1. Hier die Graphen von Ey, E4 und Ej:

14 14
xn ¥1.z
0.8

9.18. Lemma.
1= By(a)| < [oP*, |2l <1

Beweis. Klar fiir p = 0. Fiir p > 1 ist

2 P p—1 2 P
z z ; z z
7=0
2 P
z z
1 S SN
(1) zexp{z—l—2—i— —l—p}

Damit hat E! eine Nullstelle der Ordnung p in z = 0. Die Taylorentwicklung von —E]'D in Null
hat wegen nichtnegative Koeffizienten. Nun ist

1—Ey(z)=— E(w) dw;
[0,2]
folglich hat 1 — E, eine Nullstelle der Ordnung p + 1 in 2z = 0. Setzen wir
1— Ep(z)
(2) p(z) = S
so hat die Taylorentwicklung von ¢ ebenfalls nichtnegative Koeffizienten. Daher ist fiir |z| < 1
1-0
A <p)=1C=1.

9.19. Satz. Es sei (z,) Folge in C\ {0}, r, := |2,| = o00. Ferner sei (p,) Folge in Ny mit

x r 1+pn
(1) Z <'r> <oo, r>0.

n=1

Dann definiert das unendliche Produkt
(0@
z
—TlE, (=
)= 11 5 (2)

eine ganze Funktion p. Sie hat Nullstellen in den z,, aber keine weiteren. Genauer: Kommt die
Zahl o genau m-mal in der Folge (z,) vor, so hat p eine Nullstelle der Ordnung m in a.

Bedingung ist nach dem Wurzelkriterium fiir p, = n — 1 stets erfiillt.
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Beweis. Es sei r fest und |z| < r. Dann gilt nach fir alle n mit r,, > 7r:

pn+1 pn+1
z z T
1-8, (Z)|< < (= .
Zn Tn

Zn
Dies ist fiir fast alle n der Fall. Aus folgt, dass

|- (2)

gleichméfig auf jeder kompakten Teilmenge von C konvergiert. Nun liefert die Behauptung.
<

9.20. Weierstrafischer Produktsatz in C. Es sei f eine ganze Funktion mit f(0) # 0.
Es seien 2z, 23, ... die Nullstellen von f, mit Vielfachheiten aufgelistet. Dann gibt es eine ganze
Funktion g und eine Folge (p,) nichtnegativer ganzer Zahlen mit

f(z) = eI ﬁ E,,. <ZZ> .
n=1 n

(Die Faktorisierung ist nicht eindeutig.)

Beweis. Definiere p wie in Satz [9.19 wihle dabei als z, die Nullstellen von f und wahle die
Prn S0, dass die Bedingung (E erfiillt ist. Dann hat % nur hebbare Singularitéten, kann also

zu einer ganzen Funktion fortgesetzt werden. Ferner hat f/p keine Nullstelle. Da C einfach
zusammenhéngend ist, hat f/p nach einen Logarithmus, g. <

9.21. Satz. (WeierstraB). Es sei Q2 C C offen, Q # C. Ferner sei A C Q) eine Menge ohne
Héaufungspunkte in Q. Zu jedem a € A wéhle eine Zahl m(a) € N. Dann existiert eine Funktion
f € H(RY), die in jedem a € A eine Nullstelle der Ordnung m(a) hat und keine weitere.

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass co € ), aber co ¢ A (wére dies nicht so, so konnten
wir es durch Anwendung einer Mébiustransformation erreichen). Dann ist C \ € eine nichtleere
kompakte Teilmenge von C (vgl. das Argument in [7.8)), und oo ist kein Haufungspunkt von A.

Ist A endlich, so kénnen wir f als rationale Funktion einfach konstruieren: Wir wihlen zunéchst
ein Polynom p mit den entsprechenden Nullstellen und setzen dann fiir ein m ¢ 2

f= p

(Z _ m)gradp'

Ist A unendlich, so ist A abzéhlbar (da AN K endlich fiir kompaktes K C ). Nun sei (o) eine
Folge, in der jedes Element o € A genau m(a)-mal vorkommt. Zu jedem «,, wéhle einen Punkt
Bn € C\ Q so, dass

1Bn — an| < |8 —ay| fiiralle 3 € C\ Q.

Dies ist méglich, da C \ Q kompakt ist. Da A keinen Haufungspunkt in € hat und auch oo kein
Haufungspunkt ist, miissen die a,, gegen den Rand von ) riicken. Es folgt

|Bn —an| — 0, n— oc.

Wir zeigen nun, dass

=T (5)
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die gewiinschten Eigenschaften hat. Dazu setzen wir r, = 2 |a;, — p|. Es sei K eine kompakte
Teilmenge von Q. Da r, — 0, existiert ein N derart, dass |z — (3,| > r, fir alle z € K und alle
n > N. Damit ist

an — Bn

Z_Bn

1
< -
-2

Mit Lemma, folgt, dass

o 1 n+1
1 og, (=P < (1) LeknsN
z— Bn 2

Nun folgt mit Satz [0.16] die Behauptung. <

9.22. Folgerung. Jede meromorphe Funktion in §2 ist Quotient zweier holomorpher Funktionen
auf €.

Beachte: Umgekehrt ist trivialerweise jeder Quotient holomorpher Funktionen meromorph.

Beweis. Es sei f € M(Q) und A die Menge aller Pole von f in Q. Fiir jedes o € A sei m(«) die
Ordnung des Pols. Mit dem Satz von Weierstrafs finden wir ein h € H(S2), das eine Nullstelle
der Ordnung m(«) in jedem o € A hat und keine weiteren Nullstellen. Setze g = fh. Die Singu-
laritdten von g sind hebbar, somit lasst sich g zu einer holomorphen Funktion auf €2 fortsetzen.
Damit hat f = g/h die gewiinschte Form. <
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10. DAs DIRICHLET-PROBLEM

Harmonische Funktionen. Im Folgenden sei U C C offen. Wir werden U mit einer offenen
Menge von R? identifizieren. Wir erinnern uns, dass A = 92 + 85 der Laplace-Operator ist und

dass eine Funktion f € C%(U) (zweimal total reell stetig differenzierbar) harmonisch heifit, falls
Af =0.
10.1. Lemma. Essei f € C?*(U).

(a)  f harmonisch < Re f und Im f harmonisch.
(b) Ist f € H(U), so ist f harmonisch.
(¢c) Ist feH(U) und f(z) # 0 fiir alle z € U, so ist In|f| harmonisch.

Beweis. (a) Schreibe f = u + iv mit reellwertigen u,v. Dann ist f € C? < u,v € C? und
Af = Au+iAv.

(b) Aus f € H(U) folgt f € C*°(U). Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen liefern
foe + fyy = Ugy + Uyy + i(Umx + ’Uyy)

= Uyz — Ugy + i(—Uya + Ugy)
= 0, dafeC?
(c) Es sei D eine beliebige Kreisscheibe in U. Dann finden wir ein g € H(D) mit f = e; somit
ist auf D
|f(2)] = |exp(g(2))| = exp(Re g(#)) also In|f(z)| = Re g(z) harmonisch.

Damit ist In |f(2)| auf D — und somit iiberall — harmonisch. <

10.2. Definition. Es sei u: U — R harmonisch. Wir nennen eine Funktion v € C?(U,R) eine
harmonische Konjugierte zu u, falls die Funktion f = u + ¢v holomorph auf U ist.

10.3. Lemma.

(a)  Die harmonische Konjugierte ist wieder harmonisch.

(b)  Die harmonische Konjugierte ist bis auf eine Konstante eindeutig.

(¢c) Auf jedem einfach zusammenhéngenden Gebiet U C C\ {0} hat In |z| eine harmonische
Konjugierte.

(d) AufC\ {0} gibt es keine harmonische Konjugierte zu In |z|.

Beweis. (a) [10.2[(a).
(b) Sind f1 = w4+ dv; und fo = u + ivy holomorph, so ist f; — fa als holomorphe Funktion mit
verschwindendem Realteil konstant.
(c) Es ist
In|z|+iIm In(z) =Re In(z) + iIm Inz = Inz € H(U).

(d) Wir setzen U = C\ {0} und U; = C\ Rc, U- = C\ R>. Angenommen, In|z| + iv €
H(U). Bezeichne mit Iny den (bekanntlich existierenden) Logarithmus auf Uy mit Argument in
| =7, w[ bzw. |0, 27[. Dann stimmen In; und In_ in der oberen Halbebene iiberein. Ferner liefern
Im Iny auch harmonische Konjugierte auf U,.. Also ist nach (b): v|y. = Int +c4 mit geeigneten
Konstanten c+. Wegen der Ubereinstimmung in der oberen Halbebene: ¢, = c_. Damit hitten
wir eine holomorphe Logarithmusfunktion auf C\ {0}. Widerspruch! <

10.4. Satz. Es sei D einfach zusammenhéingend. Dann hat jede auf D harmonische Funktion
eine harmonische Konjugierte.
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Beweis. Gesucht ist v € C1(D,R) mit
Vg = —Uy und vy = ug,
d.h. eine Funktion mit vorgegebenem Gradienten. Da D einfach zusammenhéngt, ist die Aufgabe
16sbar, sofern die Integrabilitdtsbegingungen erfiillt sind, also falls
Vgy = Vyg  DZW.  — Uyy = Ugy.
Dies gilt, weil  harmonisch ist.
Explizit fiir den Fall D = B(a,r) mit 0 < r < oco: Wir machen den Ansatz:

v(z,y) = /Iy Uz (2, 1) dt + (),

ma
wobei
o(x) : |Rea — r,Rea + r[ — R stetig differenzierbar ist.

Es folgt wegen ugy + uyy = Au=0:

(1) vx(%y):/ly Uz (2, 1) At + ¢ ()

ma

Ima
= [T @)
Yy

= uy(z,Tma) —uy(z,y) + ¢ (z).

Wir setzen daher N
o(x) = / uy (t, Ima) dt.
Nach (1) ist dann v € C* und v, = —u,. Ferner ist

vy(xay) = uz(xay) + 0

10.5. Folgerung.

(a)  Jede reellwertige harmonische Funktion ist lokal Realteil einer holomorphen Funktion.

(b)  Jede reellwertige harmonische Funktion ist lokal in eine Potenzreihe entwickelbar.

Beweis. (a)|10.4
(b) Es sei D = B(a,r) eine offene Kreisscheibe und f € H(D) mit Re f = u. Die Potenzreihe

[e.e]

f(z) = Z cn(z —a)"

n=0
konvergiert absolut fiir |z| < r. Schreibe z = x + iy und a = a + i. Dann ist

a3 (}) = ar-iity - o).

1=0
Einsetzen in die Potenzreihe fiir f liefert die Reihe

otin =33 et (1) -t - .

n=0 [=0

wobei die Reihe fiir |z — a < r/2 und |y — 8| < r/2 konvergiert (da ;" () = 2"). Damit ist
auch die Reihe fiir den Realteil

Re f(z +1iy) = Zmex—anl(y 6) mit b,; = Re (cn<7>zl>

n=0 [=0
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konvergent. <

10.6. Bemerkung. Harmonische Funktionen erfiillen nicht den Identitétssatz in der strengen
Form, wie wir sie fiir holomorphe Funktionen kennen. Beispiel. u(x,y) = x ist harmonisch auf
R2, aber u(z,y) = 0 fiir alle (0,y) € R2.

Es gilt jedoch eine schwéchere Form:

10.7. Satz. (Identitdtssatz fiir harmonische Funktionen) Es sei U ein Gebiet und u :
U — R harmonisch. Ist uw = 0 auf einer offenen Menge, so ist u = 0 tiberall.

Beweis. Setze E = {z € U : u = 0 auf offener Umgebung von z}. Dann gilt
(i) E#0.
(ii)  FE ist offen nach Definition.

(iii) E ist abgeschlossen in U: Es sei (wy,) eine Folge in E mit w, — w € U. Wilhle eine offene
Kreisscheibe D = B(w,r), r > 0, in U und ein f € H(D) mit v = Re f. Nun existiert ein
no mit w, € D fiir alle n > ng. Folglich ist u = 0 auf einer offenen Menge V' C D. Auf V
hat f Realteil 0. Daher ist f konstant auf V', also auch auf D. Somit ist u = 0 auf D.

Aus (i)-(iii) folgt, dass E = U ist. <
10.8. Satz. Fiir ein Gebiet () ist dquivalent:

(a) € ist einfach zusammenhédngend.
(b)  Jede harmonische Funktion u : @ — R hat eine harmonische Konjugierte.

Beweis. ‘=’ [10.4
Ggf. direkt: Fiir Q = C direkt konstruierbar, vgl. Sei also 2 # C. Nach dem Riemannschen Abbil-
dungssatz finden wir x :  — E biholomorph. Dann ist u; = u o k= harmonisch auf E (nachrechnen,

dass die Komposition einer harmonischen Funktion mit einer holomorphen harmonisch ist), folglich nach
Realteil einer holomorphen Funktion f : E — C. Dann ist f o x € H(2) mit Re f = u.

‘<’ Zeige: Jede nullstellenfreie holomorphe Funktion hat einen holomorphen Logarithmus.

Dazu: Ist f € H(Q2) nullstellenfrei, so ist v = In|f(z)| harmonisch (10.1{c)). Nach Annahme
existiert dann ein h € H(2) mit Reh = u. Dann ist

O Y I 1)
exph(z)| ~ exp(Reh(z) ~ 1f(2)|
Nun nimmt ja der Betrag einer holomorphen Funktion nur dann sein Maximum an, wenn die
Funktion konstant ist. Daher ist f/e* konstant, also f = e*¢. <

10.9. Definition. Wir sagen, u € C'(U,R) habe die Mittelwerteigenschaft in U, falls fiir jedes
a € U und jedes r > 0 mit B(a,r) C U gilt

1 27 )
u(a) = 27T/0 u(a + re) dt.

10.10. Satz. Jede harmonische Funktion u auf U hat die Mittelwerteigenschaft.

Beuweis. Liegt der Kreis B(a, R) ganz in U, so existiert nach Satz ein f € H(B(a, R)) mit
u = Re f. Fiir r < R ist nach Cauchy
1 flz 1 ™ fla+ ret)ire’ 1 [
=g [ 12, (a+ ret)
|z—al|=r

271 c—a" T 2mi 0 ret 27 Jo Jlatret)

Ubergang zum Realteil liefert die Mittelwerteigenschaft. <
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10.11. Satz. (Maximum- und Minimumprinzip fiir harmonische Funktionen) Es sei
ein Gebiet in C , a € Q. Die Funktion u € C(Q2,R) habe die Mittelwerteigenschaft auf Q). Dann
gilt

(a) Ist u(z) > u(a) fiir alle z € Q, so ist u = u(a) auf Q.

(b)  Ist u(z) < wu(a) fiir alle z € Q, so ist u = u(a) auf Q.

Mit anderen Worten: Reellwertige harmonische Funktionen nehmen ihr Maximum bzw. Minimum
nur an, wenn sie konstant sind.

Beweis. (a) Es sei E = {z € Q:u(z) = u(a)}. Dann gilt

i) E#0,daackE.
(ii) E ist abgeschlossen, da u stetig.
(iii) FE ist offen: Es sei zp € E und B(zp,7) C E. Dann gilt fiir beliebiges p < r:

1 2w )
u(a) = u(z) = / u(zo + pe') dt.
2T 0
Nun ist die rechte Seite < u(a), und Gleichheit gilt genau dann, wenn u(z) = u(a) fiir alle
z mit |z — 29| = p.
Es folgt, dass E = ).
(b) Betrachte —u. <

10.12. Bemerkung. Fiir den Beweis von (a) braucht man nur die

1 2 )
Super-MWE:  u(a) > 2/ u(a + re't)dt.
T Jo

Fiir (b) braucht man nur die Sub-MWE u(a) < ... .

10.13. Folgerung. Es sei () ein beschranktes Gebiet, u habe die Mittelwerteigenschaft auf
und sei stetig auf ). Dann nimmt u sein Maximum und sein Minimum auf 02 an.

Insbesondere: Ist u = 0 auf 0f, so ist u = 0.

Das Dirichlet-Problem.

10.14. Aufgabenstellung. Es sei Q ein beschrinktes Gebiet und f € C(9€,R) gegeben.
Gesucht ist eine Funktion u € C%(Q,R) N C(Q, R) mit

Ay = 0in Q
ulag = f auf 0.

Erweitert: €2 sei ein beliebiges Gebiet in C und 95,2 der Rand von Q in C. Gegeben sei ferner
eine stetige Funktion f : 02 — R. Gesucht ist eine Funktion u € C?(Q,R) N C(Qoo, R) (hier
ist Qo der Abschluss von Q in C) mit

Ay = 0in Q
uloo = f auf 0sf2.
10.15. Lemma. Falls eine Lésung des Dirichlet-Problems existiert, so ist sie eindeutig.
Beweis. Zunichst sei ) beschrankt. Dann folgt die Eindeutigkeit sofort aus|[10.13| durch Betrach-
tung der Differenz der Losungen.

Ist €2 unbeschrankt, so folgt die Behauptung aus dem folgenden Lemma. <
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10.16. Lemma. Es sei Q ein Gebiet, u € C(Qs, R) habe die Mittelwerteigenschaft in Q und
verschwinde auf 05,§). Dann ist u = 0.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass u < 0 auf € ist (denn dann zeigt man mit dem gleichen
Argument, dass u > 0 ist). Dazu wiederum geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 gilt u(z) < e
fiir alle z € Q.

Es sei also € > 0 gegeben. Dann ist wegen der Stetigkeit von u auf Q.. die Menge K. = {z € Q) :
u(z) > e} abgeschlossen und beschrankt, also kompakt.

Angenommen, sie ist nicht leer. Wahle zg € K. so, dass u(z9) > u(z) fiir alle z € K. Dann ist
auch u(z) < u(z) fiir alle z € 2. Auf Grund des Maximumprinzips ist dann u(z) = u(zp) auf €.
Widerspruch (v = 0 am Rand). <

10.17. Der Poissonkern. Fiir r € [0,1], und 6 € R setze

[e.e]
P.(0) = Z plnleind
n=—00
Es ist
1 + rexp(if) 1— 72
(6) ¢ <1—rexp(i0) 1—2rcos +r?’
denn
1+ rexp(if) 0 - ind . inf
— 1 2 n _ wn — 1 2 n _ in .
1 — rexp(if) (Lt ret) Zr € * ZT €
n=0 n=1
Wegen Rez = (2 +2)/2 ist ist
1+ rexp(if) > > >
R — R 149 ngind | _ q n(,ind —infy _ [n| inf
e (1—rexp(z’9)> e< + nzlr e ) —i-;?“ (e 4 e nzz_oor e

Weiterhin ist

Re L+rexp(if)\ 1 [14+rexp(if) 1+ rexp(—if)
1—rexp(if) ) 2 \1—rexp(if) 1—rexp(—if)
1 1—r?4+1—1? 1—r?

2 1 —r(exp(if) + exp(—if)) +72 1 —2rcosf + 12’

10.18. Eigenschaften des Poissonkerns.

(a)  P.(:) ist stetig und positiv, 2r—periodisch.
27
b) P.(6)d6 = 2r fiir alle r € [0, 1].
0

(
(¢c) Fiir jedes 0 < ¢ < 27 gilt P, — 0 gleichméfig auf [§, 2m — §] fur r — 1.

(d)  Setzen wir z = re? € E, so ist die Funktion z + P,(#) harmonisch auf E.

(Kennen wir schon so &hnlich: Eine approximative Identitét, hier zusétzlich harmonisch.)

Beweis. (a) 1 —2rcosf + 1% >1—2r4+r?=(1—-r)*>0.
27 0 2
(b) / P.(0)do = Z 7! / e d9 = 27, da das Integral fiir n # 0 Null ist.
0 0

n=—oo
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(c) Esist 1 —2rcosf + 72 > 1 —2rcosd + 1% = (1 —rcosd)? + r%(1 — cos?§) von Null weg
beschrankt fiir 0 < § < 6 < 27 — 4, da Daher ist

1—7r?
P0):6<0<2r—5 < .
sup{Pr(6) : 0 < 6 < 2m 5}_1—2TCOS(5+T2_>0

(d) Die Abbildung ist wohldefiniert, da Py(6) von 6 nicht abhédngt und wegen (a). Ferner stimmt
nach diese Abbildung iiberein mit der Abbildung

1
z»—>Re< +Z>;
1—=z

diese ist als Realteil einer holomorphen Funktion harmonich. <.

10.19. Losung des Dirichlet-Problems fiir E.

(a) Essei f € C(OE,R). Dann gibt es genau eine Funktion u € C(E,R), die in E harmonisch
ist, mit u|gg = f. Sie ist gegeben durch

‘ 1 [27 .
u(re?) = o ), feP.(—t)dt, 0<r<1,0<6<2rT.

(b) Ist u € C(E,R) harmonisch in E, so ist u gegeben durch

1

u(rew) =5
T

2
/ u(e™P.(0 —t)dt, 0<r<1,0<6<2r.
0

Beweis. (b) folgt aus (a), indem wir f = u|gg einsetzen.

(a) Aus|10.18(d) folgt mit Differenzieren unter dem Integral, dass w harmonisch ist. Es bleibt zu
zeigen, dass u|gg = f ist. Das folgt wie iiblich aus den Eigenschaften in|10.18| Der Vollstandigkeit
halber:

Wir miissen lediglich zeigen, dass zu jedem £ > 0 ein 19 € [0, 1] und ein § > 0 existieren mit der
Eigenschaft, dass

lu(re®) — f(e)] < e firrg <r <1, |6 -6 < 3/2.
Dazu wihle zunéchst § > 0 so, dass
F(e) = f(e)| < g/3  fiir |6 — O] < 26.
Setze
M = max{|f(2)| : z € OE}.
und wihle (nach [10.1§](c)) ein 7 so, dass

ypr(e)\g(;iM fir § <0 <2m—6, 1o <r < 1.
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Dann gilt fiir 7o <7 <1 und |0 — 0| < 6/2:

2
u(re®) — ()| BBV L /0 (") = (™) P60~ 1) dt' (it u =6 —t)
< 2i f(ei(e_u)) — f(e)| P, (u) du Integrationsgrenzen egal wegen Period.
™ —T

oBdA 00 % (/_jJr/;) Hf(ei(e—u))’ 4 )f@ieo) } P (u) du
1 o

o [T = fe )| o) du
27'(' -5
1 € 1 ¢ 2
< . R, _ . Z. —
< o 2M 6l 2 + o 2 36,
da [0 —u— 00| < |0 — o] + |u| < §+6 < 24, falls u € [4,]. <

10.20. Verallgemeinerung. Die Aussage gilt sinngeméf fiir Kreisscheiben B(a, R) mit 0 <

R < o00. Setze
27

4 1 ,
u(a 4 re?) = o f(a+ Re®) Pp,.(0 —t)dt
0

mit
R2 o 7,2
R2 —2Rrcosf +r?2

PRJ(Q) = :PT/R(Q)

Beweis. Es sei f € C(S(a, R),R). Definiere f € C(S(0,1),R) durch f(2) = f(a+ Rz). Mit [10.19
bestimme % € C(E,R), harmonisch in E mit @ = f on OE. Nun setze

u(z)zﬂ(z;%CL), 2 —a| < R.

Dann ist fiir z = a + re??, r < R, wegen = =1 e't:

1 21

_ 1 2r )
u(z) = @ (ZR“> =55 | FEeNPRO -t dt =5 [ fla+ BP0~ )t

10.21. Satz. Essei U C C offen. Fiir u € C(U,R) ist dquivalent

(i) wist in C?(U,R) und harmonisch.
(ii)  w hat die Mittelwerteigenschaft auf U.
(iii) w hat lokal die Mittelwerteigenschaft auf U.

Beweis. (1) = (ii) = (iii) ist klar. Es sei also zp in U und r > 0 so, dass u auf B(zp,r) die
Mittelwerteigenschaft hat. Wahle (nach [10.20) v € C(B(z0,7),R) so, dass v harmonisch auf
B(zp,r) ist und

v’S(ZO,T‘) = u|S(z0,r)'

Dann hat v — u die Mittelwerteigenschaft auf B(zg,r) und ist = 0 auf S(zp, 7). Aus dem Maxi-
mumprinzip [10.13|folgt, dass u — v = 0 auf B(zg, r). Damit ist « harmonisch auf B(zg, ). Da 2
beliebig war, folgt die Behauptung. <
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Einfach zusammenhingende beschrinkte Gebiete.

10.22. Definition. Ein Randpunkt § eines einfach zusammenhéngenden Gebiets 2 in C heift
einfacher Randpunkt, falls gilt: Zu jeder Folge (a1, g, .. .) in Q mit a; — (3 existiert ein stetiger
Weg v mit Parameterintervall [0, 1] und eine Folge (¢1,%2,...) in [0, 1] mit ¢; 71

i) ~@eQfiro<t<l1
(i)  (t) = qj
(iii) (1) = B (dies folgt natiirlich sofort aus der Stetigkeit).

10.23. Bemerkung.

(a) Klar: Hat Q z.B. glatten Rand im Sinne von Analysis 3, 26.4, so ist jeder Randpunkt
einfach.

(b)  Ist die Bedingung erfiillt, so existiert zu jeder offenen Umgebung V' von B in Q ein T € [0, 1]
derart, dass der Weg ~ fiir T'< ¢ <1 in V verlauft. Wir sehen:

(¢) Ist @ =E\R>g soist jeder der Punkte § mit 0 < 8 < 1 nicht einfach.

10.24. Satz. Ist ) einfach zusammenhangend und beschrankt mit nur einfachen Randpunkten,
so hat die nach dem Riemannschen Abbildungssatz existierende biholomorphe Abbildung k : £ —
E eine Fortsetzung zu einer invertierbaren bistetigen Abbildung k : Q@ — E, wobei k(0€2) = JE.

Ein Beweis findet sich etwa in dem Buch von Fritzsche (Abschnitt 5.3).

10.25. Satz. Es sei () einfach zusammenhédngend und beschrdnkt mit nur einfachen Randpunk-
ten. Dann hat das Dirichlet-Problem fiir jedes f € C (02, R) eine eindeutige Lisung.

Beweis. Es sei k : Q — E die Abbildung aus |10.24, Betrachte g = f o k™ !|gg € C(OE, R). Wille
v € C*(E,R) N C(E,R), harmonisch in E so, dass v|gg = g. Nun setze u = v o . Dann ist u
harmonisch auf 2 und v = f auf 9€2. Die Eindeutigkeit ist bekannt aus [10.15 <

Die Formeln von Poisson-Jensen und Jensen.

10.26. Vorbemerkung. Es sei R > 0 und U eine offene Umgebung von K = B(0,R), f €
H(U). Ist 0 ¢ f(K),soist 0 ¢ f(U) nach evtl. Verkleinerung von U. Damit ist dann z +— In | f(z)|
harmonisch auf U. Also ist

1 2m ) )
In|f(2)| = 27r/0 In|f(Re")|Pr,(0 —t)dt, z=re" € K.

Insbesondere ist fiir z = 0: )
1 4 :
il fO)] = 5= [ (et

10.27. Satz. Essei R > 0 und U eine offene Umgebung von B(0, R), f € H(U), und f(z) # 0 fiir
alle z € S(0, R). Ferner seien a1, ..., a, die ihrer Vielfachheit entsprechend gelisteten Nullstellen
von f auf B(0, R). Dann gilt fiir z € B(0,R) \ {a1,...,an}

n|f(z)) = In
j=1

(IjZ

—a; 1 (2 . 4
];(f_“f) + o /0 In|f(Re")| Pro (0 —t)dt, == re"

(Formel von Poisson-Jensen).
Insbesondere ist dann, falls f(0) # 0:

n . 21 )
In |f(0)] :Zln C]l%‘—l—;/ In|f(Re™)|dt
j=1 ™o

(Formel von Jensen).
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Beweis. Fir z ¢ {ay,...,a,} setze

Dann ist g nach Hebung der Singularitdten holomorph auf Q und nullstellenfrei auf B(0, R),
sogar auf S(0, R), da fiir |z| = R und |a| < R

R? —az
(1) —| =
R(z —a)
Nach der Vorbemerkung ist

1 27 )
inlg(=)l = 5= [ Inla(Re")| Pac(0—0)dt

ZZ —az

R(z—a)|

27

( ) 1 27 "
D = [ | f(Relt)| Pro (6 —t) dt.
2 0 ’

Andererseits ist

Infg(z)| = In|f(z |+Zln

Es folgt die Behauptung. <

10.28. Bemerkung. Die Formeln in gelten auch unverindert, wenn f dariiber hinaus
endlich viele Nullstellen auf S(0, R) hat. Dann muss man das Integral auf der rechten Seite als
Lebesgue-Integral oder absolut konvergentes uneigentliches Riemann-Integral auffassen.

Beweis. Es seien by, = Re'* t;, € [0,27], k = 1,...,m die Nullstellen von f auf S(0, R), der
Vielfachheit nach wiederholt. Setze

_ f(2)
9C) = T =)

Dann ist g nach Hebung der Singularitdten holomorph in U und hat in B(0, R) die Nullstellen

ZGU\{bl,...,bm}.

ai,...,an von oben. Dann gilt fiir z = re? in B(0,R) \ {a1,...,an}.
I it
(1) In |g(z |_21 ‘RLM +27T/ In |g(Re™)| Pr,(0 —t)dt
Ferner ist
(2) Inlg(z)] = In|f(z ]—Zln]z—bk] und
(3) In|g(Re™)| = In|f(Re™)| Zln|R b))t # 1y

Wir zeigen nun noch: Fiir jedes k ist
t i+ In|Re" — Re'| P .(0 —t)

auf [0, 27| integrierbar, und es gilt

27 )
(@) / In|Re — Re'™| Pp (6 —t) = In|z — by).
0
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Dazu sei k € {1,...,m} fest. Fiir R > R ist z = re'’ — ln‘reit — R’eit’f‘ harmonisch und
nullstellenfrei auf einer Umgebung von B(0, R). Nach der Vorbemerkung ist also

1 [27 . . .
(5) - / In|Re™ — R'e"™| Pg,(0 —t)dt =1In|z — R'e"*|.
0
Wir betrachten nun den Grenziibergang R’ N\, R. Zunéchst finden wir (da In negativ wird) ein
C > 0 so, dass
g(R't) :=In|Re" — R'e"™| Pr.(0 —t) <C, fir R<R <R+1,tc(0,27];
(Wert —oo kommt vor).

Es folgt, dass
0<C—g(R,t) /C—g(R,t).
Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

1 2 2

(6) — C—g(R t)dt /' — C — g(R,t) dt.
27'(' 0 27T 0

Nun haben wir auf der linken Seite nach :
=(C —In|z — Re| — C —In|z — Re'*|.
Damit ist die rechte Seite von @ integrierbar, und es folgt .

Zusammenfassend erhalten wir also:

lf(z)) 2 )+ Infz— b
k=1

) — R(z — aj) 1
p— 1 —_—
Z Il‘ R? —ajz
J=1

ton

=

21 m
/ I |g(Re™)| Pan(6—t)dt+ > n|z — by
0 k=1

B <, |Rz—a)] 1 /2” it
= 1 — 1 | P, —
]; n‘m—ajz + 5 i n|f(Re')| Pr,(0 —t)dt
1 27 ) ) m
——— | In|R(e" — ¢")| Pry(6—t)dt + |z — by
2 0 ’ 1
zn:m R(z = a)) 1/2ﬂ1n\f(Reit)\ Pr(0—t)dt
o = R2—w;z 27 Jo for ’
d.h. die Nullstellen auf dem Rand spielen in der Formel keine Rolle. <

Konvergenz harmonischer Funktionen.

10.29. Definition. Es sei @ C C offen. Mit Hg(f2) bezeichnen wir den Raum aller auf 2
harmonischen reellwertigen Funktionen. Es ist

Hg(Q) € C=(Q,R) C C(QLR),

und wir konnen daher Hgr(€2) mit der Metrik d der gleichméfigen Konvergenz auf kompakten
Teilmengen aus [8.2] versehen.

10.30. Satz. Es seien u, € Hg(S)) mit u, . Dann gilt
(a) we Hr(9) und
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(b)  die Folge konvergiert tatsdchlich in allen Ableitungen, d.h.

9tBy, 4 0Py
-
0*xdBy 0*xdBy

fiir alle a, 5.

(¢) Hg(Q) ist als abgeschlossenener Unterraum von C(2) vollstandig.

Beweis. (a) Der Grenzwert ist wieder stetig und besitzt wegen der gleichméfkigen Konvergenz auf
Kompakta auch die Mittelwerteigenschaft. Er ist daher harmonisch.

(b) Es geniigt zu zeigen, dass fiir alle a € C, R > 0 mit B = B(a, R) € Q gilt
8a+ﬁun d auf B 8a+ﬁu

H J—

0x0Py 0x0Py

Dies wiederum folgt leicht aus der Darstellungsformel fiir die Lésung des Dirichlet-Problems

10.19(a) und Differenzieren unter dem Integral. Details:
Schreibe z = 2 + iy = a + re® € B. Dann ist

fiir alle «, 5,

1 2T )
Up(2) = — / up(a + Re™)Pr (0 —t) dt,
2w 0
wobei
R2 2 R2 2
Pr(0—t) = L = "
’ R? —2Rrcos(§ —t) +1r2  |Re’t —ref|?
R?—|z—al* R? — (z —Rea)? — (y — Ima)?
|Reit — (2 —a)|2  (Rcost —z + Rea)? + (Rsint — y + Ima)?
= QR(t7$;y)'

Daher folgt mit Differenzieren unter dem Integral und dominierter Konvergenz

1 2w 3 1 27 .
donn(w.9) = 5 [ walat R 0,Qu(t )t = 5o [ ula+ ) 0,Q, (k) dr

Dabei ist die Konvergenz sogar gleichméfig auf kompakten Teilmengen von B°. Also folgt aus der
Konvergenz von u,, die von d,u, und damit beliebigen Ableitungen auf kompakten Teilmengen
von B. <

10.31. Folgerung. Es sei () ein beschrinktes Gebiet und u, € C(Q) N Hg(Q). Auf dem Rand
gelte youn, =: fn gl feC(D).

Dann existiert ein u € C(Q) N Hr () so, dass

1 £Q
up 2w und  you = f auf &D.

Beweis. Nach dem Maximumprinzip ist

7,1M—+00

Hun - umHSupﬁ = an - fm”supaﬂ 0

Daher ist (u,) eine Cauchy-Folge bzgl. der gleichmiRigen Konvergenz auf Q also erst recht bzgl.
d. Sie konvergiert also (wegen der Vollstéindigkeit) sowohl in C(2) als auch — wegen [10.29 - in
Hp(Q) gegen ein u. Weil die Folge auch am Rand konvergiert, folgt you = f. <

10.32. Satz. (Harnacksche Ungleichung) Es sei B = B(a, R) und 0 < u € C(B) N Hg(B).
Dann gilt fiir z € B:
R — |z —al

R+ |z —al
< < —M—
R+ |z —al u(a) < u(z)

~ R—|z—ad| u(a).
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Beweis. Schreibe z = a + e’ mit 0 < 7 < R. Nach der Darstellungsformel fiir die Losung des
Dirichlet-Problems gilt:

1 2w )
u(z) = 5 / w(a+ Reit) P, (0 — t) dt
0 %/—/20
Nun ist B2 2 B2 2
P (0—1) = e
R ) R2 —2Rrcos(6 —t) +12  |Reit — rei?|?
und (Bild)

IR —r]? <|Re —re2 < |R+ .
Folglich ist

R—r 1 [? " R+r 1 [*
— ") dt < < —
R+7 27 ) ula+ Ret) _u(z)_R—r 2m Jo

=u(a) =u(a)
10.33. Folgerung. Unter obigen Voraussetzungen gilt auch

u(a + Re')dt.

|2 — a

lu(2) —u(a)] <2 R—|z—ad|

u(a).

Beweis. Schreibe 1 = (R4 |z —a|)(R+|z —al)~!. Dann folgt aus der Harnackschen Ungleichung
|z —al

|z —a
—_— U
R+ |z —al

2 —al
Frp— (a) <u(z) —ula) <2

9 N e N
- -~ R-—|z—aq

u(a) < =2
<
10.34. Satz. (Liouville) Es sei u harmonisch auf C und nach oben oder unten beschrénkt.

Dann ist u konstant.

Beweis. O.B.d.A. sei u < C. Setze v(z) = C' — u(z) > 0. Dann ist v harmonisch auf C. Ist z
beliebig, so gilt fiir alle R > |z| nach der Folgerung [10.33| mit a = 0:

2|
R— 7]
Also ist u(z) = u(0). <

u(z) = u(0)] = Jo(=) - v(0)] < 2 v(0) " 0.

10.35. Lemma. Es sei Q offen und F eine Teilmenge von Hr({2), die auf jeder kompakten
Teilmenge von ) gleichméfsig beschrankt ist. Dann ist F gleichgradig stetig.

Beweis. Es sei a € Q und R > 0 so, dass K = B(a,R) € Q und C' > 0 mit |u(z)| < C fiir alle
z€ Kund u e F.

Dann ist 0 < u(z) + C < 2C fiir alle z € K, u € F. Es folgt fur |z —a| < R/2
|z —a

2C
. — < — |z —al.
P (u(a) +C) <2 |z —al

033
u(2) = u(a)] = [(u(2) + C) = (u(a) + C)] < 2 RJ2

<

10.36. Satz. (Montel, Vitali, Stieltjes) Es sei 2 C C offen. Eine Teilmenge F von Hg(2)
ist genau dann relativ kompakt, wenn sie auf den kompakten Teilmengen von U gleichméfig
beschrénkt ist.

Beweis. Lemma und der Satz von Arzela- Ascoli. <
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10.37. Satz. (Harnacksches Konvergenzprinzip) Es sei 2 ein Gebiet in C und (uy,) eine
monoton wachsende Folge harmonischer Funktionen. Dann konvergiert entweder u, in Hgr(2)
oder u, /' oo gleichmékig auf kompakten Teilmengen von €.

Der erste Fall tritt also genau dann ein, wenn lim u,,(z) < oo fiir wenigstens ein z € Q.

Beweis. Es sei a € Q und R > 0 so, dass B(a, R) C 2. Wir zeigen folgendes:

(i)  Ist limu,(a) < oo, so konvergiert (u,) gleichméafig auf K = B(a, R/2).
(i)  Ist limwuy,(a) = oo, so gilt u, — oo gleichméRig auf K.

Dazu: (i) Fir n > m und z € B(a, R/2) gilt nach der Harnack-Ungleichung:

() < BElz—a
0 tn() — un(2) < = 2 (@) — (@)

R+ R/2 (@) <3 (un(a) — um(a)) — 0.

< R_rp @
Zu (ii): Hier gilt ebenso

0 < unl2) = () 2 o (1) — 1(a)
R—R/2 1
= m (un(a) —ui(a)) = 3 (un(a) —ui(a)).

Nun definieren wir
Ey={ze€Q:limu,(z) < oo}
Ey ={z € Q:limu,(z) = oo}

Dann sind nach obigen Argumenten beide Mengen offen. Thre Vereinigung ist €2, ihr Schnitt leer.
Da Q zusammenhéingend ist, ist eine davon leer.

Die Argumente zu (i) und (ii) liefern sofort die gleichméfige Konvergenz auf allen kompakten
Teilmengen. <

Subharmonische Funktionen.

10.38. Definition. FEine stetige Funktion u : © C C — R heift subharmonisch (superharmo-
nisch), wenn sie die Sub-MWE (Super-MWE) hat, d.h. falls

1 2 ) [
u(a) < (Z)%/O u(a +re')dt, falls B(a,r) C Q.

Klar:

(i)  w subharmonisch < —u superharmonisch.

(ii)  w subharmonisch, v harmonisch = u — v subharmonisch.
10.39. Lemma. Ist u € C?(), R), so gilt:

u subharmonisch < Au > 0.

Beweis. Es sei K = B(a,r) C 2 eine Kreisscheibe in 2 um einen beliebigen Punkt a € Q. Wir
wenden den Satz von Gauf an auf K. Dazu parametrisieren wir 0K durch ¢ : [0, 27] — S(a,r),

¢(t) = a+re? = (Rea+ rcost,Ima + rsint). Das Oberflichenmaf ist /¢’ (t)T¢/(t) dt = r dt,
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der dufere Einheitsnormalenvektor ist e = (cost,sint), und (Vu(a+re'),v) = o/ (a+reit)e’ =
%u(a + ret). Nach Gauf ist also
/ Audzr = / div grad udz = / (grad u,v)dS(z)
K K oK
2m

0

o o

Damit sehen wir die Aussage leicht;:

2 )
a+re) rdt = r 9 / u(a + re') dt.
87" 0

“<” Ist Au > 0 so ist die Abbildung v : [0,7] - R s — fOQﬂ u(a + se) dt monoton wachsend.

Also ist
27

— u(a + re) dt =: v(r) > v(0) = u(a).

21 0
“<” Ist Au(zg) < 0 fiir ein zp, so existiert ein r > 0 mit Au(z) < 0 fiir alle z € B(zp,7) C Q.
Die obige Abbildung v (nun fiir a = zp) ist also streng monoton fallend und wir erhalten den

Widerspruch
1 2w

o u(zo + re') dt = v(r) < v(0) = u(z).
T Jo

10.40. Bemerkung. Der Beweis zeigt: Ist u € C?, so gilt: Au = 0 < u hat die MWE.
10.41. Satz.

(a)  Die subharmonischen Funktionen geniigen dem Maximumprinzip.
(b)  Die superharmonischen Funktionen geniigen dem Minimumprinzip.

Beweis. Hatten wir bereits in Bemerkung [10.12] gesehen. <

10.42. Bemerkung. Es sei K = B(0,1) und u = |2|? = 22 + 3. Dann ist Au = 4 > 0, somit
u subharmonisch; v hat aber in 0 ein Minimum.
10.43. Definition. Es sei Q ein Gebiet, u € C(Q,R) und a € 05,2. Wir setzen:

limsup,_,g+{u(z) : z € B(a,e) NN}, a€C
limsupp_,oo{u(z): 2€ Q\ B(0,R)}, a=oc.

Analog definiert man liminf u(z). Es gilt:

limsup u(z) :=
z—a

liminfu(z) = — limsup(—u(z)).
z—ra z—a
10.44. Satz. Es sei (2 ein Gebiet in C und u : Q — R subharmonisch mit limsup u(z) < 0 fiir
alle z € 05,€). Dann ist u < 0 auf €. Es gilt sogar entweder u = 0 oder u < 0 auf (2.

Beweis. (Fast wortlich der Beweis von Lemma [10.16|) Wir zeigen, dass fiir jedes ¢ > 0 gilt
u(z) < e fiir alle z € Q.

Es sei also € > 0 gegeben. Dann ist wegen der Stetigkeit von u auf £ (und, weil gilt lim inf,_, o u(2) <
0, falls 2 unbeschrénkt) die Menge K. = {z € Q : u(z) > ¢} abgeschlossen und beschrénkt, also
kompakt.

Angenommen, sie ist nicht leer. Wahle zg € K, so, dass u(z9) > u(z) fiir alle z € K.. Dann ist
auch u(z) < u(zp) fiir alle z € Q. Auf Grund des Maximumprinzips ist dann u(z) = u(zp) auf
jedem beschrinkten Gebiet Qg mit Qy C Q. Folglich ist u(z) = u(z9) > ¢ auf . Widerspruch
(limsupwu < 0 am Rand). <

10.45. Satz. Fir u € C(,R) ist dquivalent:
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(i)  w ist subharmonisch auf Q.

(ii)  w ist lokal subharmonisch auf Q.

(iii) Fiir jedes B = B(a,r) mit B C Q und jedes v € Hg(B) N C(B) geniigt u — v dem
Maximumprinzip.

(iv) Fiir jedes B = B(a,r) mit B C Q und jedes v € Hg(B) N C(B) mit u(z) < v(z) fiir alle
a € OB gilt u(z) < v(z) auf B.

Beweis. (i) = (ii) Klar.

(ii) = (iii): Die Funktion u — v hat auf B die lokale Sub-MWE, und geniigt daher dem Maxi-
mumprinzip.

(iii) = (iv): Die Funktion u — v geniigt dem Maximumprinzip auf B. Also existiert ein zy € 9B
mit (u —v)(2) < (u—v)(z0) <O fiir alle z € B.

(iv) = (i) Es sei B C €. Betrachte die auf B harmonische Funktion v € C(B,R) mit u(z) = v(z)
fiir alle z € OB; wir erhalten sie mit Hilfe des Poissonkerns. Aus der Voraussetzung folgt fiir B
wie oben:

1

27 ) 1 o ‘
u(a) <w(a) = 277/0 v(a+re'dt = 277/0 u(a + re') dt.

Somit ist w subharmonisch. <
10.46. Lemma. Sind u; und us : 2 — R subharmonisch, so auch u; V ug = max{uy, us}.
Beweis. Wir priifen (iv) aus Satz [10.45/ nach: Es sei (u1 Vuz2)(z) < v(z) fir alle z € 0B. Dann ist

w1 (2),u2(2) < v(2) fiir alle 2 € B. Nach Annahme ist also u;(2),u2(z) < v(2) fiir alle z € B,
somit (u1 V ug)(2) < v(2) fiir alle z € B.

Perronscher Ansatz zur Losung des Dirichlet-Problems.
10.47. Die Perron-Familie. Es sei {2 C C ein Gebiet und f : 9,02 — R stetig. Wir nennen
P =P(f,Q) = {v: v subharmonisch in Q,limsupv(z) < f(a) fir alle a € 9,0}

die Perron-Familie zu  und f. Da 0, kompakt ist und f stetig, gibt es ein M > 0 mit
|f(a)| < M fir alle a € 052. Dann gilt

(1) —M € P, somit ist P # 0.
(2)  w(z) < M fir alle v € P nach Satz

10.48. Lemma. Es existiere eine Losung u : Qs — R des Dirichlet-Problems zu 2 und f.
Dann ist sie ebenfalls Element von P, und es gilt v(z) < u(z) fiir alle z € 2, v € P. Es ist also

u =sup{v:v € P} =max{v:v € P}

Beweis. Klar: u € P. Ferner ist die Funktion v — u subharmonisch auf 2, und es gilt

limsup(v(z) — u(z)) = limsupv(z) — ;1_13(11 u(z) < f(a) — f(a) =0.

zZ—a zZ—a
Folglich ist v — u < 0 auf Q nach Satz [10.44] <
10.49. Lemma. Es sei u : Q@ — R subharmonisch und B = B(a,R) mit B C Q, R > 0.
Definiere

i(2) u(z) 2€Q\ B

u(z) = , 4

= 027r u(a + Re")Pr,(0 —t)dt, z=a+re'’ €B

(Poisson-Modifikation von u bzgl. B(a, R). Dann ist @ subharmonisch auf €.
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Beweis. Da @ stetig auf € ist, subharmonisch auf  \ B ist und harmonisch auf B, geniigt es zu
zeigen, dass fiir b € S(a, R) und r > 0 mit B(b,r) C Q gilt:
1 2w )
i(b) < — i(b + pe') dt.
i) < 5o [ il e

Dazu: Nach [10.45(iv) ist u(z) < @(z) auf B. Nach Definition ist also ist u(z) < @(z) auf Q. Es
folgt

27 . 1 27 .
a0) = ulb) < 5 [ ulo+petyie< o [+ pet)at
0 0

™ ™
<

10.50. Bemerkung. Sind ui, ug : 2 — R subharmonisch und ist u; < wue, so gilt dies wegen
der Positivitat des Poissonkerns auch fiir die Modifikationen: 41 < us.

10.51. Satz. Es sei Q) ein Gebiet in C und f : 05! — R stetig. Dann ist die Perron-Funktion
uy =max{v:v € P} zu f und Q in Q harmonisch.

Beweis. Es sei 29 € Q und R > 0 so, dass B C Q fiir B = B(z, R). Wir zeigen, dass ug
harmonisch auf B ist. Dazu halten wir zunéchst fest:

(i) P ist abgeschlossen unter ‘v’ nach Lemma |10.46| und
(ii) P ist abgeschlossen unter Poisson-Modifikation nach Lemma (10.49

Schritt 1 Wahle eine Folge (v,) € P mit limwv,(20) = uf(20). Wir konnen annehmen, dass
v1 < vy < ...: Ware dies nicht der Fall, so konnten wir einfach die Folge w, = v1 Vv V...V v,
betrachten. Diese ist monoton wachsend, und es gilt vy, (20) < wn(20) < uf(20).

Es seien 0, die Poisson-Modifikationen der v, bzgl. B. Nach (ii) sind ©,, € P, nach [10.50|ist (7y,)

monoton wachsend. Ferner:
ug(20) < vn(20) < On(20) < ug(20),
also ¥, (20) /" uyr(20).
Nach dem Harnackschen Konvergenzprinzip existiert also ein v € Hg(B) so, dass 0, — v gleich-
méfig auf kompakten Teilmengen von B.

Schritt 2. Wir zeigen nun noch, dass v(z) = uy(2) fiir alle z € B. Zunéchst gilt dies in zg. Es sei
z1 € B. Wir wihlen eine monoton wachsende Folge (wy,) in P mit wy(21) /* ug(z1). Nun setzen
wir

W, :=v, Vw,, néeN.
Dann ist (W,,) C P monoton wachsend. Wir bezeichnen mit W, die Poisson-Modifikationen bzgl.
B. Dies ist ebenfalls eine monoton wachsende Folge in P. Ferner ist

up(z1) <= wn(z1) < Wa(z1) < W(21) < ug(z1).

Nach dem Harnackschen Konvergenzprinzip existiert also ein W € Hg(B) mit W,, — W gleich-
mékig auf kompakten Teilmengen von B. Insbesondere ist W(z1) = wus(2z1) und (wegen der
Maximalitdt von uy) W(z) < uys(z) fiir alle z € B.

Da nach Definition v, < W, auf Q ist, ist nach |10.50| auch v, < Wn < wu auf . Daher gilt
v < W auf B und v(20) = W(20) = us(20) im Mittelpunkt von B. Aus dem Maximumprinzip
folgt dann (wegen (v — W) < 0 auf B und (v — W)(z9) = 0), dass v = W. Insbesondere ist
v(z1) = W(z1) = ugp(21). <
10.52. Bemerkung. Fiir die Aussagen in - [10.51] gentigt es, dass f auf 9,€) beschrankt

1st.
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10.53. Zwischenresultat. Es sei ) C C ein Gebiet und f : 0,2 — R stetig. Ferner sei uy die
Perron-Funktion. Dann ist dquivalent

(i)  Das Dirichlet-Problem ist fiir f und 2 lésbar.
(i) lim,,ur(2) = f(a) fir alle a € 05052
In diesem Fall ist die Losung gegeben durch

] oup(z), z€Q
“('z)—{f{z), 2 € s,

10.54. Beispiel. Es sei 2 = B(0,1) \ {0} und f : 9Q — R definiert durch
f0)=1, f(z)=0, z2€5(0,1).
Dann ist uy = 0, und das Dirichlet-Problem ist nicht losbar.
Beweis. Fiir 0 < € < 1 definiere
(=B
us(z) = z .
c Ine’

Diese Funktionen sind harmonisch auf €; sie haben den Wert 0 auf S(0,1) und 1 auf S(0,¢). Es
sei v € P =P(f, Q). Dann ist |v(z)| < max{|f(a)|: a € 0Q}=1.

Setzen wir also Q. = {e < |z| < 1} so ist u. die Losung des Dirichlet-Problems auf . mit
Randdaten = 0 auf S(0,1) und = 1 auf S(0,¢).

Es folgt

. fla) =0=wuc(a), a€S(0,1), weilveP
hglj(lzlpv(z) = { 1 = u.(a), a € S(0,¢), weil sup f < 1..

Nach Satz [10.44]ist also v(z) < u(z) fiir alle z € Q.. Da ¢ beliebig war, folgt, dass v(z) < 0 auf
2 und somit

uf =sup{v:veP}=0.
Damit kann nicht lim,_,ouy(z) = 1 gelten. <
10.55. Barrieren. Im Folgenden sei €2 C C ein Gebiet. Flir a € 05.§2 setzen wir

QN B(a,R), a#
Qa,R) =

Q\ B(0,%), a=oo.

Eine Barriere fiir Q in a ist eine Familie (x,)o<r<r, mit 79 = rp(a) von superharmonischen
Funktionen auf € so, dass fiir 0 < r < rqg gilt

i) 0<xr <L

(il)  lim,q xr(2) = 0;

(iii) xr =1 auf Q\ Q(a,r).

10.56. Satz. Falls zu a € 0,82 eine Barriere existiert, so gilt

(1) ;1—% uf(z) = f(a) fiir jedes in a stetige, beschrankte f : 0,2 — R.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall a # oo (anderer Fall analog). O.B.d.A. sei f(a) = 0 (sonst
betrachte g(z) = f(z) — f(a); dann ist uy = uy — f(a)). Setze M = || f||sup. Dann ist v(z) < M
fiir alle v € P, z € Q). Nun sei € > 0 vorgelegt. Weil f stetig in a ist, finden wir zu rg aus
ein 0 < 0 < rg so, dass |f(b)| < ¢ fiir alle b € 0,2 N B(a, ).
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Schritt 1. Zeige: —Mys — e € P: Klar: Diese Funktion ist subharmonisch auf €. Fir alle b €
0xo§2 \ B(a,d) gilt nach [10.55(iii) ferner
limsup(—Mxs(2) — €) = limsup(—Mxs(2)) —e < =M < f(b).

z—b z—b

Ist andererseits b € 0xo€2 N B(a, d), so ist nach [10.55(1)
limsup(—Mxs(z) —e) < —e < f(b).

z—b
Schritt 2. Nach Definition von uy als Supremum folgt, dass —Mx,(z) —e < uy(2) fiir alle z € Q.
Wir zeigen nun, dass My, + & > v fiir alle v € P.
Dazu: Fiir v € P ist die Funktion v — M x, — ¢ subharmonisch auf Q. Fiir b € 0,2\ B(a,d) gilt

limsup(v(z) — Mxs(z) —¢) < f(b) — M —e <0.

z—b
Fiir b € 0,2 N B(a,d) gilt
limsup(v(z) — Mxs5(z) —¢) < f(b) —e <0.

z—b

Also ist v — M x5 — e < 0 auf Q nach dem Maximumprinzip.

Schritt 3. Es folgt nun uy > —Mxs(z) — € nach Schritt 1 und uy < Mxs + € nach Schritt 2.
Somit ist

lup(2)] < Mys(z) +e =5 e
Da ¢ beliebig war, ergibt sich lim,_,, uf(2) = 0 = f(a) und damit die Behauptung. <

10.57. Bemerkung. Fiir unstetiges f erhalten wir mit|[10.56| Konvergenz lim,_,, u¢(2) — f(a)
in den Stetigkeitspunkten von f.

Wie sieht so eine Barriere aus? In einfachen Fillen kann man relativ leicht eine basteln:

10.58. Lemma. Zu a € 99 gebe es ein Intervall [a,b] C C mit [a,b] N Q = {a}. Dann existiert
eine Barriere in a.

Insbesondere: Ist 2 ein beschrinktes Gebiet und ist ist die obige Bedingung in jedem Randpunkt

erfiillt, so ist das Dirichlet-Problem losbar.

z—a
Beweis. Wir betrachten die rationale Funktion g(z) =

0<A<1list

. Fiir z € [a,b[ mit z =a+ A(b—a),

z—a a+Ab—a)—a Ab—a) A

S Rzo.

b—2z b—a—-Xb—a) (1-XNb-a) 1-2X

Daher ist das Bild von C \ [a,b] unter g die einfach zusammenhéngende Menge C \ R>(, und

z2—a

b—z

C \ R>¢ liegt das Argument der Wurzel in 0, 7. Somit ist ihr Imaginérteil strikt positiv. Also
ist

existiert als holomorphe Funktion. Mit der iiblichen Wahl des Arguments in [0, 27[ auf

f-a
b—=z
Da [a,b] N Q = {a} ist, ist fiir 0 <7 < |b— q]

C, = min{u(z) : z € S(a,r) N Q} > 0.

u(z) = Im harmonisch und positiv auf C\ [a, b].



"

Wir definieren y, : 2 = R durch

z€ QN B(a,r)
1, z€Q\ B(a,r).
Dann ist x, stetig und 0 < x, < 1. Ferner ist x,(z) = 1 aukerhalb von B(a,r) und lim,_,, x»(2) =
0.
Klar: y, ist konstant, also superharmonisch auf Q\ B(a,r) und superharmonisch auf QN B(a,r)

als Minimum zweier superharmonischer Funktionen nach [10.46] Was passiert am Rand? Ist zg €
S(a,r)NQ, so ist fiir hinreichend kleines p > 0

1 2m )
o xr(20 4+ pe) dt <1 = x.(20).
T Jo
Somit ist x, superharmonisch. Offensichtlich ist 0 < y, < 1, x, = 1 auf Q\ Q(a,r) und
lim, 4 x-(2) = 0. Damit ist (x,), eine Barriere in a. <

Es gilt aufserdem folgender Satz, den wir hier nicht beweisen kénnen:

10.59. Satz. Enthélt jede Komponente von C\Q mindestens zwei Punkte, so existiert in jedem
a € 0582 ein Barriere. Damit ist das Dirichlet-Problem fiir ) fiir jedes stetige f : 0502 — R
eindeutig losbar.

10.60. Bemerkung. Enthilt eine Komponente nur einen Punkt, so ist das Problem nach
Beispiel [I0.54] i. Allg. nicht losbar.
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11. ITERATION VON POLYNOMEN

Wir betrachten einige einfache Beispiele von dynamischen Systemen in C. Sie entstehen durch
die Iteration von Polynomen vom Grad n > 2. Wir betrachten in diesem Abschnitt ein Polynom
f der Form

) =Y s, an 2o
=0

Mit f* bezeichnen wir die k-fache Iterierte, also
fF=fo...of.
——
k—mal
Die Julia-Menge.
11.1. Definition. Zum obigen Polynom f definiert man:

(a) Die ausgefiillte Julia-Menge zu f, bezeichnet mit K(f) (oder K, wenn klar ist, welches f
gemeint ist), ist definiert durch

K(f) = {2 €C: f*(2) » 0},
(b) Die Julia-Menge J = J(f) ist der Rand der ausgefiillten Julia-Menge, d.h. J(f) = 9K (f).
(¢) Die Fatou-Menge F = F(f) ist das Komplement der Julia-Menge.

Ein Punkt z liegt also in der Julia-Menge, falls in jeder Umgebung von z Punkte v und w
existieren, so dass f(v) — oo and f(w) /4 oc.

11.2. Beispiel. Wir betrachten f(z) = 22. Hier ist f*(z) = z2" Offensichtlich gilt fE(z) =0
fir |2| <1 und f(z) — oo fur |z| > 1. Also ist in diesem Fall

K(f) ={z: 1zl <1} J(f) ={z: [z = 1L F(f) = {z: |2[ # 1}

11.3. Lemma. Zu dem obigen Polynom f existiert ein r > 0 so dass fiir |z| > r gilt | f(2)| > 2r.
Insbesondere: Ist |f™(z)| > r fiir ein m € N, so gilt f*(z) — oc.

Damit gilt fiir festes zy entweder (f™(29))m Ist beschrankt oder f™(zp) — oo.

Beweis. Da n > 2 ist, finden wir ein r so, dass fiir |z| > r gilt $|a,||2[" > Z;:ol ;|29 und
%|an||z\” > 2|z|. Mit diesen beiden Ungleichungen folgt

n—1

!
1F()] = lanllz" =D lagl|z) > Slanll2l™ = 2|z].
=0
Ist [f™(20)] > 7, so ist | f™F(20)] > 2Fr, also gilt f*(2) — oo. <

11.4. Lemma. Die Mengen J(f) und K(f) sind nichtleer und kompakt; J(f) C K(f). Das
Innere von J(f) ist leer.

Beweis. Nach Lemma[l11.3]ist K (f) und damit auch J(f) = dK(f) beschréinkt. Ist zg € C\ K(f),
d.h. f¥(29) — oo fiir k — 0o, so existiert ein m derart, dass |f™(z)| > r fiir das r aus Lemma
Da f™ stetig ist, gibt es dann ein 6 > 0 so, dass auch |f™(z)| > r falls z € B(zp,0). Also
ist C\ K(f) offen und somit K (f) abgeschlossen. Nach Heine-Borel ist K (f) kompakt. Damit
ist J(f) als Rand einer kompakten Menge ebenfalls kompakt, da abgeschlossen. Als Rand von
K(f) hat J(f) per Definition keine inneren Punkte.
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Warum ist K (f) nicht leer? Als Polynom vom Grad n > 2 hat z — f(z) — z mindestens eine
Nullstelle zy. Dann ist zp ein Fixpunkt der Iteration, liegt also in K(f). <

o 0 |
(i:;

i

.

Einige Beispiele fiir Julia-Mengen aus dem Buch von Falconer, S. 254 (um 90° gedreht). Hier
ist stets f(2) = 22 + c mit (a) ¢ = —0,1+ 0,14, (b) ¢ = —0,5+ 0,54, (c) ¢ = —1 + 0,054, (d)
c=—0,2+0,75, (e) ¢ = 0,25 + 0,52, (£) ¢ = —0,5+ 0,55, (g) ¢ = 0,664, (h) ¢ = —i.

11.5. Lemma. Die Julia-Menge J ist vorwarts- und riickwérts-invariant unter f, d.h. es gilt

F(J)C J und f~H(J) C J.

Beweis. Es sei zp € J. Wére f(z9) € K, so wiare per def. auch zyp ¢ K; genauso: wére ein Urbild
von zg unter f nicht in K, so auch zg

Lage f(z0) im Inneren K° von K, so gébe es wegen der Stetigkeit von f ein § > 0 so, dass fiir
z € B(zp,0) auch f(z) in K° ldge. Damit lige aber nach Definition zp nicht in J = 0K. Das
Argument zeigt, dass K° in sich abgebildet wird. Lige also f~1(29) € K°, so auch z. N

11.6. Lemma. Fiir jedes m € N ist J(f) = J(f™).

Beweis. Aus Lemma folgt, dass f¥(z) — oo genau dann, wenn f™*(z) — oco. Es folgt, dass
K(f) = K(f™) und J(f) = J(f™). <
Wir haben in Satz [8.§ gezeigt: Ist F eine Familie holomorpher Funktionen auf einer offenen

Menge Q2 C C, so ist F genau dann relativ kompakt, wenn F auf jeder kompakten Teilmenge
von () gleichméfig beschrankt ist.

Dass F relativ kompakt ist, heiftt, dass jede Folge in F eine konvergente Teilfolge hat.
Es gilt folgende (erheblich stérkere) Erweiterung:
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11.7. Satz. (Erweiterter Satz von Montel) Ist (gx) eine Folge holomorpher Funktionen auf
einem Gebiet ) nicht relativ kompakt, und gilt auch nicht g, — 00, so existiert zu jedem w € C
mit héchstens einer Ausnahme eine Funktion g mit g(z) = w.

Wir nennen im folgenden eine Folge holomorpher Funktionen auf einem Gebiet {2 normal in
z € Q, falls eine Umgebung von z gibt, in der f(z) gleichméfig beschrankt ist oder gegen oo
konvergiert. Damit kommen wir zu einer neuen Definition der Julia-Menge:

11.8. Definition. Die Julia-Menge von f ist die Menge aller z, in denen {f* : k € N} nicht
normal ist.

Uberzeugen wir uns, dass beide Definitionen iibereinstimmen: Ist zo € J (fiir die alte Definition),
so existieren in jeder Umgebung von zy Punkte v, w mit f*(v) — oo, wihrend f*(w) beschriinkt
ist. Daher gibt es weder eine konvergente Teilfolge der Folge (f*) noch konvergiert f* gegen oo.

Ist 29 ¢ J, so liegt 2y entweder in der offenen Menge C\ K'; dann gilt in einer Umgebung f* — oo
oder zg liegt im offenen Inneren von K, dann ist die Folge in einer Umgebung beschrankt, hat
also eine konvergente Teilfolge.

Bisher brauchen wir nur eine leichte Erweiterung des Satzes von Montel, wie wir ihn bewiesen
haben: Wir miissen nur den Fall dazu nehmen, dass die Folge gegen oo konvergiert.

Das folgende Lemma nutzt die volle Stirke des Satzes. Es sagt aus, was in einer Umgebung eines
Punkts von J unter der Iteration passiert.

11.9. Lemma. FEs sei U eine Umgebung von zg € J. Dann gilt fiir jedes j = 1,2, ...
W= J r*U) = c(\{wo});
k=j

dabei soll die Notation bedeuten, dass méglicherweise ein einziger Punkt wg fehlt. Der Punkt wyg
liegt nicht in J; er ist unabhangig von zy und U.

Beweis. Da zy in J liegt, ist dort die Folge (f*) nach Definition nicht normal. Daher ist nach
dem erweiterten Satz von Montel das Bild jeder Umgebung U unter den Iterierten (f71*), gleich
C mit Ausnahme (moglicherweise) eines Punkts wy.

Es sei wg ¢ W. Weil f ein Polynom vom Grad > 2 ist, hat f(z) = wg eine Losung, etwa
f(wy) = wp. Da f(W) C W ist, gilt w; ¢ W. Nun enthélt aber C\ W nur wy, so dass w; = wy
ist. Somit hat die Gleichung f(z) — wp nur die Losung wy. Andererseits ist f ein Polynom vom
Grad n > 2. Es folgt: f(z) —wg = ¢(z — wp)™ fiir eine Konstante ¢ # 0.

Damit folgt wiederum, dass fiir alle z nahe bei wg gilt, dass f*(z) —wy — 0 fiir k& — oo,
somit f¥(z) — wq. Insbesondere ist f¥(z) fiir z in einer hinreichend kleinen Umgebung von wy
beschrankt. Damit kann wg nicht in J(f) liegen.

Diese Uberlegung zeigt auch: Enthilt C\ W den Punkt wg, so hat f die spezielle Form f(z) =
wg 4 ¢(z — wp)™ unabhéngig von der Wahl von zy oder U. <

11.10. Bemerkung.

(a)  Ob es einen Ausnahmepunkt gibt, hangt allerdings von U ab: Gilt f(2) = wg + ¢(z — wp)"
und enthélt U den Punkt wy, so ist W = C, ansonsten ist W = C\ {wo}.

(b)  Im Ausnahmefall lasst sich auch J(f) berechnen. Ist f(z) = wo+ ¢(z —wp)™, so kann man
analog zu Beispiel zeigen, dass

J(f) = {z: |2 —wp| = ¢ /(=D
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Dazu beweisen wir mit vollstdndiger Induktion, dass
fk(z) — wp + an’1+,..+n+1 (Z . wo)nk geomjeihe wo + C(l—nk)/(l—n)(z _ ’U}())nk.

Somit gilt f¥(z) — wo, falls der Summand ganz rechts gegen Null geht, d.h., falls

k
n-—1 1

|z —wp| < limsupec (=DnF = ¢ n-T
1
und ebenso f¥(z) — oo, falls |z — wp| > ¢~ 7-1.

11.11. Bemerkung. Die k-fache Iterierte f* eines Polynoms vom Grad n ist ein Polynom vom
Grad n*. Daher hat die Gleichung f*(z) = w mit Vielfachheit gezihlt n* Losungen, d.h. viele
flir grofes k.

11.12. Folgerung.

(a)  Fiir alle w € C mit hochstens einer Ausnahme gilt: Ist U offen und U N J(f) # 0, so gilt
“k({w}) NU # 0 fiir unendlich viele k. Gibt es einen Ausnahmepunkt, so liegt dieser
nicht in J(f).

(b) Istw e J(f), so gilt
U F{w}).

Beweis. (a) Ist w nicht der Ausnahmepunkt in Lemma so folgt, dass w € f*(U) fiir ein k.
Da in Lemma der Wert von j beiiebig gewéhlt werden kann, gilt dies fiir unendlich viele k.
Da damit w hochstens der Ausnahmepunkt in Lemma sein kann, gilt w ¢ J(f).

(b) “2” Ist w € J(f) so ist nach Lemmall1.5lauch f=%({w}) C J(f). Damit ist [J;o, f*({w}) C
J(f). Da J(f) abgeschlossen ist, gilt das auch fiir den Abschluss.

“C” Ist w € J(f) und U eine offene Umgebung eines Punkts zo € J(f), so zeigt (a), dass
~k({w}) € U fiir ein (sogar unendlich viele) k. Indem wir U = B(zo, %) wéhlen, finden wir eine

Folge (k;) mit f=%i ({w}) € B(z, ]) Es folgt, dass

20 € Uf ({w}).

Dies liefert die Behauptung. <

11.13. Lemma. J(f) enthélt keine isolierten Punkte und ist iiberabzéhlbar. Insbesondere
miissen wir in |11.12(b) den Abschluss hinzunehmen, sonst enthielte J(f) nur abzédhlbar viele
Punkte.

Beweis. Es sei zp € J(f) und U eine offene Umgebung von zy. Wir wollen zunéchst zeigen, dass
U ein weiteres Element von J(f) enthélt. Dazu unterscheiden wir drei Falle:

(i) f*((20) # o fiir alle k. Nach Folgerung|11.12{a) gibt es ein (sogar viele) k mit f~%(zp) € U
beachte, dass zp nicht der Ausnahmepunkt sein kann, da zp in J(f) liegt, vgl. Lemma
. Nach Annahme (f*((20) # 20) enthilt U also einen weiteren Punkt.

(ii)  f(z0) = z0. Wenn die Gleichung f(z) = 2o keine weiteren Losungen hat, so sehen wir wie
im Beweis von Lemmal[l1.9] dass f(z)—zy = c(z—20)" ist und somit zo nicht in J(f) liegen
kann. Widerspruch! Folglich existiert ein weiterer Punkt z; # zg. mit f(z1) = z9. Wiederum
nach Folgerung|11.12{(a) existiert ein k mit f~%(z1) > w € U. Nunist f~%(z1) = f %" 1(20),
und da J(f) riickwértsinvariant unter f ist, liegt uw € J(f). Weiterhin gilt u # zp, da
fF(u) = 21 und f¥(z) = 2.
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(iii) f™(z0) = 2o fiir ein m > 1. Nach Lemma ist J(f) = J(f™). Wir kénnen also das
Argument aus (i) auf f* anwenden und finden einen weiteren Punkt in J(f™) = J(f).

Somit ist J(f) eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge von C ohne isolierte Punkte (solch eine
Menge nennt man perfekt). Nach einem Satz aus der Topologie, s. Satz [11.14} ist jede perfekte
Teilmenge von R oder C iiberabzéhlbar. <

11.14. Satz. Jede perfekte (nichtleere) Teilmenge P eines vollstandigen metrischen Raums ist
iiberabzahlbar.

Beweis. (Indirekt) Wir nehmen an, dass P = {z1, 22, ...} und wéhlen ein g > 0.

e Da z; in P nicht isoliert ist, finden wir ein y; # 21 mit y; € B(z1,&0) N P.

e Wihle e9 so klein, dass z; ¢ B(y1,2¢1) C B(z1,£0). Da y; nicht isoliert in P ist, finden
wir yo € B(y1,2e1) NP mit yo # y1. Indem wir ggf. £; verkleinern, kénnen wir annehmen,
dass ya # 2z2. Wiihle €5 so klein, dass 23 ¢ B(ya,2e2) C B(y1,€1).

e Wir nehmen an, dass wir Elemente y1,...,yr € P und €1,...,&; > 0 gefunden haben, so
dass

(1) B(yj-i-l? 2Ej+1) - B(yj75j)7j =1,...,k—1, und z; ¢ B(yj7 2Ej)‘

e Da yj in P nicht isoliert ist, finden wir ein yx # yxt+1 € B(yk,ex) N P. Indem wir ggf.
e verkleinern, konnen wir annehmen, dass yx11 # zxr1. Nun wéhlen wir €541 so klein,
dass zk4+1 & B(Yk+1,2¢k+1) € B(yg, er). Wir erhalten so eine Folge (yx) in P und g5 > 0
mit (1).

e Die Mengen B(y;,e;) bilden dann eine Folge abgeschlossener, ineinander enthaltener
Mengen, deren Durchmesser gegen Null geht. Da der Raum nach Annahme vollstandig
ist, enthalt der Durchschnitt ﬂ‘;’;l B(y;,€;) genau ein Element y. Da P abgeschlossen ist
und die y; eine Folge in P bilden, die gegen y konvergiert, liegt v in P. Andererseits gilt

zj ¢ B(yj,€;), so dass (1;2, B(yj,e;) N P = (). Widerspruch. N
11.15. Definition. Es sei f ein Polynom und w ein Fixpunkt, d.h. f(w) = w.

Man nennt f einen anziehenden Fixpunkt fiir die Iteration f — f*, falls eine Umgebung V von
w existiert mit f*(v) — w fiir alle v € V.

Man nennt w abstofsend, falls eine Umgebung V' von w existiert, so dass fiir alle w # v € V gilt:
Es gibt ein p = p(v) mit fP(v) ¢ V.
Ansonsten heifst w neutral.

11.16. Bemerkung. Ist w ein Fixpunkt mit |f/(w)| < 1, so ist w anziehend, denn damit ist
fiir alle v in einer Umgebung von w auch |(f(v) — f(w))/(v —w)| < ¢ < 1, denn die Ableitung
ist der Grenzwert der Differenzenquotienten. Wegen f(w) = w folgt | f(v) — w| < ¢|v — w|. Somit
ist w anziehend.

Analog sieht man: Ist |f/(w)| > 1, so existiert ein 6 > 0 mit |f(v) — w| > ¢|v — w| fiir ein ¢ > 1,
v € B(w,d). Damit kann f*(v) nur fiir endlich viele k¥ in B(w,d) liegen (v # w). Somit ist w
abstofsend.

Ist | f(w)]" = 1, so kann w anziehend, abstofend oder neutral sein.

Man nennt einen Punkt w periodisch, falls ein p € N existiert mit fP(w) = w. Somit ist w ein
Fixpunkt von g = fP.

11.17. Satz. Die Julia-Menge ist der Abschluss der abstofsenden periodischen Punkte (sogar
derer mit Ableitungsbetrag > 1. Wir kénnen hier jedoch nur zeigen:

(a) Ist w = fP(w) = g(w) ein periodischer Punkt mit |¢'(w)| > 1, so ist w € J(f).
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(b) Ein anziehender periodischer Punkt liegt nicht in J(f).
(c) Die Julia-Menge ist im Abschluss der periodischen Punkte von f enthalten.

Beweis. (a) Es sei w = fP(w) = g(w) und |¢'(w)| > 1. Wihle ein beliebige Umgebung W von
w. Angenommen, die Folge (g") ist normal auf . Dann hat sie eine Teilfolge (¢*7), die gegen
eine holomorphe Funktion gy konvergiert (sie kann nicht gegen oo konvergieren, weil g(w) = w.
Damit konvergiert aber auch die Folge der Ableitungen ((g%/)") gegen go- Nun zeigt jedoch
vollstindige Induktion, dass |(¢*) (w)| = |¢'(w)|¥| — oo. (Dazu der Induktionsschritt: Es ist
g (w) = gF(g(w)). Also ist

(w)=w IndAnn
(951 (w) = (6") (g(w))g' (w) 7= (6) (w)g (w) ="E™ g(w)*g(w) = ¢"(w).)
Widerspruch. Also ist die Folge nicht normal in W, und w liegt in J(g). Da J(g) = J(fP) = J(f)
nach folgt die Behauptung.

(b) Ist w = g(w) anziehend, so existiert eine Umgebung von w, in der g¥(z) — w konvergiert.
Daher kann dort nicht f*(z) — oo gelten.

(c) Wir betrachten die folgende Teilmenge von J(f):

E={we J(f): I +#wmit f(v)=wund f'(v) # 0}.
Wir wissen aus Satz [11.13] dass J(f) keine isolierten Punkte enthélt. Ist also wy ein beliebiger
Punkt von J(f), so liegt in jeder Umgebung von wy ein weiterer Punkt von J(f). Gilt in wy,
dass f(v) = wp nur die Losung v = wp hat, so hat f die spezielle Form f(z) = wo + ¢(z — wp)™.
In jeder Umgebung finden wir dann einen Punkt in F.
Wir konnen also annehmen, dass wg in E liegt und somit ein v existiert mit v # w, f'(v) # 0
und f(v) = w. Weil f/(v) # 0 ist, gibt es disjunkte Umgebungen V' von v und W von wy, so dass
f:V — W eine biholomorphe Abbildung ist, s. Satz Es sei f~! die Umkehrabbildung. Wir
definieren nun eine Folge hy auf W durch

UOEE
R IO

Beachte: Der Nenner wird nicht Null, weil V und W disjunkt sind.

Da wy in J(f) liegt, ist die Folge (f*) nicht normal. Damit ist jedoch auch hy nicht normal, denn
aus hy(z) — oo folgt fr(z) — oo und aus hy — h folgt f*(2) — z = h(2)(f~1(2) — 2).
Als nicht-normale Folge nehmen die Folgenglieder nach dem erweiterten Satz von Montel mit

hochstens einer Ausnahme alle Werte von C an. Damit wird einer der Werte 0 oder 1 angenom-
men. Daher existieren kg € N, zp € W mit hy,(20) = 0 oder k1 € N, z; € W mit hy, (z1) = 1.

Im ersten Fall folgt, dass f*0(zy) = 2o, im zweiten f*(21) — 21 = f~!(z1) — z1. Im ersten Fall
ist also fF0(z0) = 2o, im zweiten fF1+1(z) = 2.

In jeder Umgebung von wq existiert also ein periodischer Punkt, somit liegt wg im Abschluss der
Menge der periodischen Punkte.

(Den fehlenden Teil des Beweises finden Sie bei Steinmetz in Kapitel 3, §6, Auch er beweist

zundchst nur (Kapitel 2, §5), dass die periodischen Punkte dicht in der Julia-Menge liegen.

Anschlieiend beweist er, dass es nur endlich viele periodische Punkte geben kann, die nicht

abstofiend sind (nach einem Resultat von Douady und Hubbard sind es sogar nur n — 1)) <

11.18. Definition. Es sei w ein anziehender Fixpunkt. Der Einzugsbereich von w ist die Menge
Aw) = {z € C: f¥(z) - w fiir k — co}.

Diese Definition konnen wir fiir w = oo ebenfalls verwenden.



84
11.19. Lemma. Es sei w € C ein anziehender Fixpunkt. Dann ist A(w) offen.

Beweis, Es sei w ein anziehender Fixpunkt. Dann existiert ein € > 0 so dass f¥(v) — w fiir alle
v € B(w,2¢). Ist 29 € A(w), so gilt f¥(z) — w, also existiert ein ko mit f*(z) in B(w, ) fiir
alle k > ko. Da f*o stetig ist, existiert ein § > 0 so, dass |f¥0(z) — f*0(29)| < € fiir z € B(z0,0).
Daher folgt, dass f*(z) — w fiir alle z € B(zg,4). Analog fiir w = oo <

11.20. Satz. Ist w € C ein anziehender Fixpunkt von f, so ist J(f) = 0A(w).

Beweis. ‘C’Ist zy € J(f), so existieren in jeder Umgebung von z Punkte mit f*¥(z) — co. Daher
ist zo ¢ A(w). Ist andererseits U eine Umgebung von zp, so existiert nach Lemma ein k£ mit
fE(U) N A(w) # 0. Wegen der Stetigkeit von f* existieren in jeder Umgebung von zy Punkte,
die gegen w iterieren. Also ist zg € 0A(w).

‘D" Es sei 29 € 0A(w). Angenommen, zo ¢ J(f). Dann ist die Folge (f*) in einer Umgebung
U von zy normal, hat also eine Teilfolge (f*7), die gegen eine holomorphe Funktion g oder oo
konvergiert. Auf der offenen und nichtleeren Menge U N A(w) konvergiert (f*/) gegen w. Somit
folgt f* /4 oo und g(z) = w zunichst fiir alle z € U N A(w) und dann fiir alle z € U wegen der
Holomorphie. Damit ist jedoch zp ein innerer Punkt von A(w) im Widerspruch zur Annahme.
<

11.21. Beispiel. Essei f(z) = z2. Dann hat f auf C die beiden anziehenden Fixpunkte 0 und
oo. Wir wissen: Die Julia-Menge ist {z : |z| = 1}. Diese ist der Rand von A(0) und von A(c0).

Die Mandelbrotmenge. Wir betrachten im folgenden nur noch quadratische Polynome der
Form

fe(z) = 22+ e
11.22. Bemerkung. Ist g ein beliebiges quadratisches Polynom, so findet man eine lineare
Funktion h(z) = az — b mit a # 0 und ein ¢ so, dass

hlo feoh=g.

Es folgt, dass h™' o f¥ o h = ¢ fiir alle k ist. Die Dynamik von g ergibt sich also aus der von f..
Daher ist es keine grofte Einschrankung, sich auf die f. zu konzentrieren.

11.23. Bemerkung. Ist ¢ # w € C, so hat w zwei Urbilder unter f., die wir mit +(w — ¢)/?
bezeichnen. Ist U eine offene Kugel, die ¢ nicht enthélt, so besteht das Urbild von U aus zwei
Komponenten, die jeweils biholomorph durch f auf U abgebildet werden. Lokal ist also die Wahl
eines stetigen (sogar holomorphen) Urbilds klar.

11.24. Definition. Wir nennen eine differenzierbare geschlossene Kurve + in C eine glatte
Jordan-Kurve, falls sie keine Selbstiiberschneidung hat.

11.25. Jordanscher Kurvensatz. Ist v eine glatte Jordankurve mit I' = Bild v, so besteht
C\ I' aus zwei Komponenten, einer beschrankten und einer unbeschréankten. Die beschrankte
Zusammenhangskomponente ist einfach zusammenhéngend.

Man sagt, ein Punkt z € C\ T liege innerhalb von T, falls er in der beschrénkten und auferhalb,
falls er in der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente liegt.

Der Satz gilt fiir stetige Kurven. Der Beweis vereinfacht sich, wenn man sich auf differenzierbar
Kurven oder Polygonziige beschrankt. Unter https://people.math.ethz.ch/~blatter/VSMP.pdf
findet man einen kurzen Beweis von Christian Blatter.

Wir sehen uns nun an, wie die Urbilder von glatten Jordan-Kurven aussehen.

11.26. Lemma. Es sei v eine glatte Jordankurve, I' = Bild ~.


https://people.math.ethz.ch/~blatter/VSMP.pdf
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(a) Liegt c innerhalb von T, so ist f-1(T') ebenfalls eine glatte Jordankurve. Ferner bildet f,
die Punkte innerhalb von f.'(T') surjektiv auf diejenigen im Inneren von I' ab und die
auferhalb von f;1(T) surjektiv auf diejenigen auferhalb von T.

(b)  Liegt ¢ auerhalb von T', so besteht f.'(T') aus zwei disjunktien glatten Jordankurven,
von denen keine innerhalb der andern enthalten ist. Ferner bildet f. das Innere jeder der
beiden Kurven surjektiv auf das Innere von I' ab und das gemeinsame Aufere auf das
Aufere von T.

Beweis. Wir beobachten zunéchst, dass f;'(z) = £(z — )2 und (f71)(2) = +1(z— ¢)~ 1/ fiir

z in I differenzierbar bzw. stetig und jeweils beschréankt sind, weil ¢ innerhalb von I" liegt.
Wihlt man also einen der beiden Zweige der Wurzelfunktion, so ist f71(I') lokal eine glatte
Kurve. Was passiert global?

Wir starten in einem Punkt w von I'. Dieser hat zwei Urbilder unter f., etwa £zg. Beginnen wir
nun I' zu durchlaufen, so bilden die Urbilder unter f. jeweils eine Kurve, etwa C", beginnend
mit +zg und C~, beginnend mit —zp. Kommen wir wieder am Punkt w an, so miissen die Urbild-
kurven wieder in jeweils einem der beiden Urbilder enden. Es ergeben sich zwei Moglichkeiten.

(i) C* endet in —zp und C'~ in +2¢; in diesem Fall verbinden sich die beiden Kurventeile
zu einer einzigen geschlossenen Urbildkurve, C'
(i) C* endet in +2z9 und C~ in —2p; in diesem Fall erhalten wir zwei disjunkte geschlossene

Urbildkurven.

Im Fall (i) ist die geschlossene Kurve das Urbild von I' unter f.. Sie ist tiberschneidungsfrei,
also wieder eine glatte Jordankurve. Da f, : C — C stetig und surjektiv ist, bildet sie die
Zusammenhangskomponenten von C \ C surjektiv auf die Zusammenhangskomponenten von
C\ T ab. Daher ist das Bild des Inneren von C' das Innere von I' und das des AuReren von
C das des Aufieren von I'. Der Ursprung z = 0 liegt stets zwischen den beiden Urbildern von
den Punkten auf I unter f. und somit im Inneren von C'. Daher liegt in diesem Fall der Punkt
¢ = f¢(0) innerhalb von T'.

Im Fall (ii) liegen die beiden geschlossenen Kurven C* und C~ symmetrisch zum Ursprung. Der
Ursprung ist weder im Inneren der einen noch der anderen enthalten (sonst hitte die entspre-
chende Kurve Windungszahl +1 um 0, und das miisste wegen der Symmetrie auch fir die andere
gelten; dann wére 0 aber im Inneren von beiden, was wegen der Disjunktheit nicht sein kann).
Das Innere von Ct und das von C'~ werden jeweils auf das Innere von I' abgebildet (jeder Punkt

hat zwei Urbilder!) und das AuRere jeweils auf das Aufere von I'. Insbesondere liegt in diesem
Fall ¢ = f.(0) aukerhalb von T'.

Unsere erste Definition der Mandelbrot-Menge ist folgende:

11.27. Definition. Die Mandelbrotmenge M ist die Menge aller ¢ € C, fiir die f¥(0) beschrinkt
ist.

11.28. Satz. Folgende Charakterisierungen der Mandelbrotmenge sind dquivalent:
(i) M ={ceC:J(f) ist zusammenhangend}

(i) M ={ce€ C: f¥0) ist beschrankt}

(iiil) M ={ceC: fF0) 4 oo}

Es gilt noch mehr: Ist ¢ € C, so ist entweder J(f.) zusammenhdngend oder J.(f) ist total
unzusammenhéngend, d.h. die Zusammenhangskomponente jedes Punktes in J(f.) enthélt keine
weiteren Punkte von J(f.).
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Beweis. Nach Lemma ist f¥(0) genau dann beschriinkt, wenn f¥(0) 4 oo. Daher sind (ii)

und (iii) dquivalent.
Schritt 1. Wir zeigen: Ist f¥(0) beschriinkt, so ist J(f.) zusammenhingend.

Es sei R > 0 so grok, dass B(0, R) alle Punkte f¥(0), k = 1,2, ... enthilt und f*(z) — oo fiir |2|
geR. Setze I' = S(0,2R). Insbesondere gilt damit, dass J(f.) im Inneren von I liegt.

Nach Annahme ist ¢ = f.(0) im Inneren von I'. Dann liegt nach Lemma [11.26|das Urbild f;1(T)
im Inneren von I'. Ferner muss auch ¢ im Inneren von f1(I") liegen, denn anderenfalls lige f.(c)
auferhalb von T" und es folgte f¥(0) — oo.

Wiederum mit Lemma [11.26| folgt, dass f.2(T') im Inneren von f. (') liegt und ¢ im Inneren
von f%(T).

Iterativ erhalten wir eine Folge glatter Jordankurven I'y = f7*(T") die ineinander liegen, und c
liegt im Inneren davon.

Wir bezeichnen mit K die Menge aller Punkte, die auf oder im Inneren jedes der 'y liegen. Als
Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist K abgeschlossen. Liegt z € K, so liegt auch f¥(z) in K
fiir alle k. Liegt z nicht in K, so folgt f¥(z) — oo. Damit ist K gerade die ausgefiillte Julia-Menge
von f.. Nun ist K als Durchschnitt einfach zusammenhéngender abgeschlossener Mengen wieder
einfach zusammenhéngend. Daher ist J(f.) = 0K zusammenhéngend.

Nun ist K auch gerade die ausgefiillte Julia-Mange von f., denn liegt z nicht auf oder im Inneren
von gG,, fiir ein p, so liegt f¥(z) aukerhalb von T' und somit gilt f¥(2) — co. Also ist die Julia-
Menge der (zusammenhéngende) Rand von K.

Schritt 2. Wir zeigen nur: Ist f¥(0) unbeschrinkt, so ist J(f.) nicht zusammenhingend und hat
unendlich viele Komponenten.
Wir setzen I' = S(0, R) und withlen R so grof, dass f. 1(I') C I' and dass fiir alle z aukerhalb

B(0, R) gilt |z| < |fc(2)| /* oo. Wir kénnen durch leichte Veranderung von R dann auch erreichen,
dass keiner der Punkte f¥(0) auf T liegt. Auch in diesem Fall liegt also J(f.) im Inneren von T.

Es sei p die kleinste Zahl, so dass fZ(0) auferhalb von T' liegt. Genau wie in (a) definieren wir
nun I'y = fc_k(F), k=1,2,.... Fir £k < p— 1 sind dies glatte Jordankurven, denn dann liegt
f%(c) innerhalb von I' und ¢ innerhalb von T,.

Fiir £ > p — 1 allerdings liegt der Punkt ¢ = f.(0) auferhalb von I'y liegt, weil fffl(c) = f2(0)
auferhalb von I' liegt. Nach Lemma besteht I',, aus zwei disjunkten Komponenten, die jeweils
Jordankurven sind, I'y 41 aus vier, und ', 4, aus 2k+1 In jedem Schritt liegt die Julia-Menge in der
Vereinigung der Inneren dieser Jordankurven. Da die Julia-Menge nach Lemma riickwérts-
invariant unter f ist, ist der Schnitt dieser Inneren mit der Julia-Menge auch jeweils nichtleer.
Daher hat die Julia-Menge in diesem Fall unendlich viele Komponenten. <

Wir kénnen die Bedingung (ii) in Satz[11.28| prizisieren:
11.29. Satz. M ={z € C:|fk0)| <2 fiir alle k}.

Beweis. Bezeichnen wir fiir den Moment die rechte Seite der Aussage mit M. Klar ist nach
[L1.28]ii): M C M.
Um zu zeigen, dass M C M ist, definieren wir zu ¢ € C die Menge
W ={ze€C:|z] >|c| und |z| > 2}.
Ist z € W, so ist |z| > 2+ ¢ fiir ein € > 0. Dann gilt
Fol2)] = 122 = [l = |22 = |2l = 22+ — 1) = |2I(1 + ).
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Folglich gilt f.(W) C W und f¥(z) — oo fiir z € W.
Ist also ¢ € M, so gilt f5(0) ¢ W fiir alle k. Fiir jedes k gilt also

(1) [fE(0)] <[] oder | f£(0)] < 2.
Speziell fiir k = 1 sehen wir, dass |c| < 2. Wenn wir dies in (1) einsetzen, folgt |f¥(0)] < 2 fiir
alle k. 4

11.30. Folgerung. M ist kompakt.

Beweis. Nach Satz ist M beschrankt. Um zu sehen, dass M auch abgeschlossen ist, zeigen
wir, dass C \ M offen ist:

Ist co € C\ M, so gilt | f¥ (0)] > 2. Nun ist f¥(0) ein Polynom in ¢ und héngt somit stetig von ¢

ab. Folglich gilt auch fiir alle ¢ in einer Umgebung von ¢y, dass | f¥(0)| > 2. Diese ¢ liegen dann
ebenfalls nicht in M. <

11.31. Satz. (Douady und Hubbard 1984) M ist zusammenhéingend.

Einen Beweis findet man z.B. bei Beardon §9.10. <

Im 1}

1 1 1
-2 -1 0

Ein Bild der Mandelbrotmenge aus dem Buch von Falconer, S. 244
11.32. Beispiel.

(a)  fo(z) = 2% Hier ist die Folge (f31(0))nen, gegeben durch (0,0, ...). Die Folge ist konstant.
(b)  f-1(2) = 2% — 1. Hier ist die Iterationsfolge (0, —1,0,—1,0,...) 2-periodisch.
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(c)  foa(z) = 2% — 2. Hier ist die Iterationsfolge (0,—2,2,2,...), d.h. die Folge ist fiir n >
2 konstant. Wir wissen aus Satz [11.30] dass M C B(0,2). Tatsichlich ist also —2 ein
Randpunkt vom M.

Nun einige Uberlegungen zur Gestalt der Mandelbrotmenge.

11.33. Anziehende Fixpunkte. Wann hat f. einen anziehenden Fixpunkt « in dem Sinn,
dass |fl(a)] < 17

Es soll gelten f.(z) = z also

(1) 22— 24¢=0.

Diese Gleichung hat zwei Lésungen

e
|
o

|
o

N = N

+
>~ =

die fiir ¢ # 1/4 verschieden sind. Es gilt:
a+pB=1 ab=c
Nun ist f.(z) = 2z, somit ist
felo) + £i(B) = 2(a + B) = 2.

Daher kann nur einer der beiden Punkte o und § anziehend sein (sonst wire die Summe im
Betrag < 2. Es sei 0.B.d.A.

1
2la] = [fi()] <1, dh.|a] < 5.
Weil « ein Fixpunkt ist, folgt aus , dass
cC=0o—oa".

Die Menge aller ¢, die wir suchen, ist also gerade das Bild der Kreisscheibe {a € C : |a| < %}

unter der Abbildung z — z — 22. Nun gilt z — 22 = f o g o h, wobei

Diese Menge ist eine Kardioide, wie die folgende Graphik aus dem Buch von Beardon zeigt:
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e
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11.34. Anziehende 2-Zyklen. Als nichstes kann sich fragen, wo es anziehende 2-Zyklen gibt
fiir eine Funktion f. gibt, d.h. Paare (u,v), u # v, mit f.(u) = v, fo(v) = u, EI fiir die weiterhin
gilt

(1) |(£2) (w)] < 1 und |(f2)' ()] < 1.

D Q
l“,

Da es sich um Fixpunkte von f2 handelt, miissen « und v die Gleichung

fi(z)—2=0

16sen. Natiirlich sind auch die beiden oben gefundenen Werte o und § Losungen. Insbesondere
teilt f.(z) — z = 22 — 2 — ¢ das Polynom f2(z) — 2. Daher gilt

P —2= (2= 2= (424140 = (z—a)(z = B)(z —u)(z — v)

_ 1 +14/ ! 1 dov= L \/ L 1
u=-—3 1 cund v =—g 1 c.
Fiir die Ableitung gilt

(f2) (w) = fo(fe(w) folw) = fo(v) fo(u) = 2u - 20 = duv = 4(1 + ¢).

Die Bedingung liefert 4|1 4 ¢| < 1 bzw., dass f. genau dann einen anziehenden 2-Zyklus hat,
wenn

mit

c € B(—1,1/4).

Wir erhalten also die (aus dem Buch von Beardon entnommene) Gestalt

1Das nennen wir einen 2-Zyklus, weil dann f2(u) = v und f2(v) = v; die Bedingung u # v schlieft aus, dass
u bzw. v ein Fixpunkt ist.
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Y

Fir ¢ - -3/4, a — —1/2, w - —1/2, v — —1/2, wihrend § — 3/2. Fiir ¢ innerhalb der
Kardioide sind u, v abstofsend.

11.35. Beispiel. Wir betrachten die Iterationsfolge (¢,) = (fI)(0) fur reelle c. Die Fixpunkte

sind hier
1 —+1—4c 1++v1—4c
a=——"0— undﬁzi2 .

(a) Istc< —2,s0ist ¢, > 2+ n|c+ 2| firn > 2.

(b) Ist =2 < ¢ <0, so bildet f. das Intervall [0, 8] auf sich ab.
(c) Ist 0<c <1 sobildet f. das Intervall [0,a] auf sich ab.
(d) st ¢> 1, so gilt ¢, > n(c— 7).

Folglich ist M NR = [-2, 1].

Beweis. (a) Schreibe ¢ = —2 — . Dann ist zu zeigen, dass ¢, > 2 + ne fir n > 2. Nun ist
co=felc)=cF+c=4+4de+e®—2—ec=2+3c+e>>2+ 2.
Weil f/(z) = 2z ist, ist f. monoton wachsend auf R. Ist ¢, > 2 + ne, so ist
enp1 = fe(en) > fe(2+me)=(2+ne)* —2—¢
= 444ne+n%e? —2—e>2+(An—1)e>2+ (n+1)e
Vollstandige Induktion zeigt die Behauptung.
(d) Schreibe ¢ = I + . Dann ist zu zeigen, dass ¢, > ne. Dies ist richtig fiir n = 1. Stimme die

Aussage fiir ein n, so folgt, weil f. monoton wachsend auf R ist,

1
i1 = fe(cn) > fo(ne) = n?e? + 1 +e.

Daher ist ¢,41 > (n + 1)e genau dann, wenn 0 < n?e? 4+ 1 — ne = (ne — 3). Das ist richtig. <
11.36. Beispiel. Wir wissen: Fiir ¢ = 0 ist die Julia-Menge von fy der Einheitskreis {|z| = 1}.
Nun sei || < 3 und |z| < & + (/1 — |¢|. Dann gilt f7(z) — 0.
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Ist umgekehrt |z[ > 1 + /1 4 |, so gilt f7(2) = <.

Dies zeigt, dass fiir kleines |c| die Julia-Menge in dem Ringgebiet

1 1 1 1
R|c|:{z€C:§+\/Z—\c\<]z\<§+ 1+]c|

liegt. Das legt die Vermutung nahe, dass fiir kleines |c| die Jordan-Menge in etwa eine Kreislinie
ist.

Bemerkung. Tatséchlich ist fiir |¢| < 1/4 die Jordanmenge J(f.) eine (allerdings nicht glatte)
Jordankurve, s. Falconer. ihre fraktale Dimension ist > 1 fiir |¢| > 0.

Beweis. Ist |2| < 3+ /3 —|c|, soist 2> < 3 +1/3 —|c|+ 3 —|c| =1+ /% — || — |¢[, Dann

ist [fo(2)] = [2% + ¢ <[22 +|c| < 3 +1/% — |c|. Also ist die Iterationsfolge beschréinkt.
Ist |z| = (1+¢€)(3 + /3 +]c|), so ist

FelD) = 122 el 2 2]~ lel = (14 0 (5 +4/ 3 +lel +1el) —lel = (1 +)l2l

Somit divergiert die Iterationsfolge (f(2)). <
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